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摘要 本文针对离散线性时变系统在有限时间区间内的重复跟踪控制问题,提出了一种参数优化加速迭代

学习控制算法.首先,在每次迭代中,基于上一次迭代的学习效果,采用不同的提取矩阵去除已经符合精度

要求的数据,以此来降低模型的维度和缩减运行时间区间,达到加快学习控制的收敛速度和减少系统运行

所需的计算量和存储空间的目的.然后,结合参数优化方法得到了控制增益的设计方案,并分析了跟踪误差

的收敛性.最后,通过与固定增益迭代学习控制算法的仿真对比验证了所提出算法的有效性.
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Abstract In
 

this
 

paper,
 

a
 

parameter-optimal
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iterative
 

learning
 

control
 

(AILC)
 

algorithm
 

is
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for
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linear
 

time-varying
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a
 

fi-
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In
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extraction
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to
 

discard
 

data
 

meeting
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and
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Finally,
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rameter-optimal
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control
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algorithm
 

verify
 

its
 

effectiveness.
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引言
  

迭代学习控制(ILC)是一种基于迭代反馈的

控制方法[1].对于ILC算法而言,其通常追求的目

标是在批次方向上实现对期望轨迹的完全跟踪[2].
由于ILC自适应性强、容错能力高以及适应时变

系统 的 特 性[3,4],其 在 机 器 人 控 制[5,6]、工 业 控

制[7,8]等领域得到了广泛的应用.

ILC的收敛速度是一个备受关注的重要问题.
吴东南等人提出了高阶ILC算法[9],该方法通过利

用更多先前批次的信息来改进算法的收敛性能.然
而,这种方法对各阶误差的权重设置及调试提出了

较高的要求,增加了实际应用中的复杂性.为了解

决这一挑战,后续研究中涌现出了一系列改进算

法.例如,将遗忘因子的概念引入ILC算法中,使
得较早批次的跟踪误差在控制律更新过程中所占

的比重逐渐减小,从而提高了算法的稳定性和适应

性[10,11].此外,徐建明等人利用信息数据库中的历

史数据,结合径向基函数网络、线性加权策略以及

曲线拟合技术,构造新的初始控制输入,有效减少

了迭代次数并显著提升了ILC的收敛速度[12].这

些改进不仅增强了ILC算法的灵活性和鲁棒性,

也为解决复杂工业过程中的重复任务提供了更为

有效的解决方案.
  

一些学者则采用参数优化的方法来设计控制

增益,以加速ILC的收敛速度.Amann等人基于最

优控制理论,提出了范数优化的ILC算法,通过寻

找最优控制增益来提升性能[13].Owens等人则引

入了二次性能指标进行参数优化,不仅建立了新的

ILC算法,还在此基础上进一步提出了参数优化下

的高阶学习律,显著提升了算法的适应性和效

率[14,15].逄勃等人的研究则将PID控制器与参数

优化的ILC算法相结合,构建了基于范数优化的

性能指标函数,这一方法不仅加快了算法的控制效

率和收敛速度,还增强了系统的鲁棒性[16].此外,

许建新等人引入了Q因子作为评估学习速度的一

个重要指标,并结合鲁棒最优方法,对高阶和低阶

ILC算法的收敛速度进行了深入分析和比较,为选

择合适的算法提供了理论依据[17].这些研究成果

表明,通过参数优化设计控制增益,可以有效提升

ILC算法的性能,满足复杂工业过程对快速、精准

控制的需求.这种方法不仅提高了算法的收敛速

度,还增强了系统的稳定性和适应性,为解决重复

跟踪控制问题提供了强有力的支持.
  

现有的加速迭代学习控制(AILC)算法大多致

力于在固定的时间区间内通过减少收敛所需的迭

代次数来实现加速,很少有研究关注通过动态调整

学习时间区间来进一步提升收敛速度的方法.变区

间长度ILC作为该方向的重要分支,现有研究存

在明显局限,需进一步厘清算法逻辑差异.沈栋等

人提出的变区间长度ILC算法[18,19],虽突破了固

定区间的约束,但其区间长度变动依赖于迭代过程

中的随机特性或经验判断,缺乏基于跟踪误差精度

的明确调整规则,导致区间变化无规律可循,难以

实现收敛过程的预测与优化,且未结合模型维度优

化实现协同加速.相比之下,兰天一等人借鉴人脑

记忆机制,设计了具有指数变增益和动态可调节区

间的AILC方案[20,21],其区间调整以跟踪误差的动

态变化为依据,通过区间伸缩适配误差分布,但该

方案存在核心缺陷:为保证区间调整的实时性,需
采用高频采样与控制策略,这不仅对传感器和执行

器的硬件性能提出极高要求,还会导致算法计算负

荷呈指数级增长,限制了其工业应用场景.
  

提升模型是ILC中最常用的离散模型之一,

然而其不足之处在于输入输出矩阵的维数不仅与

批次过程中的变量有关,还会随着批次长度的增加

而急剧增长,导致长时间区间内的执行和计算非常

耗时,且需要更多的存储资源[22].
  

基于上述情况,本文针对离散线性时变系统提

出了一种基于模型降维的AILC算法:以跟踪误差

精度为核心约束,构建随迭代动态更新的提取矩

阵,通过过滤已达标数据点实现区间的有序缩减;

区间调整与模型降维深度耦合,每轮迭代后通过提

取矩阵去除冗余数据,同步降低输入输出矩阵维

度,在缩短运行区间的同时减少计算量与存储需

求,解决了算法计算负荷过高的问题.

1 问题描述与分析
  

本文考虑的离散线性系统如下

x(t+1,k)=A(t)x(t,k)+B(t)u(t,k)

y(t,k)=C(t)x(t,k) 
(1)

式中:t=0,1,2,…,N-1,为离散时间,N∈Z+为

有限时间区间长度;k=1,2,3,…,为迭代次数;
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x∈Rq、u∈R 和y∈R 分别代表系统状态,输入和

输出;A(t)、B(t)和C(t)为适当维度的状态矩阵.
注1: 本文研究的是对给定轨迹的重复跟踪

控制,每次迭代都运行相同的被控系统,因此状态

转移矩阵A(t)、B(t)和C(t)只与时间t相关,与
迭代次数k无关.

  

定义跟踪误差为

e(t,k)=yd(t)-y(t,k) (2)

式中:yd(t)为给定的有界期望输出.当跟踪误差

e(t,k)满足迭代截止条件

e(k,t)≤ε (3)

时,表示t时刻在第k次迭代时达到跟踪目标,ε为

设置的跟踪误差精度.
假设1: 每次迭代时系统的初态相同,即x(0,

k)=x0,x0 为给定初态.不失一般性地令x0=0.
假设2: 对任意t∈{0,1,2,…,N -1},

C(t)B(t-1)≠0.
假设3: 期望输出yd(t)在有限时间区间内

的每个时刻均可测.
  

本文的控制目标是针对符合假设1~3的系统

(1),设计一种AILC算法,以确保跟踪误差e(t,k)

不仅收敛,而且满足迭代截止条件(3).与传统的

ILC方法相比,该方案旨在显著提升性能:加速收

敛过程、减少计算负担以及降低存储需求.为了实

现这一目标,首先定义输入、输出、期望输出和系统

跟踪误差向量分别为:

U
-
(k)= u(0,k)u(1,k) … u(N-1,k)  T

Y
-
(k)=y(1,k) y(2,k) … y(N,k)  T

Y
-

d= yd(1)yd(2)yd(3) … yd(N)  T

E
-
(k)=e(1,k)e(2,k) … e(N,k)  T

  

基于此,由系统(1)和假设1可以得到以下提

升模型:

Y
-
(k)=GU

-
(k) (4)

式中:G∈RN×N 为输入输出关系矩阵,表示为

G=

C(1)B(0) 0 … 0 0
C(2)A(1)B(0) C(2)B(1) ⋱ 0 0

C(3)A(2)A(1)B(0) C(2)A(1)B(0) ⋱ ⋱ ︙
︙ ⋱ ⋱ C(N-1)B(N-2) 0

C(N)∏
N-1

l=1
A(N-l)B(0) … … C(N)A(N-1)B(N-2) C(N)B(N-1)

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5)

  
  

在每一次迭代后,若轨迹的某一段跟踪误差

达到条件(3),则在后续迭代中不再考虑这段已经

达标的轨迹,而仅对未达标的部分进行迭代.这一

策略能够有效加快迭代速度,因为随着每次迭代的

进行,参与计算的向量和矩阵维度会逐渐减少.
  

考虑到输入耦合会影响未达标轨迹段后的所

有轨迹,我们提出一种修正方法:一旦发现第一个

不达标点,移除其之前的轨迹段,而其之后的所有

轨迹段则重新进入新的迭代过程进行修正.这种方

法不仅有助于减轻输入耦合的影响,还能提高ILC
的准确性和收敛性.根据实际需求,还可以灵活设定

精度要求,从而在效率与性能之间找到最佳平衡点.

2 参数优化AILC算法
  

定义σk 为第k次迭代的起始点;tk =σk,σk +

1,σk +2,…,N -1,为第k次迭代的离散时间;Zk

=N-σk,为第k次迭代的时间区间长度;初值分别

为σ0=0,t0=0,1,2,…,N -1,Z0=N.第k次迭

代的输入、输出、期望输出和系统跟踪误差向量分

别表示为:

U(k)= u(σk,k)u(σk +1,k) … u(N-1,k)  T

Y(k)= y(σk +1,k)y(σk +2,k) … y(N,k)  T

Yd(k)= yd(σk +1)yd(σk +2) … yd(N)  T

E(k)= e(σk +1,k)e(σk +2,k) … e(N,k)  T

其初 值 为 U(0)=U
-
(0),Y(0)=Y

-
(0),Yd(0)=

Y
-

d(0),E(0)=E
-
(0).

  

由迭代截止条件(3)可得,第k+1次迭代的起

始点为

σk+1=min(tk |e(tk,k)|>ε),σk ≤tk ≤N-1
(6)

则第k+1次迭代的时间区间长度为Zk+1=N -

σk+1.定义提取矩阵Υk+1 ∈R
(N-Zk+1

)×N
和Φk+1 ∈

R
Zk+1×Zk,(·)m,n 表示提取矩阵中第m 行n 列的元

素,其表达式为
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(Υk+1)m,n =
1,if

 

n=m
0, otherwise 

(Φk+1)m,n =
1,if

 

n=m+(Zk -Zk+1)

0, otherwise 
注2: 本文中定义的提取矩阵与文献[23-25]

中的定义存在显著差异.先前文献中的提取矩阵主

要用于识别点对点ILC的关键要素,并且该矩阵

在整个过程中仅应用一次.相比之下,本文提出的

提取矩阵则是在每次迭代过程中动态更新的.通过

每一次迭代后过滤掉冗余信息,该矩阵不仅实现了

模型维度的有效降低,还确保了随着迭代次数的增

加,模型能够持续精炼和优化.
  

定义Om×n 为m×n的零矩阵,由式(5)可知,G
是下三角矩阵,因此对任意k可将G 分割为

G=
G11,k O(N-Zk)×Zk

G21,k G22,k

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (7)

式中:G11,k ∈R
(N-Zk)×(N-Zk),G21,k ∈R

Zk×(N-Zk),

G22,k ∈R
Zk×Zk .定义第k 次迭代的输入输出关系

矩阵

Gk = G21,k G22,k  ∈R
Zk×N (8)

初值为G0=G.则第k+1次迭代的输入输出关系

矩阵为

Gk+1=Φk+1Gk = G21,k+1 G22,k+1  ∈R
 Zk+1×N

(9)
  

由式(9)可以看出提取矩阵只能对输入输出关

系矩阵的行数进行减少,列数不受影响,但是U(k+
1)∈R

Zk+1 的行数却随着迭代不断减少,因此Gk+1

和U(k+1)不可以直接相乘。为了解决这个问题,

将U
-
(k+1)向量分为两个部分:上面长度为 N -

Zk+1 的部分,取前一次迭代u(t,k);下面长度为

Zk+1 的部分,取更新的u(t,k+1),即

U
-
(k+1)= Υk+1U

-
(k)

U(k+1)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (10)

则由式(4)和(10)可得Y(k+1)与U
-
(k+1)的关系为

Y(k+1)=Gk+1U
-
(k+1) (11)

  

综上,本文设计的AILC算法如下:

u(t,k+1)

 =
u(t,k), t<σk+1

u(t,k)+βk+1e(t+1,k),σk+1≤t≤N-1 
(12)

式中:βk+1 是待设计的参数.式(12)对应的向量关

系为

U(k+1)=Φk+1U(k)+βk+1Φk+1E(k) (13)
  

将式(13)代入式(10)中,结合式(2)和(11)可
得E(k+1)与E(k)的关系为

E(k+1)

 = Φk+1-βk+1Gk+1

O(N-Zk+1
)×Zk

Φk+1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  E(k) (14)  

由此,我们将AILC算法的设计问题转化成了

未知参数βk+1 的求解问题,即找到适合的βk+1,使
得E(k)收敛到给定的误差精度范围内.为了求解

βk+1,我们又将其转化为以下优化问题

Jk+1(βk+1)=‖E(k+1)‖2+ωβ2
k+1,

βk+1=argmin(Jk+1) (15)

式中:ω>0.对式(15)求偏导,令∂Jk+1/∂βk+1=0,

可以得到参数最优解

β*
k+1=

<Φk+1E(k),Gk+1

O(N-Zk+1
)×Zk

Φk+1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 E(k)>

ω+ Gk+1

O(N-Zk+1
)×Zk

Φk+1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 E(k)

2

(16)

式中:<a,b>=aTb,‖x‖= xTx.基于AILC
算法(12)可以得到以下的参数优化AILC算法

u(t,k+1)

 =
u(t,k), t<σk+1

u(t,k)+β*
k+1e(t+1,k),σk+1≤t≤N-1 

(17)

3 加速迭代学习控制算法流程及收敛性分析
  

参数优化AILC算法(17)应用于系统(1)的具

体流程如图1.
定理1: 参数优化 AILC 算法(17),使得

‖E(k)‖2 满足单调性条件,即 ‖E(k+1)‖2 ≤
‖Φk+1E(k)‖2,等号成立当且仅当βk+1=0.

证明: 令βk+1=0,代入式(14)和式(15)可得

Jk+1(0)=‖Φk+1E(k)‖2 (18)
  

令βk+1=β*
k+1,代入式(15)可得

Jk+1(β*
k+1)

 =‖E(k+1)‖2+ωβ*2
k+1 ≥ ‖E(k+1)‖2

(19)

  

由 于 β*
k+1 为 最 优 值, 因 此 Jk+1(0)≥

52



动 力 学 与 控 制 学 报 2026年第24卷

Jk+1(β*
k+1).结合式(18)和(19)可得

‖E(k+1)‖2 ≤Jk+1(β*
k+1)≤Jk+1(0)

 =‖Φk+1E(k)‖2 (20)

当且仅当βk+1=0时等号成立.

图1 AILC算法流程图

Fig.1 Flow
 

chart
 

of
 

the
 

AILC
 

algorithm

定理2: 参数序列 β*
k+1  满足lim

k→�
β*

k+1=0.

证明: 由式(20)可得‖E(k+1)‖2+ωβ*2
k+1≤

‖Φk+1E(k)‖2,即

‖E(k+1)‖2 ≤ ‖Φk+1E(k)‖2-ωβ*2
k+1

≤ ‖E(k)‖2-ωβ*2
k+1 ≤ ‖E(0)‖2-ω∑

k

j=0
β*2

j+1

(21)

  

由定理1可知‖E(k)‖2满足单调性条件,因
此 ‖E(�)‖2 有界.当k → �时,由(21)可得,

ω∑
�

j=0
β*2

j+1 ≤ ‖E(0)‖2 - ‖E(�)‖2 < �,即

lim
k→�

β*
k+1=0.

定理3: 将基于模型降维的参数优化 AILC
算法(17)应用到系统(1)中(具体流程如图1),若
矩阵G满足G+GT>0,则系统跟踪误差e(k,t)随
着迭代次数k的增加而收敛,直至达到迭代截止条

件(3),即lim
k→�

e(k,t)≤ε,且对任意ε≥0都成立.

证明: 由式(7)可知G 可以表示为

G=
G11,k+1 O(N-Zk+1

)×Zk+1

G21,k+1 G22,k+1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,则

G+GT=
G11,k+1+GT

11,k+1 GT
21,k+1

G21,k+1 G22,k+1+GT
22,k+1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 >0

(22)

  

基于假设2和Shur补引理,由式(22)可得

G22,k+1+GT
22,k+1>0,因此,必然存在一个常数σ2

1>

0,使得

G22,k+1+GT
22,k+1 ≥σ2

1I (23)
  

由定理1和式(8)可知,必然存在一个常数

σ22>0,使得

Gk+1

O(N-Zk+1
)×Zk

Φk+1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 E(k)

2

 =‖G22,k+1Φk+1E(k)‖2 ≤‖GE(0)‖2 ≤σ2
2

(24)

  

综上,将式(23)和(24)代入式(16)中可得

β*
k+1=

1
2
[Φk+1E(k)]T(G22,k+1+GT

22,k+1)Φk+1E(k)
ω+‖G22,k+1Φk+1E(k)‖2

≥
1
2

σ2
1

ω+σ2
2
‖Φk+1E(k)‖2 (25)

  

由定理2中lim
k→�

β*
k+1=0可得‖Φk+1E(k)‖2

可以收敛到零,即e(k,t)可以收敛到零.结合实际

运行中考虑的迭代截止条件,可得lim
k→�

e(k,t)≤

ε,且对任意ε≥0都成立.

4 数值仿真
  

令系 统 (1)中 各 参 数 值 分 别 为 A(t)=

0.00065 -1.66

0.07+0.001t 0.098
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,B(t)=

0.08+0.001t

0.0044
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

C(t)= 2.1 1.8  ,N =20.期 望 跟 踪 轨 迹 为

yd(t)=0.1sin(0.7t)e0.23t.

4.1 ε=0.1时,AILC和固定增益ILC的比较
  

令ε=0.1,取固定增益β=0.4,图2表示k=5
和k=18时,系统输出跟踪期望轨迹的过程,第18
次迭代后每点的跟踪误差都小于0.1,达到跟踪目

的.取固定增益β=3.0,图3表示k=3和k=17
时,系统输出跟踪期望轨迹的过程,第17次迭代后

每点的跟踪误差都小于0.1,达到跟踪目的.
采用参数优化AILC算法(17),增益由(16)算

出.图4~6分别表示,k=2、k=5和k=9时,系统

输出跟踪期望轨迹的过程.可以看出,随着迭代次

数的增加,运行的时间区间在不断减小.第12次迭

代后每点的跟踪误差都小于0.1,达到跟踪目的,

不再进行新的迭代.
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图2 固定增益β=0.4时ILC的跟踪效果

Fig.2 Tracking
 

performance
 

of
 

the
 

fixed
 

gain
 

ILC
 

at
 

β=0.4

图3 固定增益β=3时ILC的跟踪效果

Fig.3 Tracking
 

performance
 

of
  

the
 

fixed
 

gain
 

ILC
 

at
 

β=3.0

图4 ε=0.1且k=2时参数优化AILC的跟踪效果

Fig.4 Tracking
 

performance
 

of
 

the
 

parameter-optimal
 

AILC
 

at
 

k=2
 

and
 

ε=0.1

图5 ε=0.1且k=5时参数优化AILC的跟踪效果

Fig.5 Tracking
 

performance
 

of
 

the
 

parameter-optimal
 

AILC
 

at
 

k=5
 

and
 

ε=0.1

图6 ε=0.1且k=9时参数优化AILC的跟踪效果

Fig.6 Tracking
 

performance
 

of
 

the
 

parameter-optimal
 

AILC
  

at
 

ε=0.1
 

and
 

k=9
 

表1 ε=0.1时AILC和固定增益ILC的比较

Table
 

1 Comparison
 

of
 

AILC
 

with
 

fixed
 

gain
 

ILC
 

when
 

ε=0.1

Algorithm
 

β k Total
 

iteration
 

time
Changes

 

in
 

the
 

dimensions
 

of
 

input
 

and
 

output
 

matrices

ILC 0.4 18 360 20

ILC 3.0 17 340 20

AILC 12 138 20→19→15→14→10→6→5→4→1

4.2 ε=0.01时,AILC和固定增益ILC的比较
  

当ε=0.01时,采 用 参 数 优 化 AILC 算 法

(17),图7~9分别表示系统在第5次、第13次和

第22次迭代下系统输出跟踪期望轨迹的过程.由

图可以看出,随着迭代次数的增加,运行的时间区

间在不断减小.第53次迭代后每点的跟踪误差都

小于0.01,达到跟踪目的,不再进行新的迭代.表2
展示了ε=0.01时AILC和固定增益ILC各个指

标的比较.

表2 ε=0.01时AILC和固定增益ILC的比较

Table
 

2 Comparison
 

of
 

AILC
 

with
 

fixed
 

gain
 

ILC
 

when
  

ε=0.01

Algorithm
 

β k Total
 

iteration
 

time
Changes

 

in
 

the
 

dimensions
 

of
 

input
 

and
 

output
 

matrices

ILC 0.4 34 680 20

ILC 3.0 24 480 20

AILC 53 414 20→19→18→14→10→9→5→4→1

由以上实验可知,基于模型降维的参数优化

AILC算法与固定增益ILC相比,在ε取的值较大

时,不但能减少迭代的次数,还能不断降低模型维

度和运行的时间区间;当ε取较小的值时,虽然会

增加迭代次数,但依然能有效减少迭代运行的总时
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间,实现更精细的优化结果.这一发现为模型降维

的参数优化AILC算法的调参提供了重要参考,使
得我们可以根据具体需求在速度和精度之间找到

平衡点,从而更有效地解决实际问题.

图7 ε=0.01且k=5时参数优化AILC的跟踪效果

Fig.7 Tracking
 

performance
 

of
 

the
 

parameter-optimal
 

AILC
  

at
  

k=5
 

and
 

ε=0.01

图8 ε=0.01,k=13时参数优化AILC的跟踪效果

Fig.8 Tracking
 

performance
 

of
 

the
 

parameter-optimal
 

AILC
  

at
 

k=13
 

and
 

ε=0.01

图9 ε=0.01,k=22参数优化加速算法的跟踪效果

Fig.9 Tracking
 

performance
 

of
 

the
 

parameter-optimal
 

AILC
  

at
 

k=22
 

and
 

ε=0.01

5 结论

本文针对离散线性时变系统,设计了一种模型

降维的参数优化AILC算法.该算法通过随迭代变

化的提取矩阵逐渐降低了模型的维度,同时利用参

数优化的方法实时修正控制器增益.随着迭代次数

的增加,需要修正的轨迹逐渐缩短,从而通过减少冗

余信息和逐渐缩短跟踪轨迹长度的方法加快了ILC
的速度.
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