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摘要 研究了多个机电参数下PVC凝胶圆柱壳的非线性动力学行为.首先基于Gent超弹性材料模型,理

论推导圆柱壳结构的非线性振动方程,然后分别讨论圆柱壳在静态和动态电压下的响应和稳定性问题.静

态电压研究表明:圆柱壳因电场正反馈效应存在临界电压阈值,超过该值将引发失稳破坏,且临界电压受厚

度和边界条件显著影响.动态正弦电压研究表明,系统呈现复杂非线性振动特性:通过时域响应、相位轨迹、

Poincaré截面、分岔特性和Lyapunov指数分析,证实存在周期性振动及分岔行为;数值仿真显示振幅随激励

频率变化时发生多频共振,共振诱发振幅跳跃并导致结构破坏;结合同频非线性验证与相图分析,发现特定

参数下振动状态具有规律一致性,证明振动响应可通过电压参数调控实现可控性.
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Abstract This
 

paper
 

investigates
 

the
 

nonlinear
 

dynamic
 

behavior
 

of
 

PVC
 

gel
 

cylindrical
 

shell
 

under
 

mul-
tiple

 

electromechanical
 

parameters.
 

First,
 

the
 

nonlinear
 

vibration
 

equations
 

of
 

the
 

cylindrical
 

shell
 

struc-
ture

 

are
 

theoretically
 

derived
 

based
 

on
 

the
 

Gent
 

hyperelastic
 

material
 

model,
 

and
 

the
 

response
 

and
 

stabil-
ity

 

of
 

the
 

system
 

under
 

static
 

and
 

dynamic
 

voltages
 

are
 

subsequently
 

discussed.
 

Studies
 

on
 

static
 

voltage
 

reveal
 

that
 

the
 

cylindrical
 

shell
 

exhibits
 

a
 

critical
 

voltage
 

threshold
 

because
 

of
 

the
 

positive
 

feedback
 

effect
 

of
 

the
 

e-
lectric

 

field.
 

Exceeding
 

this
 

threshold
 

leads
 

to
 

instability
 

and
 

damage.
 

And
 

the
 

critical
 

voltage
 

is
 

greatly
 

influ-
enced

 

by
 

thickness
 

and
 

boundary
 

conditions.
 

When
 

dynamic
 

sinusoidal
 

voltage
 

is
 

applied,
 

the
 

system
 

shows
 

complex
 

nonlinear
 

vibration
 

characteristics.
 

Through
 

analyses
 

of
 

the
 

time-domain
 

responses,
 

phase
 

trajectories,
 

Poincaré
 

sections,
 

bifurcation
 

characteristics
 

and
 

Lyapunov
 

exponents,
 

the
 

presence
 

of
 

periodic
 

vibra-
tions

 

and
 

bifurcation
 

phenomena
 

is
 

confirmed.
 

Numerical
 

simulations
 

show
 

that
 

multi-frequency
 

reso-
nance

 

occurs
 

when
 

the
 

excitation
 

frequency
 

changes.
 

Such
 

resonance
 

induces
 

amplitude
 

jumps,
 

which
 

leads
 

to
 

structural
 

damage.
 

By
 

combining
 

nonlinear
 

verification
 

at
 

the
 

same
 

frequency
 

with
 

phase
 

dia-
gram

 

analysis,
 

it
 

is
 

shown
 

that
 

the
 

vibration
 

state
 

has
 

regular
 

consistency
 

under
 

specific
 

parameters.
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This
 

finding
 

confirms
 

that
 

the
 

vibration
 

response
 

can
 

be
 

controlled
 

by
 

adjusting
 

voltage
 

parameters.
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引言
  

PVC凝胶作为电场驱动型材料,兼具大形变、

快响应、轻量化和适中工作电压等优势,在软体机

器人、航空航天及生物医疗等领域具有广阔的应用

前景[1-5].其轻质柔韧的特性尤其契合软体机器人

的需求,可替代刚性驱动器,通过电场控制实现仿

生动作,为微型机器人和可穿戴设备提供高效的新

型驱动方案[6-9].罗斌等[10,11]基于PVC凝胶驱动电

压低、具有弯曲和拉压变形的双重能力的特点,研
究了PVC凝胶打印工艺,并开发了驱动传感一体

化的柔性抓手机器人.在PVC凝胶的典型应用中,

圆柱壳结构具有巨大的应用潜力,可用来能量回

收、柔性驱动等.因此,为推广PVC凝胶圆柱壳结

构的应用,理论模型研究必不可少.
随着研究的深入,近年来也有一些研究集中在

PVC凝胶及其致动器的理论变形建模上,相关研

究随着认识深化而不断拓展.盛俊杰等[12]研究了

节电弹性体(DE)材料的非线性振动规律,为 DE
材料致动器在各种动态驱动器或传感器中的应用

提供理论依据.王成敏等[13]基于 Ogden模型研究

了不可压缩电活性聚合物圆柱壳在内表面周期载

荷作用下的运动与破坏等动力响应问题.曾修豪

等[14]基于 Neo-Hookean模型研究了黏弹性情形

下电活性聚合物圆管圆柱壳的非线性动力学行为.
而PVC凝胶作为一种典型的电活性聚合物,其不

可压缩性和均匀各向同性特性与许多电活性聚合

物材料相似[15,16].Asaka等[17]基于PVC凝胶的电

化学特性开发了机电模型,实现了对致动器在给定

电压下弯曲位移的有效估计.随后,该团队通过引

入离子液体添加剂进一步优化致动器性能,并改进

了模型以量化添加剂的作用[18],为后续多物理场

耦合研究奠定了基础.随着对材料认识的深化,研
究者发现PVC凝胶的机电致动效果高度依赖于电

压信号类型[19]:直流电压可诱导稳定变形并达到

平衡 状 态,而 交 流 电 压 则 引 发 动 态 非 线 性 振

动[20,21].这种复杂行为源于PVC凝胶在多物理场

耦合作用下的非线性动态响应[22].为解析其机理,

Dong等通过 Yeoh模型对PVC凝胶力学性能进

行了系统测试[23],而Zhang等[24]则结合 Maxwell
与Kelvin-Voigt模型构建黏弹性本构关系,成功捕

捉了部分时间依赖性变形行为.进一步研究表明,

这种PVC材料的黏弹性特性可通过广义 Maxwell
模型[25,26]或标准线性固体SLS模型[27,28]进行表

征.在建模方法上,Frank等[29]采用有限元法对网

状电极的PVC凝胶致动器的变形进行数值模拟,

Li等[30]则基于热力学理论开发了预拉伸与电响应

的预测模型.Du等[31]进一步通过有限元仿真揭示

了圆平面PVC凝胶致动器的共振频率与离面振动

特性.综上,PVC凝胶致动器的理论建模研究已从

单一的本构关系拓展到多场耦合仿真,为优化其驱

动性能提供了重要的理论支撑.
现有的理论模型研究发现,尽管将介电弹性体

相关理论迁移到PVC凝胶的研究有了一定成果,

但是由于这两种材料的力学性能及介电性能的差

别,其振动规律也有明显区别.因此平面结构理论

应用圆柱壳结构有一定局限性.
  

基于此,本文主要研究PVC凝胶圆柱壳的非

线性动力学及振动规律,首先基于Gent超弹性本

构理论构建材料模型,结合薄壁圆柱壳运动学力电

耦合机制,建立非线性动力学控制方程;然后探究

圆柱壳在静电场载荷作用下的结构稳定性问题,观
察几何参数与边界约束条件对系统临界失稳行为

的影响规律;接着通过数值方法求解电激励下的动

态响应,分析时域响应、相位轨迹、Poincaré截面、

分岔特性和Lyapunov指数,验证激励频率接近特征

频率时诱发的非线性现象;最后得出本文的结论.

1 问题模型的建立
  

针对一个初始内径为A、外径为B、轴向长度

为L 的不可压缩型PVC凝胶圆柱壳体(示意图如

图1所示),假设其在初始时刻T=0时,内壁受到

随时间变化的瞬时内部压力为P,同时壳体内外表

面被施加电场作用.变形后壳体的内径、外径及轴向
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图1 变形前和变形后的圆柱壳结构

Fig.1 Cylindrical
 

shell
 

structure
 

before
 

and
 

after
 

deformation

长度分别变为a、b和l.选取材料坐标系(R,Θ,Z)
描述初始状态,空间坐标系(r,θ,z)描述变形状态,

则该圆柱壳的形变规律可表征为:

r=r(R),
 

θ=
 

Θ,
 

z=λzZ,
 

(A≤R≤B)(1)
式中,r(R)为待求解的径向位移函数,λz=l/L 为

预设的轴向预应变约束,表征固定拉伸比例.基于

运动学假设,变形梯度张量F 可分解为主伸长分

量的对角矩阵形式:

F=diag
∂r
∂R
,

 r
R
,

 

λz  =diag(λr,
 

λθ,
 

λz)(2)

其中主伸长率定义为:

λr =
∂r(R)
∂R

,
 

λθ =
r(R)
R =

r
R
,

 

λz =
l
L

(3)
  

由超弹性材料不可压缩条件可知:
[r2(R)-a2]l=(R2-A2)L (4)

可得:

r=r(R)=
L
l
(R2-A2)+a2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1/2 (5)

将式(3)代入式(5)可得:

λr =
∂r(R)
∂R =

R
rλz

(6)
  

研究PVC凝胶力学特性是研究PVC凝胶力

电耦合模型不可缺少的前提条件.因此需要超弹性

理论中的应变能函数表征PVC凝胶的变形时的应

力-应变状态.目前表征PVC凝胶应变能函数的

模型可以根据是否基于高斯分布而分为两类.基于

高斯分布的模型中包括了 Neo-Hookean模 型、

Yeoh模型、Mooney-Rivlin模型,Ogden模型等,这
些模型的共同点是认为超弹性材料在变形的过程

中,其应变远远没有到达材料的拉伸强度极限,因
此材料中高分子链之间的端距可以用高斯统计分

布的方法得到.基于非高斯分布的模型则认为超弹

性材料的变形范围较大,完全可能接近材料的最大

拉伸极限,所以用非高斯统计的方法进行研究[32],
如Gent模型等.

  

基于Gent模型,PVC凝胶圆柱壳的应变能函

数可表示为:

W =-μJm

2ln1-
I1-3
Jm  (7)

式中,μ 为剪切模量,Jm 为超弹性材料分子链的最

大变形极限,I1=λ2
r +λ2

θ +λ2
z 为第一应变不变量.

  

对于各向同性超弹性材料,柯西应力张量表

示为:

τrr r  = μλ2
r

1- I1-3  /Jm
-pr  +

D2
r

2ε
(8)

τθθ(r)= μλ2
θ

1-(I1-3)/Jm
-p(r)-

D2
r

2ε
(9)

式中,p(r)为静压力,D2
r/2ε为电场力,Dr 为真实

电位移,ε为材料的介电常数.
  

圆柱壳的力平衡方程为:

dτrr(r)
dr +

1
r
(τrr -τθθ)=ρr

·· (10)

圆柱壳内壁瞬时内部压力P 的边界条件为:

τrr(a)=-P (11)

τrr(b)=0 (12)

2 周期稳态响应
  

在稳态电压作用下,圆柱壳结构将处于力学平

衡状态.此时通过消除运动方程(10)中的瞬态响应

项,可推导出该系统的静力学平衡方程:

dτrr(r)
dr +

1
r
(τrr -τθθ)=0 (13)

  

将式(8)、式(9)代入式(13),并且两边同时积

分可得:

P+∫
b

a

1
r

μλ2
r -μλ2

θ

1-(I1-3)/Jm
+

D2
r

ε
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dr=0

(14)

  

圆柱壳在电压作用下伸长时,电容公式为:

C=
Q
Φ =

2πεLλz

ln(b/a)
(15)

圆柱壳的真实电位移为:

Dr =
Q

2πrLλz
(16)

将式(15)代入式(16)中得:

Dr =
Φε

rlnb/a  
(17)
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将式(3)、式(6)、式(17)代入式(14)可得:

 P+∫
b

a

μ
r

1
[1-(I1-3)/Jm]

R2

(rλz)2
-

r2

R2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

Φ2εlnb
a  

-2

r-3dr=0 (18)
  

对于橡胶态的高分子聚合物,其材料的变形很

大,而体积的变化较小,基本可以认为是不可压缩

的,因此认为PVC凝胶材料不可压缩[15],可以得到:

λrλθλz =1 (19)
  

令:

κ=κ(R)=
r(R)
R =

R2-A2

λzR2 +
a2

R2  
1/2

(20)

则有:

λr =λ-1
zκ-1,

 

λθ =κ,
 dr
r =

1
1-λzκ2

dκ
κ

(21)

将式(21)代入(18),可得:

 -∫
κ(A)

κ(B)

μ[(λ-2
zκ-3-κ)/(1-λzκ2)]

[1-(λ-2
zκ-2+κ2+λ2

z -3)/Jm]
dκ+

P+
Φ2ε(b2-a2)
2a2b2[ln(b/a)]2

=0 (22)

得:

Φ2=
γ-P

ε(b2-a2)/{2a2b2[ln(b/a)]2}

γ=∫
κ(A)

κ(B)

μ λ-2
zκ-3-κ  /1-λzκ2    

1-(λ-2
zκ-2+κ2+λ2

z -3)/Jm  
dκ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(23)

令:

a
A =x,

 

Δ=
B2

A2-1 (24)

则有:

b2

A2=x2+
Δ
λz

b2

B2=
x2+λ-1

zΔ
Δ+1

b2

a2=1+
Δ

x2λz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(25)

将式(24)、式(25)代入式(23),可得:

Φ2=
γ-P

η
(26)

其中η为:

 η=
εΔ

2A2x2(λzx2+Δ){ln[1+Δ/(x2λz)]1
/2}2

(27)

且κ(A)与κ(B)的积分上下限分别为:

κ(A)=
a
A =x,

 

κ(B)=
b
B =

x2+λ-1
zΔ

Δ+1  
1/2

(28)

  

对式(26)进行数值积分,研究不同预拉伸比、

不同压力和不同厚度时,PVC凝胶圆柱壳的电压

随变形演化的关系曲线.模拟计算所需参数值设置

为:ε=2.83×10-11
 

F/m,A=0.01
 

m,μ=1
 

MPa,

Jm=100.
  

当边界条件λz=1.2,P=0时,图2表示的是

不同厚度的PVC凝胶圆柱壳的电压随变形演化的

关系曲线.结果表明,圆柱壳的变形量随外加电压

的增大而单调增加;当施加电压逼近该渐近值时,

变形急剧增大,此渐近电压表征了结构发生电致失

稳破坏的临界状态,故定义为临界电压.对比不同

厚度的曲线可知,临界电压值具有显著的变形依赖

性,即圆柱壳的厚度越大,其对应的临界电压越高.
该结果清晰地揭示了PVC凝胶圆柱壳机电失稳的

临界电压阈值及其对壳体不同厚度的高度依赖性.
当边界条件Δ=1,P=0时,图3表示的是不同

预拉伸比的PVC凝胶圆柱壳的电压随变形演化的

图2 不同厚度圆柱壳电压随变形的变化曲线

Fig.2 The
 

curve
 

of
 

voltage
 

versus
 

deformation
 

for
 

cylindrical
 

shell
 

with
 

different
 

thicknesses

图3 不同预拉伸比圆柱壳电压随变形的变化曲线

Fig.3 The
 

curve
 

of
 

voltage
 

versus
 

deformation
 

for
 

cylindrical
 

shell
 

with
 

different
 

pre-stretch
 

ratios
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关系曲线.结果表明,由于圆柱壳在初始状态下已

受到预拉伸作用,电压输出并未从零开始,而是呈

现一定的初始值.这一现象源于预应变的引入,使
得圆柱壳内部在未变形时即存在残余极化和应力

分布,从而影响了初始电学性能.研究进一步揭示

了预拉伸比对PVC凝胶圆柱壳机电耦合行为的调

控作用,从而影响了初始电学性能.固定λz 不仅决

定了电压的初始状态,还显著影响后续变形过程中

的电压响应趋势.
  

当边界条件Δ=1,λz=1时,图4表示的是不

同边界条件P 的PVC凝胶圆柱壳的电压随变形

演化的关系曲线.结果表明,边界条件的差异会显

著改变圆柱壳在零电压状态下的初始变形特性,其
根本原因在于不同边界条件等效于在结构内外表

面引入了不同分布的预应力场.从力学机制角度分

析,边界条件的本质作用在于通过调控预应力分布

来改变结构的初始平衡状态.当边界条件为负值

时,内表面预应力大于外表面预应力,导致圆柱壳

在零电压条件下呈现向内收缩的变形特征;在中性

边界条件下,内外表面预应力达到平衡,结构保持

初始几何形态不变;而当边界条件为正值时,外表

面预应力大于内表面预应力,使得圆柱壳在零电压

状态下产生向外扩张的变形趋势.这一力学响应规

律在图4的实验结果中得到了直观体现,不同边界

条件P 对应的零电压变形状态呈现出明显的差异

性特征.

图4 不同边界条件P 圆柱壳电压随变形的变化曲线

Fig.4 The
 

curve
 

of
 

voltage
 

versus
 

deformation
 

for
 

cylindrical
 

shell
 

with
 

different
 

boundary
 

P

3 周期动态响应

3.1 数学模型推导
  

由式(5)可得:

r··=
1
r

1-
a2

r2  a·2+aa··􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (29)

将式(8)、式(9)和式(29)代入式(10),两边同时积

分可得:

P+∫
b

a

1
r

μλ2
r -μλ2

θ

1-(I1-3)/Jm
+

D2
r

ε
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dr

 =∫
b

a

ρ
r

1-
a2

r2  a·2+aa··􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dr (30)

由式(17)、式(21)、式(20)和式(30)推导出:

P+H +
Φ2ε(b2-a2)
2a2b2[ln(b/a)]2

 =ρa
·2 (lnb-lna)+

1
2a

2(b-2-a-2)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +

ρaa
··(lnb-lna) (31)

其中 H 为:

H =-γ (32)

由式(28)和式(32)推导出:

H =μJm
1
2lnκ -

1
4lnκ2-Cκ+λ-2

z
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 +

 
(2+λzC)
4λzD

ln
κ-G+

κ-G-

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 κ(A)2

κ(B)2
(33)

式(33)中,C=Jm-λ2
z +3,D= C2-4λ-2

z ,G±=
(C±D)/2.

 

将式(24)、式(25)代入式(31)可得:

εΔΦ2

2A2x2(λzx2+Δ){ln[1+Δ/(λzx2)]1/2}2

 =ρA2x·2 -Δ
2(λzx2+Δ)

+ln[1+Δ/(λzx2)]1/2  +
ρA2xx··ln[1+Δ/(λzx2)]1/2-(P+H)(34)

将上述公式整理之后得:

x··+f(x)x
·2+g(x)=0 (35)

其中:

 f(x)=
1
x -

Δ
2(λzx3+Δx)ln[1+Δ/(λzx2)]1/2

(36)

 g(x)=-
P+H

ρA2xln[1+Δ/(λzx2)]1/2-

εΔΦ2

2ρA4x3(λzx2+Δ){ln[1+Δ/(x2λz)]1
/2}3

(37)

初始条件是:

x(0)=1,x
·(0)=0 (38)

3.2 固有频率的求解

当施加的电压Φ 保持恒定状态时,圆柱壳结构
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能够保持稳态平衡,此时系统的平衡条件可表示为:

g(xeq)=0 (39)
  

在给定所有材料参数与外部载荷的情况下,通
过求解该方程即可确定圆柱壳处于平衡状态时的

形变量xeq.若系统在平衡位置附近受到微小扰动

时,其瞬时变形可表示为:

x(T)=xeq+δ(T) (40)

其中δ(T)为随时间变化的扰动幅值,满足|δ(T)|≪
xeq.将式(40)代入式(35),并对非线性项f(x)和

g(x)在平衡点xeq 处进行一阶泰勒公式展开.经
过线性化处理得:

d2δ
dT2+δ3∂f

∂x xeq
+δ∂g∂x xeq

=0 (41)
  

三次扰动项δ3 为高阶小量,对系统动态的影

响可忽略不计.简化后的线性振动方程为:

d2δ
dT2+δ∂g∂x xeq

=0 (42)
  

该方程对应典型的简谐振动形式,由此可得圆

柱壳在平衡位置附近微幅振动的固有频率为:

ω0=
∂g
∂x xeq

(43)
  

该频率由平衡点处函数g 对形变量的一阶导

数决定,反映了系统抵抗微小扰动的刚度特性.

3.3 激励振动响应的求解
  

下面讨论圆柱壳在周期电压下的动力响应与

破坏:

Φ=
 

Φdc+Φacsin(ωt) (44)
  

式中,Φdc为直流电压,Φac为交流电压的振幅,ω为

交流电压激励频率.
模拟计算所需参数值设置为:ε=2.83×10-11

 

F/m,

A=0.01
 

m,μ=1
 

MPa,Jm=100,ρ=1350
 

kg/m3,给定边

界条件λz=1.2,Δ=2,P=0,由式(39)可以得到

稳态平衡时的圆柱壳变形xeq=0.94,然后代入式

(43)可以得到固有频率为ω0=4.2.
   

接下来,讨论交流电压的动态方程对电活性聚

合物圆柱壳动力学行为的影响.本节的分析基于固

定的直流电压Φdc,而交流电压的幅值Φac 则根据

目标比值进行设定.
  

图5展示了圆柱壳振动幅值随激励频率变化

的响应曲线.当激励频率ω 趋近于系统固有频率

ω0 时,圆柱壳表现出强烈的振动响应,即主共振现

象.当激励频率为固有频率的整数倍ω=2ω0 时,

系统发生亚谐共振.当激励频率为固有频率的分数

倍ω=ω0/2时,则出现超谐共振.然而,如图5(a)

所示,并未观察到亚谐共振现象,这主要归因于所

施加的激励幅值Φac 未能达到引发该现象所需的

阈值.同时,对比图5中的三幅子图可知,随着施加

的交流电压幅值Φac 增大,主共振、亚谐共振及超

谐共振对应的峰值幅值均呈现增大的趋势,且在共

振点处幅值发生跳跃现象,这将会导致圆柱壳结构

发生破坏.
  

本质上可归因于总电压有效值的增大,使得系

统逐渐接近或超过其临界电压,从而引起结构动态

失稳.这一现象反映了系统在电压激励增强过程中

结构稳定性的临界行为,而非仅由比值本身的变化

所导致.

图5 圆柱壳振动幅值随激励频率变化的响应曲线

Fig.5 The
 

response
 

curve
 

of
 

vibration
 

amplitude
 

versus
 

excitation
 

frequency
 

for
 

a
 

cylindrical
 

shell

  
  

电压的激励频率往往会很大程度地影响PVC
凝胶圆柱壳的动态响应行为.接下来通过时域响

应,相位轨迹和Poincaré截面来研究PVC凝胶圆

柱壳在不同交流电压和直流电压比值下的激励频

率变化时的非线性动态行为.分别取一般频率和共

振频率,一般频率为0.5;共振频率为2.1、4.2和

8.4,分别对应的是超谐共振频率,主共振频率和亚

谐共振频率.如图6所示,当Φac/Φdc=0.1时,对
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PVC凝胶圆柱壳的振动特性影响.由图5(a)可知,

ω=2.1和ω=8.4共振频率峰值不明显,当ω=
0.5、2.1、8.4时,他们的振动幅值和振动特性相差

不大,幅值基本保持在1附近.相位轨迹都是规律

性的封闭图形,并且Poincaré截面上面的点集呈现

有序状态,并密集分布在闭合曲线上,此时PVC凝

胶圆柱壳正在经历确定的非线性准周期运动.ω=
4.2时产生了一些拍频,且振幅相对其他频率更

高,并且相位路径图交错程度比其他频率更复杂.
但Poincaré截面点集围绕一条模糊地轨迹散乱分

布,表明此刻PVC凝胶圆柱壳的振动是拟周期振

动与混沌振动的中间过渡状态.

图6 当Φac/Φdc=0.1时,PVC凝胶圆柱壳的时域响应,相位轨迹和Poincaré截面:(a)~(d)分别对应的ω 为0.5、2.1、4.2、8.4时
的时域响应;(e)~(h)分别对应的ω 为0.5、2.1、4.2、8.4时的相位轨迹;(i)~(l)分别对应的ω 为0.5、2.1、4.2、8.4时的Poincaré截面

Fig.6 For
 

Φac/Φdc=0.1,
 

the
 

time-domain
 

response,
 

phase
 

trajectorie,
 

and
 

Poincaré
 

section
 

of
 

the
 

PVC
 

gel
 

cylindrical
 

shell:
 

(a)~(d)
 

Time-domain
 

response
 

at
 

ω=
 

0.5,
 

2.1,
 

4.2
 

and
 

8.4;
 

(e)~(h)
 

Phase
 

trajectory
 

at
 

ω=
 

0.5,
 

2.1,
 

4.2
 

and
 

8.4;
 

(i)~(l)
 

Poincaré
 

section
 

at
 

ω=
 

0.5,
 

2.1,
 

4.2
 

and
 

8.4

  
  

如图7和图8所示,ω=2.1、4.2、8.4的时域

响应都产生了拍频,并且主共振频率内拍频的峰谷

差更大,拍频的“形状”相比超谐共振频率和亚谐共

振频率更“陡峭”,随着Φac/Φdc 比值增大,这种现

象更加明显,如图7(b)~(d)和图8(b)~(d).而一

般频率ω=0.5内的PVC凝胶圆柱壳振动时域很

少呈现拍频,幅值变化较稳定,如图7(a)和图8
(a).可见通过改变Φac/Φdc 比值和激励电压的频

率可以调节PVC凝胶圆柱壳的拍频特性.从图7
(e)~(h)和图8(e)~(h)中可以看出,无论是否处

于主共振或谐共振区域内,Φac/Φdc 比值下的PVC
凝胶圆柱壳的相位路径轨迹曲线都局限于一个有
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界的区域内并没有发散至无穷远,说明经历了稳定

的振动过程.主共振或谐共振区域内的相位路径表

现出较一般频率交错程度更大的现象,说明非线性

程度更强.随着Φac/Φdc 比值增大,ω=2.1、4.2时,

Poincaré截面上的散点出现了变化,其离散程度逐

渐增加且逐渐不再闭合,Poincaré截面由之前有序

的散点逐渐变成混乱的无序状态,如图7(j)~(k)
和图8(j)~(k),这意味着振动状态出现了混沌.可
见Φac/Φdc 比值增大会导致振动系统的稳定性变

差,逐步失去确定的准周期性运动.

图7 当Φac/Φdc=0.5时,PVC凝胶圆柱壳的时域响应,相位轨迹和Poincaré截面:(a)~(d)分别对应的ω 为0.5、2.1、4.2、8.4时的时域
响应;(e)~(h)分别对应的ω 为0.5、2.1、4.2、8.4时的相位轨迹;(i)~(l)分别对应的ω 为0.5、2.1、4.2、8.4时的Poincaré截面

Fig.7 For
 

Φac/Φdc=0.5,
 

the
 

time-domain
 

response,
 

phase
 

trajectorie,
 

and
 

Poincaré
 

section
 

of
 

the
 

PVC
 

gel
 

cylindrical
 

shell:
 

(a)~(d)
 

Time-domain
 

response
 

at
 

ω=
 

0.5,
 

2.1,
 

4.2
 

and
 

8.4;
 

(e)~(h)
 

Phase
 

trajectory
 

at
 

ω=
 

0.5,
 

2.1,
 

4.2
 

and
 

8.4;
 

(i)~(l)
 

Poincaré
 

section
 

at
 

ω=
 

0.5,
 

2.1,
 

4.2
 

and
 

8.4
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图8 当Φac/Φdc=1时,PVC凝胶圆柱壳的时域响应,相位轨迹和Poincaré截面:(a)~(d)分别对应的ω 为0.5、2.1、4.2、8.4时的时域
响应;(e)~(h)分别对应的ω 为0.5、2.1、4.2、8.4时的相位轨迹;(i)~(l)分别对应的ω 为0.5、2.1、4.2、8.4时的Poincaré截面

Fig.8 For
 

Φac/Φdc=1,
 

the
 

time-domain
 

response,
 

phase
 

trajectorie,
 

and
 

Poincaré
 

section
 

of
 

the
 

PVC
 

gel
 

cylindrical
 

shell:
 

(a)~(d)
 

Time-domain
 

response
 

at
 

ω=
 

0.5,
 

2.1,
 

4.2
 

and
 

8.4;
 

(e)~(h)
 

Phase
 

trajectory
 

at
 

ω=
 

0.5,
 

2.1,
 

4.2
 

and
 

8.4;
 

(i)~(l)
 

Poincaré
 

section
 

at
 

ω=
 

0.5,
 

2.1,
 

4.2
 

and
 

8.4

3.4 单一参数变化下PVC凝胶圆柱壳分岔特性

和Lyapunov指数

  

图9展示了固有频率ω0=4.2时,PVC凝胶圆

柱壳在不同Φac/Φdc 比值下,随圆柱壳厚度Δ、预拉

伸比λz、预应力P 和变形极限Jm 的变化而表现出

的丰富的分岔特性与Lyapunov指数.
  

在图9(a)~(c)中,PVC凝胶圆柱壳的振幅随

着厚度的增大而趋向于稳定,同时由图9(d)~(f)所
展示的Lyapunov指数可知,Lyapunov指数数值始

终小于0,因此可以判断出PVC凝胶圆柱壳在厚度

增大的过程中振动的周期性逐渐增强,始终处于稳

定振动,未发生混沌振动.并且随着Φac/Φdc 比值和

Δ 的增大,PVC凝胶圆柱壳依旧保持稳定的振动.图

9(g)~(i)展示出PVC凝胶圆柱壳随预拉伸比变化

时PVC凝胶圆柱壳的振动规律,随着λz 的增大而

趋向于稳定,并且图9(j)~(l)的Lyapunov指数始终

小于0,表明随着λz 的增大,PVC凝胶始终处于稳

定性的振动状态,未发生混沌振动,并且随着Φac/Φdc

比值和λz 的增大,PVC凝胶圆柱壳依旧保持稳定的

振动.如图9(m)~(o)所示,PVC凝胶圆柱壳的振动

随着预应力P 的增大振幅不断增大,周期性倍数越

高,图9(p)~(r)中的Lyapunov指数在增大至预应

力P=0.35附近时大于0,因此表明随着P 的增大,

PVC凝胶圆柱壳的振动发生了混沌现象,并且通过

分岔图和Lyapunov指数可以看出,在P=0.02附近

发生混沌现象.如图9(s)~(u)所示,当Jm<3时,瞬

间振幅增大,转变为混沌运动,当Jm>3时,PVC凝

胶圆柱壳为准周期运动,同时图9(v)~(x)的

Lyapunov指数在Jm<3时大于0,证实了PVC凝胶

圆柱壳在Jm<3过程中混沌的发生,并且随着

Φac/Φdc比值的增大,通过分岔图和Lyapunov指数

可以看出,在Jm=98附近发生混沌现象.综上可知,

在力电耦合作用下,PVC凝胶圆柱壳的振动状态受

多种因素共同影响,其中交流电压与直流电压的比

值以及不同参数的变化均会对其产生显著影响.
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图9 不同Φac/Φdc比值下的各参数对应的分岔特性和Lyapunov指数:(a)~(c)为Δ 的分岔特性;(g)~(i)为λz 的分岔特性;
(m)~(o)为P 的分岔特性;(s)~(u)为Jm 的分岔特性;(d)~(f)为Δ 的Lyapunov指数;(j)~(l)为λz 的Lyapunov指数;

(p)~(r)为P 的Lyapunov指数;(v)~(x)为Jm 的Lyapunov指数

Fig.9 Bifurcation
 

characteristic
 

and
 

Lyapunov
 

exponent
 

of
 

different
 

parameters
 

under
 

different
 

Φac/Φdc ratios:
 

(a)~(c)
 

show
 

the
 

bifurcation
 

characteristic
 

of
 

Δ;
 

(g)~(i)
 

of
 

λz;(m~o)
 

of
 

P
 

and
 

(s~u)
 

of
 

Jm;
 

(d)~(f)
 

show
 

the
 

Lyapunov
 

exponents
 

of
 

Δ;
(j)~(l)

 

of
 

λz;(p~r)
 

of
 

P
 

and
 

(v~x)
 

of
 

Jm

4 结论
  

本研究探讨了PVC凝胶圆柱壳结构在直流和

交流电压激励下的力学响应及其失稳特性.基于不

可压缩假设和Gent超弹性本构关系,建立了描述

圆柱壳表面变形的非线性控制方程.采用数值分析

方法求解该非线性微分方程,获得了不同参数条件

下圆柱壳的变形特征曲线,并系统分析了其稳定性

行为.
  

在直流电压加载工况下,研究揭示了圆柱壳变

形量与外加电压之间的非线性关系.随着电压升

高,变形量呈现单调递增趋势,并逐渐逼近一个极

限值.当电压接近该临界值时,结构变形会急剧增

大直至失效.分析表明,对比不同厚度的曲线可知,
圆柱壳越厚对应的临界电压越大;对比不同预拉伸

比曲线可知,圆柱壳预拉伸比越小对应的临界电压

越大;对比不同预应力曲线可知,当P 与施加电压

方向相反时,对应的临界电压越大.
  

在交流电压激励下,圆柱壳表现出丰富的非线

性动力学行为.通过小变形理论计算了系统的固有

频率特性,研究发现了多频共振现象:当激励频率

分别接近系统固有频率的1/2倍、1倍和2倍时,
结构依次出现超谐波共振、主共振和亚谐波共振.
在这些共振区域,振幅突变现象会导致结构失稳.

通过对时域响应曲线、相位轨迹曲线、Poincaré截

面、分岔特性和Lyapunov指数分析,验证了系统

在这些参数区域的稳定振动特性,证明振动响应可

通过电压参数调控实现可控性.
  

本研究结果对PVC凝胶柔性驱动器设计具有

指导意义.确定的临界电压为设定安全工作区提供

了关键参数,有助于避免结构失稳.非线性振动特

性的分析为通过调控静动态电压配比来优化驱动

器性能提供了依据.这些发现可为该类材料在软体

机器人等领域的应用提供设计参考.
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附录A

A1 物理量和几何参数的定义

A1 Definition
 

of
 

physical
 

quantities
 

and
 

geometric
 

parameters

物理量和几何参数 定义 物理量和几何参数 定义

A 壳体的初始内径 λz 轴向主伸长率

B 壳体的初始外径 I1 第一应变不变量

L 壳体的轴向长度 μ 剪切模量

a 壳体变形的内径 Jm 超弹性材料分子链的最大变形极限

b 壳体变形的外径 ε 材料的介电常数

l 壳体变形的长度 Δ 壳体厚度

P 壳体的内部瞬压力 x 无量纲

ρ 材料的密度 Dr 真实电位移

T 初始时间 Φdc 直流电压

λr 径向主伸长率 Φac 交流电压的振幅

λθ 周向主伸长率 ω 交流电压激励频率
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