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摘要 工业机器人机械臂末端精确跟踪焊接路径过程中,存在关节摩擦(干扰)和通信时滞.为解决这类问

题,研究一维不稳定热方程的性能输出跟踪问题,该模型含有外部未知干扰且输入端具有时滞现象.根据一

阶传输方程的性质,可以将控制系统建模为热方程与传输方程构成的级联系统,传输方程可以看作是热方

程系统的执行动态.系统中存在非同位结构,通过构造合适的辅助系统解决非同位结构带来的困难,通过执

行动态补偿方法解决级联系统的控制问题.构造基于误差的观测器以同时估计外部干扰和系统状态,并成

功设计全状态反馈律以实现系统的性能输出跟踪.最后证明设计的观测器具有适定性,构成的闭环系统具

有指数稳定性.
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Abstract During
 

the
 

process
 

of
 

the
 

end
 

effector
 

of
 

an
 

industrial
 

robot
 

arm
 

accurately
 

tracking
 

the
 

weld-
ing

 

path,
 

there
 

exist
 

joint
 

friction
 

(disturbance)
 

and
 

communication
 

time
 

delay.
 

To
 

address
 

such
 

issues,
 

this
 

study
 

investigates
 

the
 

performance
 

output
 

tracking
 

problem
 

of
 

a
 

one-dimensional
 

unstable
 

heat
 

equa-
tion,

 

where
 

the
 

model
 

involves
 

unknown
 

external
 

disturbances
 

and
 

the
 

input
 

end
 

exhibits
 

time
 

delay.
Based

 

on
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

first-order
 

transport
 

equation,
 

the
 

control
 

system
 

can
 

be
 

modeled
 

as
 

a
 

cas-
caded

 

system
 

consisting
 

of
 

a
 

heat
 

equation
 

and
 

a
 

transport
 

equation,
 

with
 

the
 

transport
 

equation
 

serving
 

as
 

the
 

actuator
 

dynamic
 

of
 

the
 

heat
 

equation
 

system.
 

The
 

system
 

features
 

a
 

non-collocated
 

structure;
 

the
 

difficulties
 

arising
 

from
 

this
 

structure
 

are
 

resolved
 

by
 

constructing
 

an
 

appropriate
 

auxiliary
 

system,
 

and
 

the
 

control
 

problem
 

of
 

the
 

cascaded
 

system
 

is
 

solved
 

via
 

the
 

actuator
 

dynamics
 

compensation
 

method.An
 

error-based
 

observer
 

is
 

constructed
 

to
 

simultaneously
 

estimate
 

external
 

disturbances
 

and
 

system
 

states,
 

and
 

a
 

full-state
 

feedback
 

law
 

is
 

successfully
 

designed
 

to
 

achieve
 

the
 

performance
 

output
 

tracking
 

of
 

the
 

system.
 

Finally,
 

it
 

is
 

proven
 

that
 

the
 

designed
 

observer
 

is
 

well-posed
 

and
 

the
 

resulting
 

closed-loop
 

sys-
tem

 

possesses
 

exponential
 

stability.
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引言
  

在现代控制理论中,输出跟踪问题因其广泛的

应用背景而受到持续关注,例如航空航天领域无人

机的航迹跟踪问题[1-3]、机器人领域光伏阵列清洁

机器人路径跟踪问题[4]
 

、深海采矿领域采矿车路径

跟踪研究[5]等.近年来,许多专家对如何处理输出

跟踪问题进行了广泛的研究,输出跟踪方法还有效

解决了永磁同步电机(PMSM)的速度跟踪和抗干

扰问题[6]、多机器人系统(MRSs)分布式协同输出

调节中的碰撞/障碍物避让问题[7]等.在研究输出

跟踪问题时,最基本、最系统的方法就是内模原理.
内模原理是一种通过将鲁棒输出跟踪在很大程度

上简化为动态跟踪误差反馈控制来处理系统的方

法[8].自20世纪70年代发展以来[9,10],这种强大

的方法已经扩展到处理各种系统.
在日常生产和工业实践中,外部干扰和时滞是

不可避免会出现的问题.当系统存在时滞和外部干

扰时,控制问题变得更加复杂,传统的控制策略往

往难以保证系统的稳定性和跟踪性能.时滞现象可

能由信号传输、传感器测量或执行机构响应等因素

引起,时滞的存在往往导致系统性能下降甚至失

稳,尤其是在分布式参数系统中,其影响更为显著.
通过边界控制稳定的系统可以在任意小的反馈时

间延迟下变得不稳定[11,12].因此,
 

在考虑控制问题

时,处理时滞对系统的影响是必要和关键的.此外,

外部干扰(如环境温度波动、测量噪声等)进一步加

剧了系统的不确定性,使得精确的输出跟踪面临巨

大挑战[13].
  

工业机器人机械臂末端轨迹跟踪问题可建模

为热方程的输出跟踪问题,机器人机械臂末端需精

确跟踪焊接路径,在整个操作过程中关节摩擦(干
扰)和通信时滞需补偿,传统的控制策略往往难以

保证系统的跟踪性能.针对这类问题,现有的研究

结果非常少.因此,研究带有时滞和外部干扰的热

方程的输出跟踪问题在理论和实际应用中均具有

重要意义.
  

本文研究一类带有时滞和外部干扰的不稳定

热方程的性能输出跟踪问题,旨在设计有效的控制

策略,使得系统输出能够指数跟踪给定的参考信

号,同时抑制干扰和时滞带来的不利影响.后续部

分的结构安排如下:第1节介绍问题描述与预备知

识;第2节详细阐述控制器的设计与稳定性分析;
第3节介绍观测器的设计与适定性分析;第4节总

结全文.

1 提出问题
  

本文研究一维不稳定热方程的输出跟踪问题,
系统输入端含有时滞,

 

具体问题描述如下:

wt(x,t)=wxx(x,t),0<x<1,
 

t>0

wx(0,t)=-qw(0,t)+d1(t),t≥0

wx(1,t)=u(t-τ)+d2(t),t≥0

yp(t)=w(0,t),t≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

 

(1)
其中q∈ℝn,w 是热方程的状态,di(t),i=1,2是

由下面有限维外系统生成的外部干扰,
 

yp 是系统

的性能输出,
 

u是系统的控制输入,τ>0代表常数

时滞.
 

在系统(1)中当q>0,
 

不含控制和外部干

扰的系统(1)就会变成不稳定系统.
 

本文研究的目

标是:
 

对于任意给定的参考信号yref(t),
 

设计构造

反馈控制律u 使得跟踪误差ye(t)满足以下条件
 

|ye(t)|=|yref(t)-yp(t)|→0,t→ � (2)
设系统(1)中的参考信号yref和干扰d 由如下有限

维外系统生成:
     

v·(t)=Gv(t),t≥0
di(t)=Qiv(t),yref(t)=Fv(t),t≥0 

 

(3)

其中G ∈ ℂn×n,F ∈ ℂ1×n,Qi ∈ ℂ1×n,i=1,2是

已知矩阵.
 

由于外系统(1)的初值v0  未知,
 

显

然干扰di 和参考信号yref 未知的.类似于文献

[14],
 

在输出跟踪问题(1)和(3)中,
 

假设

[G,(Q1-qF)coshG
~
+FG

~
sinhG

~
-Q2] (4)

 

可观,其中G
~
2=G.

  

注记1 在研究输出调节问题时,
 

以上假设是自然

的,参看文献[14,15]
 

.
  

由于系统(1)中输入端含有时滞,为了处理这

一问题,根据文献[16]的研究,
 

可设

ϕ(x,t)=u(t-τx),x ∈ [0,1],t≥0 (5)

将外系统(3),变换(5)代入系统(1),
 

结合(2)

可知系统(1)变为
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wt(x,t)=wxx(x,t),0<x<1,t>0

wx(0,t)= -qw(0,t)+Q1v(t)

wx(1,t)=ϕ(1,t)+Q2v(t),t≥0

-τϕt(x,t)=ϕx(x,t),0<x<1,t>0

ϕ(0,t)=u(t),t≥0

v·(t)=Gv(t),ye(t)=Fv(t)-w(0,t),t≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  

(6)
系统(6)的状态空间为 H =L2(0,1)×L2(0,

1)×ℂn ,下面的研究都将在状态空间  中展开.
根据变化

 

(5)可知,输入时滞可以动态的表示为传

输方程,
 

那么输入端含有时滞的热方程的控制问

题就转化为PDE-PDE级联系统的控制问题.本文

首先设计基于误差的观测器,
 

这个观测器能同时

估计系统状态和外部干扰,
 

然后设计全状态反馈

实现输出跟踪.全文假设如下条件成立:
假设1 矩阵G ∈ ℂn×n 满足

σ(G)⊂ {λ|Reλ=0} (7)
注记2 假设1的作用为,使得研究的问题(6)有
意义,

 

即当t→ �时,干扰Q1v(t)、Q2v(t)和参考

信号 yref(t)=Fv(t)存 在.并 且 使 所 有 干 扰

Q1v(t)、Q2v(t)和参考信号yref(t)都由谐波信号

的有限和产生[17]
 

.

2 状态反馈

2.1 控制器设计
  

本节的目标是针对问题(6),设计全状态反馈,
实现跟踪误差满足(2).在系统(6)中,Q1v(t)位于

x=0端,Q2v(t)和u(t)位于x=1端,显然干扰
 

Q1v(t)、Q2v(t)和控制u(t)不在同一控制通道

内,
 

为了解决这一问题,需要构造辅助系统.
 

构造

辅助系统的本质是构造一个与外源系统同构的内

部模型,其输出用于抵消干扰di(t),i=1,2对系统

边界的影响.基于上述分析,设辅助系统ρ1(x,t)
满足

                            

ρ1t(x,t)=ρ1xx(x,t),x ∈ (0,1),t>0

ρ1(0,t)=Fv(t),t≥0

ρ1x(0,t)=(Q1-qF)v(t),t≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(8)
受文献[18]的启发,

 

系统(8)存在级数形式的特解:
                      

ρ1(x,t)=∑
�

n=0
αn(t)

xn

n!
,x ∈ [0,1],t≥0

(9)

将特解(9)代入系统(8)可得系数αn(t)满足
                          

α·n(t)=αn+2(t),

α0(t)=Fv(t)

α1(t)=(Q1-qF)v(t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(10)

于是,

ρ1(x,t)=∑
�

n=0
Fv(n)(t)x

2n

n! +

  ∑
�

n=0

(Q1-qF)v(n)(t) x2n+1

(2n+1)!

 =F ∑
�

n=0

Gnx2n

(2n)!
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 v(t)+

  (Q1-qF)∑
�

n=0

Gnx2n+1

(2n+1)!
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 v(t)(11)
 

如果定义
                 

G(s)=∑
�

n=0

s2n
(2n+1)! =

sinhs
s
,s≠0

1,s=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (12)

那么ρ1(x,t)可以表示为
                       

ρ1(x,t)=Ψ1(x)v(t),
 

x ∈ [0,1],
 

t≥0
(13)

其中

Ψ1(x)=F ∑
�

n=0

Gnx2n

(2n)!
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +

  (Q1-qF)∑
�

n=0

Gnx2n+1

(2n+1)!
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

 =Fcosh(xG
~)+(Q1-qF)x (xG

~) (14)

其中G
~2 =G,

 

矩阵cosh(xG
~)和  (xG

~)由
 

[19,
 

p.3,
 

Definition
 

1.2]
 

定义.根据(6),
 

设辅助系统

ρ(x,t)满足

ρt(x,t)=ρx(x,t)

ρ(0,t)=[Ψ'1(1)-Q2]eτGv(t) (15)

类似于(11)的表示,ρ(x,t)可以表示为

ρ(x,t)=Φ(x)v(t),x ∈ [0,1],t≥0 (16)
其中

Φ(x)=[Ψ'1(1)-Q2]eτGe-τGx (17)
根据式(8),(13),(15)和(16)可得(Ψ1,Φ)满足

 

Ψ″
1(x)=Ψ1(x)G

Ψ1(0)=F,Ψ'
1(0)=Q1-qF

Φ'(x)=-τΦ(x)G

Φ(0)=[Ψ'
1(1)-Q2]eτG

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(18)

和Φ(1)=Ψ'
1(1)-Q2.构造如下变换:

w1(x,t)=w(x,t)-Ψ1(x)v(t)

ϕ1(x,t)=ϕ(x,t)-Φ(x)v(t) (19)
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其中(Ψ1,Φ)由系统(18)定义.变化(19)可以消除干扰

对控制器设计的影响.根据(6),(18)和(19)可得

 

w1t(x,t)=w1xx(x,t)

w1x(0,t)=-qw1(0,t),w1x(1,t)=ϕ1(1,t)

-τϕ1t(x,t)=ϕ1x(x,t)

ϕ1(0,t)=u(t)-[Ψ'
1(1)-Q2]eτGv(t)

ye(t)=-w1(0,t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(20)
 

在系统(20)中,ϕ1-子系统的x=0端变为,

u(t)-[Ψ'
1(1)-Q2]eτGv(t)

跟踪误差ye(t)变为-w1(0,t).经过这一系列变

化,
 

问题得到了转化,
 

输出跟踪问题(6)转变成镇

定问题(20).根据估计/消除策略,
 

为了镇定系统
 

(20),
 

设计控制器如下
    

u(t)=[Ψ'
1(1)-Q2]eτGv(t)+u1(t) (21)

其中 [Ψ'
1(1)-Q2]eτGv(t)用来补偿外部干扰,

u1(t)是接下来需要设计的控制器.结合(21)和
(20)可知u1(t)是新系统

 

w1t(x,t)=w1xx(x,t)

w1x(0,t)=-qw1(0,t),w1x(1,t)=ϕ1(1,t)

-τϕ1t(x,t)=ϕ1x(x,t)

ϕ1(0,t)=u1(t)

ye(t)=-w1(0,t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(22)
 

的控制器.下面将在新的状态空间
 

 0=L2(0,1)×L2(0,1)
 

中讨论控制器u1(t)的设计.
 

观察在系统(22)中,
 

控制器u1(t)作用在ϕ1-子系统的x=0端,
 

没有直

接作用在w1-子系统.
 

因此,
 

控制器u1(t)设计的

难点就是需要通过补偿由ϕ1-子系统生成的执行动

态来镇定系统(22).为此,引入backstepping坐标

变换,利用其空间尺度变换关系以及它的可逆性,

将复杂的级联系统(22)解耦为一个较简单的目标

系统.并且为了数学上的严谨性,
 

将使用算子形式

完成控制器的设计过程.基于上述分析,
 

引入如下

变换

P
f
g  =

f-∫
·

0
k(·,y)f(y)dy

g-∫
·

1
p(·-y)g(y)dy-∫

1

0
γ(·,y)f(y)dy  , 

∀(f,g)∈ 0 (23)
 

其中核函数k,γ 和p 分别由如下系统生成

kxx(x,y)-kyy(x,y)=c1k(x,y),0<y �x<1

k(x,x)=
c1
2
(1-x),0<x <1

ky(x,0)=-qk(x,0),0<x <1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(24)

γx(x,y)+τγyy(x,y)=0,(x,y)∈[0,1]×(0,1)

γy(x,0)=-qγ(x,0),γy(x,1)=0,0<x <1

γ(1,y)=kx(1,y),0<y<1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(25)
和

    

p(s)=-τγ(1+s,1),s∈ [-1,0]
 

(26)
其中系统(24)是适定的[19],系统(25)可以通过分

离变量法求解.通过计算可知,
 

算子P∈ ( )可
逆,

 

其逆为

P-1 f
g  =

f+∫
·

0
l(·,y)f(y)dy

g+∫
·

1
q(·-y)g(y)dy+∫

1

0
ϑ(·,y)f(y)dy  ,

∀(f,g)∈  0 (27)
其中核函数l,ϑ和q分别由以下系统生成

 

lyy(x,y)-lxx(x,y)=c1l(x,y),0<y �x <1

l(x,x)=
c1
2
(1-x)

ly(x,0)=c2l(x,0),0<x <1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(28)
  

ϑx(x,y)+τϑyy(x,y)=c1τϑ(x,y)

(x,y)∈ [0,1]×(0,1)

ϑy(x,0)=c2ϑ(x,0),ϑy(x,1)=0,0<x <1

ϑ(1,y)=lx(1,y),0<y<1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(29)
和

  

q(s)=-τϑ(1+s,1) (30)
令

[ε(·,t),z(·,t)]T=P[w1(·,t),ϕ1(·,t)]T

(31)
根据变换(31),

 

系统(22)变为

εt(x,t)=εxx(x,t)-c1ε(x,t)

εx(0,t)=c2ε(0,t),εx(1,t)=z(1,t)

-τzt(x,t)=zx(x,t)

z(0,t)=u1(t)-τ∫
1

0
γ(1-y,1)ϕ1(y,t)dy-

 ∫
1

0
γ(0,y)w1(y,t)dy

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(32)

09
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根据目标系统

εt(x,t)=εxx(x,t)-c1ε(x,t)

εx(0,t)=c2ε(0,t),εx(1,t)=z(1,t)

-τzt(x,t)=zx(x,t)

z(0,t)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(33)
    

其中c1≥c-22,c2=max0,
c1
2+q  , 

控制器u1设计为

u1(t)=τ∫
1

0
γ(1-y,1)ϕ1(y,t)dy+

 ∫
1

0
γ(0,y)w1(y,t)dy

 

(34)

根据(21)和(34),
 

控制器u(t)设计为

u(t)= Ψ'
1(1)-Q2  eτGv(t)+

 τ∫
1

0
γ(1-y,1)ϕ1(y,t)dy+

 ∫
1

0
γ(0,y)w1(y,t)dy (35)

 

根据(35),
 

系统(20)的闭环系统为

w1t(x,t)=w1xx(x,t)

w1x(0,t)=-qw1(0,t)

w1x(1,t)=ϕ1(1,t)

-τϕ1t(x,t)=ϕ1x(x,t)

ϕ1(0,t)=τ∫
1

0
γ(1-y,1)ϕ1(y,t)dy+

 ∫
1

0
γ(0,y)w1(y,t)dy

ye(t)=-w1(0,t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(36)

其中γ由(25)定义.

2.2 主要结果证明

引理1 设τ>0,γ由(25)定义,
 

那么对任意的初

始状态[w1(·,0),ϕ1(·,0)]∈  0,
 

闭环系统(36)
存在唯一解(w1,ϕ1)∈C([0,�); 0)使得

 

e
ω1t‖[w1(·,t),ϕ1(·,t)]‖ 0 →0,t→ �

(37)
   

其中ω1>0.进一步,存在正常数ω2>0使得调节

误差ye(t)满足

e
ω2t|ye(t)|→0,t→ � (38)

 

证明: 定义算子A:D(A)⊂  0 →  0

 

A(f,g)=(f″,-
1
τg'),∀(f,g)∈D(A)

D(A)={(f,g)∈H2(0,1)×H1(0,1)|
f'(0)=-qf(0),f'(1)=g(1)

g(0)=∫
1

0
γ(0,·)fdy+τ∫

1

0
γ(1-·,1)gdy}

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(39)

根据定义(39),闭环系统(36)可以写成抽象形式

X
·
(t)=AX(t),X(t)=[w1(·,t),ϕ1(·,t)] .

 

(40)

定义算子A1:D(A1)⊂  0 →  0  

A1(f,g)=(f″-c1f,-
1
τg')

∀(f,g)∈D(A1)

D(A1)={(f,g)∈H2(0,1)×H1(0,1)|

f'(0)=c2f(0),f'(1)=g(1),g(0)=0}

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(41)
 

根据定义(41),
 

系统(36)可以写为抽象形式

 X
·

1(t)=A1X1(t),X1(t)=[ε(·,t),z(·,t)]T

(42)
           

由于系统(33)是由两个指数稳定的系统构成

的级联系统,
 

那么由系统(41)定义的算子 A1 在

H0 上生成指数稳定的C0-半群[20].根据变换P 的

定义(23),原闭环系统算子A 与目标系统算子A1

之间存在相似关系
 

PAP-1=A1 和PD(A)=D(A1) (43)
 

由于(43)以及算子 A1 在  0 上生成指数稳定的

C0-半群,
 

根据相似变换的性质,
 

算子A 同样生成

一个指数稳定的C0-半群.基于以上分析可知定理

的结论(37)成立.另外,
 

通过(23)和(31)可得

 ε(x,t)=w1(x,t)-∫
x

0
k(x,y)w1(y,t)dy

 

(44)

 

其中x ∈ [0,1].显然有
 

-ε(0,t)=-w1(0,t)=ye(t) (45)

因此,
 

收敛性(38)成立当且仅当

e
ω2t|ε(0,t)|→0,t→ � (46)

 

其中ω2>0是正常数.
 

观察系统(33)的z-子系统

是一阶传输方程,
 

那么当t>τ时,
 

系统(33)中的

u-子系统变成带有齐次边界条件的热方程如下:

εt(x,t)=εxx(x,t)-c1ε(x,t)

εx(0,t)=c2ε(0,t),εx(1,t)=0 (47)

由文献[19]可知系统(47)是指数稳定系统,
 

那么

根据文献[21],
 

存在不依赖于t的正常数ω2 >0
使得

 

e
ω2t|ε(0,t)|→0,t→ � (48)

  

根据可逆变化(19)和(35),
 

原始系统(6)的控

制器设计如下

u(t)= Ψ'
1(1)-Q2  eτGv(t)+

19
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 τ∫
1

0
γ(1-y,1)[ϕ(y,t)-Φ(y)v(t)]dy+

 ∫
1

0
γ(0,y)[w(y,t)-Ψ1(y)v(t)]dy (49)

根据控制器(49)可以得到系统(6)的闭环系统

 

v·(t)=Gv(t)

wt(x,t)=wxx(x,t)

wx(0,t)=-qw(0,t)+Q1v(t)

wx(1,t)=ϕ(1,t)+Q2v(t)

-τϕt(x,t)=ϕx(x,t)

ϕ(0,t)= Ψ'
1(1)-Q2  eτGv(t)+

 τ∫
1

0
γ(1-y,1)[ϕ(y,t)-Φ(y)v(t)]dy+

 ∫
1

0
γ(0,y)[w(y,t)-Ψ1(y)v(t)]dy

ye(t)=Fv(t)-w(0,t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(50)

其中 (Ψ1,Φ)和γ 分别由(18)和(25)定义.

定理 1 设τ >0,Qi ∈ ℂ1×n,i=1,2,F ∈

ℂ1×n(Ψ1,Φ)和γ分别由(18)和(25)定义,那么对

于任意初始状态[w(·,0),ϕ(·,0),v(0)]∈  ,
 

闭

环系统(50)存在唯一解(w,ϕ,v)∈C([0,�); )

使得调节误差
 

ye(t)=Fv(t)-w(0,t)满足
 

e
ω2t|ye(t)|→0,t→ � (51)

其 中 ω2 > 0 是 正 常 数.
 

另 外, 如 果

sup
t∈[0,�)

‖v(t)‖ℂn <+�,
 

那么系统(50)的状态是

一致有界的,
 

即

sup
t∈[0,�)

‖[w(·,t),ϕ(·,t),v(t)]‖ <+�.

(52)

证明: 系统(50)中v-子系统是 ODE系统,
 

且与

w-ϕ-子系统是相互独立的,
 

由常微分方程理论

可知v-子系统存在唯一解.由引理1,
 

对任意的初

始状态 [w1(·,0),ϕ1(·,0)]∈C([0,�); 0),系
统(36)存在唯一的指数稳定解

 

(w1,ϕ1)∈C([0,�); 0)

满足式(37).根据可逆变化(19),
 

如果定义

w(x,t)=w1(x,t)+Ψ1(x)v(t)

ϕ(x,t)=ϕ1(x,t)+Φ(x)v(t) (53)
 

那么对于任意初始状态[w(·,0),ϕ(·,0),v(0)]∈ ,
(w,ϕ,v)是系统(50)的唯一解.简单计算可得

|ye(t)|=|Fv(t)-w(0,t)|=|w1(0,t)|
(54)

结合(38)可知(51)成立.最后,通过(53)和假设

sup
t∈[0,�)

‖v(t)‖ℂn <+�可知一致有界性(52)成立.

3 观测器

3.1 基于误差的观测器设计
  

观察系统(6),为了方便设计系统的观测器,首
先干扰和测量误差需要分离.为了分离干扰和测量

误差,就要使干扰同时出现在方程和输出中,构造

辅助系统如下

ρ2t(x,t)=ρ2xx(x,t)

ρ2x(0,t)=T1v(t),ρ2(0,t)=T2v(t) (55)
 

其中T1,T2 是n 维调节向量.根据分离变量法,
 

可设

ρ2(x,t)=Ψ2(x)v(t) (56)

其中Ψ2(·):[0,1]→ℂn 是向量值函数.将(56)代
入系统(55)可知

    

Ψ″2(x)=Ψ2(x)G

Ψ'
2(0)=T1,Ψ2(0)=T2 (57)

 

Ψ2 可以解析地表示为

Ψ2(x)=T1x (xG
~)+T2cosh(xG

~),
 

(58)
 

其中
 

 (s)=
sinhs
s
,s≠0,s∈ ℂ,

1,s=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (59)

 

为便于设计观测器,
 

定义如下变换
  

w2(x,t)=w(x,t)-Ψ2(x)v(t) (60)

其中Ψ2(·)由(57)定义.如果假设 Ψ'
2(1)=Q2,

根据(57)和(60),
 

系统(6)变为

w2t(x,t)=w2xx(x,t)

w2x(0,t)= -qw2(0,t)+[Q1-qΨ2(0)-Ψ'
2(0)]v(t)

w2x(1,t)=ϕ(1,t)

-τϕt(x,t)=ϕx(x,t)

ϕ(0,t)=u(t),

v·(t)=Gv(t),ye(t)=F1v(t)-w2(0,t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(61)
其中F1=F-T2,T1∈ℂ1×n,T2∈ℂn×1是调节向

量.系统(61)和(6)的区别在于,在变化后的系统

(61)中,位于w2-子系统x=0端的第二项

[Q1-qΨ2(0)-Ψ'
2(0)]v(t)

是可调节的.在假设(4)的条件下,
 

将系统(61)的
观测器设计为

29
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w^2t(x,t)=w^2xx(x,t)

w^2x(0,t)=β[ye(t)+w^2(0,t)]-qw^2(0,t)

w^2x(1,t)=ϕ(1,t)

-τϕt(x,t)=ϕx(x,t)

ϕ(0,t)=u(t)

v
·̂(t)=Gv^(t)+L[ye(t)-F1v^(t)+w^2(0,t)]

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(62)

其中β>q是调节参数,L∈ℂn×1使得G-LF1是

Hurwitz阵.令

w~2(x,t)=w2(x,t)-w^2(x,t)

v~(t)=v(t)-v^(t) (63)

那么观测误差系统为

w~2t(x,t)=w~2xx(x,t)

w~2x(0,t)=(β-q)w~2(0,t),w~2x(1,t)=0

v~
·(t)=(G-LF1)v~(t)+Lw~2(0,t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(64)
 

此外满足

Q1-qT2-T1-βF1=0 (65)

系统(64)的状态空间是  1=L2(0,1)×ℂn.根据

Ψ'
2(1)=Q2 和(65)可得

T1=[(β-q)coshG
~
+G

~

sinhG
~][f(G)]-1

T2=[Q2+(βF-Q1)coshG
~][f(G)]-1

f(G)=(β-q)coshG
~
+G

~
sinhG

~,G
~2=G

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(66)
          

3.2 主要结果证明

引理2 设q∈ ℝn,β>q是调节参数,f∈ ℂ →
ℂ 是连续函数,

 

那么矩阵函数

f(G)=(β-q)coshG
~
+G

~
sinhG

~,G
~2=G

(67)

可逆.
证明: 设

f(λ1)=(β-q)coshλ
~
1+λ

~
1sinhλ

~
1 (68)

 

其中λ
~2
1=λ1,∀λ1 ∈ ℂ.考虑算子

A2f=f″,∀f∈D(A2),

D(A2)={f∈H2(0,1)

f'(0)=(β-q)f(0),f'(1)=0}

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (69)

令

A2f=λ1f,∀λ1 ∈σ(A2) (70)

根据定义(69)可得

f″=λ1f,

f'(0)=(β-q)f(0),f'(1)=0 (71)
 

由常微分方程理论可得

f(x)=a1e
λ~1x +a2e

-λ~1x,λ
~2
1=λ1 (72)

其中a1,a2∈Z .将(72)代入(71)的边界条件可得

(λ
~
1-β+q)a1-(λ

~
1+β-q)a2=0

e
λ~1a1-e

-λ~1a2=0 (73)
 

式(73)有非零解当且仅当特征行列式det[Δ(λ1)]=
0,其中

Δ(λ1)=
λ
~
1-β+q -(λ

~
1+β-q)

e
λ~1 -e

-λ~1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,λ

~2
1=λ1

(74)

简单计算特征方程为

det[Δ(λ1)]=λ
~
1sinhλ

~
1+(β-q)coshλ

~
1=0
(75)

其中,λ
~2
1 =λ

~
1,∀λ1 ∈σ(A2).因此,矩阵函数

f G  可逆.
 

引理3 设q∈ℝn,β>q,Q1∈ℂ1×n,T1∈ℂ1×n

和
 

F1 ∈ ℂ1×n 满足(65),
 

那么对任意初始状态

[w~2(·,0),v~(0)]∈  1

误差系统(64)存在唯一解 (w~2,v~)∈C([0,�);
 1).另外,

 

e
ω3t‖[w~2(·,t),v~(t)]‖ 1 →0,t→ �,(76)

其中ω3 是不依赖于t的正常数.
证明: 根据引理2和文献[22]可知,存在向量L

∈ ℂn×1 使得G -LF1 是 Hurwitz
 

阵.定义算子

A3:D(A3)⊂  1 →  1 为

A3(f,g)=[f″,(G-LF1)g+Lf(0)]

∀(f,g)∈D(A3),

D(A3)={(f,g)∈H2(0,1)×ℂn|

f'(0)=(β-q)f(0),f'(1)=0}

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

 

(77)

根据算子A3 的定义(77),
 

系统(64)可以写成抽象

形式
 

 X
·

2(t)=A3X2(t),X2(t)=[w~2(·,t),v~(t)]T

(78)

由于系统(64)是由指数稳定系统和有限维系统构

成的级联系统,
 

那么算子A3 在  上生成指数稳
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定的C0-半群.
引理4 设τ∈ℝ+,q∈ℝn,β>q,Q1∈ℂ1×n,T1

∈ ℂ1×n 和F1∈ ℂ1×n 满足条件(65),
 

对于任意初

始状 态 [w2(·,0),ϕ(·,0),v(0),w
^
2(·,0),ϕ(·,

0),v^(0)]∈  × 和控制u∈L2
loc(0,�),

 

系统

(61)和系统(62)存在唯一解 (w2,ϕ,v,w
^
2,ϕ,v

^)

∈C([0,�); × ).另外,
 

e
ω3t‖(w2(·,t)-w^2(·,t),v(t)-v^(t))‖ 1 →0

(79)
 

其中ω3 ∈ ℝ+,t→ �.
证明: 根据引理3可知,

 

对初始状态

[w~2(·,0),v~(0)]

 =[w2(·,0)-w^2(·,0),v(0)-v^(0)] (80)

误差系统(64)存在唯一解 (w~2,v~)∈C([0,�);
 1)使得

e
ω3t‖[w~2(·,t),v~(t)]‖ 1 →0,t→ � (81)

其中ω3 是不依赖于t的正常数.
 

对任意初始状态
 

ϕ0=ϕ(·,0),
 

求解系统(61)的ϕ-子系统可得

ϕ(x,t)=
ϕ0(x-

t
τ
),τx ≥t

u(t-τx),τx <t

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (82)

那么对任意 [w2(·,0),ϕ(·,0),v(0)]∈  和控制

u∈L2
loc(0,�),系统(61)存在唯一

(w2,ϕ,v)∈C([0,�); )
根据可逆变化(63),

 

定义

w^2(x,t)=w2(x,t)-w~2(x,t)

v^(t)=v(t)-v~(t) (83)

结合(82)和(83),
 

对 任 意 [w2(·,0),ϕ(·,0),

v(0),w^2(·,0),ϕ(·,0),v
^(0)]∈  ×  ,系 统

(61)和系统(62)存在唯一解

(w2,ϕ,v,w
^
2,ϕ,v

^)∈C([0,�); × )

根据(81)可得,
 

存在不依赖于t的正常数ω3 使得

 e
ω3t‖(w2(·,t)-w^2(·,t),v(t)-v^(t))‖ 1 →0

(84)
其中t→ �.

  

通过上述分析,
 

根据引理4可得w^2(·,t)和

v^(t)分别由w2(·,t)和v(t)估计.根据可逆变换
 

(60)和引理4,
 

设计系统(6)的观测器如下

w^t(x,t)=w^xx(x,t)+Ψ2(x)L[ye(t)-

 Fv^(t)+w^(0,t)],

w^x(0,t)=β[ye(t)+w^(0,t)-T2v^(t)]-

 qw^(0,t)+(qT2+T1)v^(t),

w^x(1,t)=ϕ(1,t)+Ψ'
2(1)v^(t),

-τϕt(x,t)=ϕx(x,t),

ϕ(0,t)=u(t),

v
·̂(t)=Gv^(t)+L[ye(t)-F1v^(t)+w^2(0,t)]

ye(t)=Fv(t)-w(0,t) (85)
其中Ψ2(·)由(57)定义,β>q 是调节参数,L ∈
ℂn×1 使得G-LF1 是

 

Hurwitz
 

阵.
定理2 设τ∈ℝ+,q∈ℝn,β>q,G∈ℂn×n,满
足

 

(7),
 

Qi∈ℂ1×n,i=1,2,F∈ℂ1×n,L∈ℂ1×n,

向量值函数Ψ2(·)由
 

(57)
 

定义,T1∈ ℂ1×n 和T2

∈ℂ1×n 由(66)定义,
 

条件(4)成立,
 

那么对任意初

始状态

[w(·,0),ϕ(·,0),v(0),w
^(·,0),ϕ(·,0),

v^(0)]∈  × (86)
和控制u∈L2

loc(0,�),系统(6)的观测器(85)存在

唯一解

(w,ϕ,v,w
^,ϕ,v

^)∈C([0,�); × )
 

(87)
另外

e
ω4t‖(w(·,t)-w^(·,t),v(t)-v^(t))‖ 1 →0

(88)
 

其中,t→ �,ω4 ∈ ℝ+ .
证明: 通过引理4得出w2(·,t)和v(t)的估计

分别为
 

w^2(·,t)和v^(t).结合式(60)可得
           

w(x,t)=w2(x,t)+Ψ2(x)v(t)

因此w^(·,t)是w(·,t)的估计.
  

对任意初始状态 [w(·,0),ϕ(·,0),v(0)]∈
 和控制

 

u∈L2
loc(0,�),控制系统(6)存在唯一解

(w,ϕ,v)∈C([0,�); )
由引理4可知,

 

系统(61)和系统(62)是适定的.结
合(60)可知(87)成立.根据系统(6)和引理4中

(84)式可知(88)成立.

4 结论
   

本文的主要贡献包括:1.针对不稳定热方程,
提出了一种新的时滞补偿机制,有效降低了时滞对

闭环系统稳定性的影响;2.设计了具有干扰抑制能

力的反馈控制器,确保系统在外部干扰下的跟踪性

能;3.通过严格的数学分析,验证了所提方法的优

越性.本文的研究成果不仅丰富了分布式参数系统

的控制理论,也为解决工业机器人机械臂末端精
 

确跟踪焊接路径问题提供了新的思路.
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