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摘要 准零刚度(QZS)隔振器因优越的低频隔振能力获得广泛关注,但低频激励时实验装置中较大的阻尼

将引起隔振质量无相对运动,导致低频隔振失效.为解决这一问题,采用拉伸弹簧替代压缩弹簧以减小实验

装置中的阻尼,拉簧构造正、负刚度结构且并联,设计全拉簧准零刚度隔振器.静态分析推导了准零刚度条

件,分析了参数影响下的准零刚度特性,可实现静态平衡点附近宽范围的准零刚度.动态分析中,采用谐波

平衡法验证基于增量谐波平衡法和连续算法计算的位移传递率,在隔振频域具有较好的一致性.通过设计、

装配隔振器样机,开展了动态隔振实验,同时采用ADAMS仿真分析了隔振样机的动态特性,样机实验和仿

真分析的位移传递率与理论预测值具有较好的一致性.结果表明,准零刚度隔振器的起始隔振频率可达到

1.5
 

Hz,而对应无负刚度拉伸弹簧的线性隔振器起始隔振频率为6
 

Hz,验证了拉伸弹簧构造正、负刚度并联

机制的准零刚度隔振器具有优良的隔振性能.

关键词 准零刚度, 增量谐波平衡法, 隔振, 传递率, 实验
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Abstract Quasi-zero
 

stiffness
 

(QZS)
 

isolators
 

have
 

been
 

widely
 

studied
 

owing
 

to
 

their
 

superior
 

low-fre-
quency

 

vibration
 

isolation
 

performance.
 

However,
 

the
 

heavy
 

damping
 

in
 

prototypes
 

will
 

lead
 

to
 

no
 

rela-
tive

 

motions
 

between
 

the
 

isolated
 

mass
 

and
 

the
 

excitation
 

at
 

low
 

frequencies,
 

thus
 

the
 

vibration
 

isolation
 

is
 

of
 

failure
 

at
 

low
 

frequencies.
 

To
 

address
 

this
 

limitation,
 

compression
 

springs
 

are
 

replaced
 

with
 

tension
 

springs
 

to
 

reduce
 

system
 

damping
 

in
 

the
 

prototype.
 

These
 

tension
 

springs
 

are
 

configured
 

to
 

form
 

both
 

positive
 

and
 

negative
 

stiffness
 

structures
 

arranged
 

in
 

parallel,
 

thereby
 

enabling
 

the
 

design
 

of
 

a
 

QZS
 

isola-
tor

 

utilizing
 

exclusively
 

tension
 

springs.
 

The
 

QZS
 

condition
 

is
 

derived
 

from
 

the
 

static
 

analysis,
 

and
 

the
 

influence
 

of
 

key
 

parameters
 

on
 

QZS
 

features
 

is
 

analyzed.
 

Wide
 

QZS
 

ranges
 

around
 

the
 

static
 

equilibrium
 

position
 

can
 

be
 

achieved.
 

For
 

dynamic
 

analysis,
 

the
 

harmonic
 

balance
 

method
 

is
 

employed
 

to
 

validate
 

the
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displacement
 

transmissibility
 

results
 

calculated
 

by
 

the
 

incremental
 

harmonic
 

balance
 

method
 

combined
 

with
 

a
 

continuation
 

algorithm.
 

Theoretical
 

predictions
 

calculated
 

by
 

both
 

methods
 

demonstrate
 

close
 

a-
greement

 

within
 

the
 

effective
 

isolation
 

frequency
 

band.
 

Finally,
 

a
 

prototype
 

had
 

been
 

designed,
 

fabrica-
ted

 

and
 

dynamically
 

tested.
 

Meanwhile,
 

a
 

corresponding
 

simulation
 

model
 

was
 

analyzed
 

using
 

ADAMS.
 

Both
 

the
 

tested
 

and
 

simulated
 

displacement
 

transmissibilityexhibit
 

strong
 

consistency
 

with
 

theoretical
 

predictions.
 

The
 

findings
 

demonstrate
 

that
 

the
 

proposed
 

QZS
 

isolator
 

achieves
 

the
 

initial
 

frequency
 

of
 

1.5
 

Hz
 

for
 

vibration
 

isolation
 

and
 

the
 

corresponding
 

linear
 

isolator
 

without
 

negative
 

stiffness
 

is
 

6
 

Hz.
 

The
 

results
 

verify
 

the
 

superior
 

performance
 

of
 

the
 

vibration
 

isolation
 

of
 

the
 

QZS
 

isolator
 

based
 

on
 

the
 

parallel
 

mechanism
 

of
 

the
 

positive
 

and
 

negative
 

stiffness
 

structures
 

constructed
 

by
 

tension
 

springs.

Key
 

words quasi-zero
 

stiffness, incremental
 

harmonic
 

balance
 

method, vibration
 

isolation, trans-
missibility, experiment

引言
  

准零刚度(QZS)隔振器一般由正、负刚度结构

并联实现,具有大承载的高静态刚度和低频隔振的

准零动态刚度特性,是振动控制领域的研究热点之

一[1].QZS隔振系统具有较低的固有频率,能够在

低频范围内有效地隔离振动,拓宽隔振频带,同时

可承载较高的隔振质量,解决了传统线性隔振器低

频隔振需求与高承载的矛盾.依据负刚度形成机制

QZS隔振器的结构形式主要有仿生结构[2-5]、弹性

梁结 构[6-9]、折 纸 结 构[10-12]、斜 弹 簧 结 构[13,14]、

凸轮- 滚 子 结 构[15-17]、X 型 结 构[18-20]、磁 体 结

构[21,22]等.
现有文献采用多种动力学分析方法研究了不

同QZS结构的隔振性能.这些研究不仅展示了各

种动力学分析方法在隔振器设计和分析中的应用,

还强调了非线性特性在提高隔振性能方面的重要

性.Sun等[23,24]设计了剪刀式结构的隔振平台,采
用拉格朗日原理推导了系统的动力学方程,使用泰

勒级数展开系统的非线性刚度和阻尼,通过谐波平

衡法求解系统的动态响应.Zhou等[25]设计了一种

凸轮-滚子机构的QZS支撑,使用多个支撑构建

了一个六自由度隔振平台,利用谐波平衡法求解了

动力学方程,得到了系统的幅频关系.Cao等[26]提

出了一种具有高阶QZS特性的新型非线性机械振

子,基于牛顿定律、基尔霍夫定律和欧拉-拉格朗

日方程,建立了新型振子的理论模型,采用平均法

研究了高阶QZS振子在随机和谐波激励下的动态

响应.孟令帅等[27]研究了一种负刚度碟形弹簧与

线性正刚度弹簧并联的 QZS隔振器,建立了简谐

力和位移激励下的非线性动力学方程,用平均法分

析了参数和激励幅值对传递率的影响特性.严博

等[28]提出了一种新型永磁式非线性隔振器,利用

永磁力构建等效负刚度,基于非线性软弹簧实现隔

振,使用谐波平衡法推导了非线性隔振器的传递率

表达式,分析了系统的非线性动力学特性.王文林

等[29]设计了一种具有可变液压阻尼和二级可变刚

度的流体减振支柱,通过对系统的非线性动力学方

程进行数值求解和仿真分析,得到系统在不同工况

下的响应位移、速度、加速度等关键参数的时频特

性.周春燕等[30]设计了一种灵活可调式的QZS隔

振器,采用模糊控制方法对直接扰动进行反馈控

制,建立QZS隔振器的物理模型,考虑了系统的黏

性线性阻尼,给出无量纲的动力学方程,并通过谐

波平衡法求解非线性振动方程,分析系统的幅频

特性.
  

对于负刚度结构设计,采用全拉簧结构是一种

简单、低阻尼的实现方式.前期研究中,采用压缩弹

簧构造单对斜杆QZS隔振器,在实验中发现,压缩

弹簧受压屈曲变形后与导向杆之间产生较大的阻

尼,低频激励时引起隔振质量与位移激励无相对位

移,致使低频隔振失效.为了解决这个问题,赵峰等

提出拉伸弹簧构造正、负刚度结构且并联的方式实

现QZS隔振器,降低隔振样机中的阻尼,拓宽隔振

质量发生相对位移的频带和降低起始隔振频率,提
升QZS隔振器的性能.所提的拉伸弹簧模型与前

期的压缩弹簧模型在结构、力和刚度表达式,以及

QZS条件方面显著不同[31].
  

此外,就动力学分析方法来讲,谐波平衡法可

采用无穷多个谐波求解非线性系统响应,但在具有
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如恒力项的方程中将导致推导过程及结果极其复

杂,难以获得理想效果[32].而增量谐波平衡法结合

了增量过程牛顿迭代、谐波平衡过程和连续算法,

能够高效求解强非线性动力学方程.
  

针对全拉伸弹簧构造的 QZS隔振器,通过静

态分析推导QZS参数条件,分析参数对QZS特性

的影响;然后建立隔振系统的非线性动力学方程,

谐波平衡法计算的位移传递率与增量谐波平衡法

计算的结果在强、弱非线性工况时一致;最后建立

实验样机,采用激光测振系统获得位移传递率,同
时对样机进行仿真分析,实验和仿真分析获得的位

移传递率与计算结果在隔振频域具有较好的一致

性,验证了拉伸弹簧构造、正负刚度并联机制QZS
隔振器的可行性.

1 准零刚度模型与静态分析

1.1 准零刚度模型
  

研究的QZS隔振器如图1所示.两根刚度为k
的拉伸弹簧实现正刚度,用于支撑被隔振体的质

量;两个斜杆与两根刚度为k1 的拉伸弹簧提供负

刚度,用于抵消正刚度,实现接近零的动态刚度特

性.隔振器的弹性元件均为拉伸弹簧,相比压缩弹

簧隔振器具有低阻尼特性,可获得更宽范围隔振频

带.选择合适的参数,系统将达到QZS状态,可实现

图1 准零刚度隔振器的两种状态

Fig.1 Two
 

positions
 

of
 

the
 

QZS
 

isolator

高静-低动刚度的力学特性.f 是作用在隔振器上

的力;x 和y 分别是从初始位置和静态平衡位置开

始的位移;静态平衡位置是斜杆处于水平的状态;

h 是从初始位置到静态平衡位置的距离;δ 表示初

始状态下负刚度机构拉伸弹簧的预拉伸量;a 是初

始状态下斜杆在水平方向上的投影长度.

1.2 准零刚度参数条件
  

在图1(a)所示状态下,负刚度机构拉伸弹簧

的预拉力为

f1=k1δ (1)
  

当隔振器初始位置O 向下移动x 距离后,负
刚度机构拉伸弹簧的拉力为

f1h =k1[2 a2+h2-(h-x)2 -2a+δ]

(2)

  

在竖直方向上采用虚功原理建立方程如下

(f+fl +2f1x)Δx=0 (3)
其中,fl 是正刚度拉簧的拉力,f1x 是斜杆在竖直

方向的分力;则f 表示为

f=-fl -2f1x (4)
其中

f1x =-2f1h
h-x

a2+h2-(h-x)2

fl =-2kx

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5)

 

联合方程(2)和(5)可得出f 的表达式

f=2kx+4k1[2 a2+h2-(h-x)2 -

 2a+δ] h-x
a2+h2-(h-x)2

(6)
  

隔振器处于静平衡位置时,x=y+h,则f 也

可表示为

f=2k(y+h)-4k1[2 a2+h2-y2 -

 2a+δ] y
a2+h2-y2

(7)
  

将公式(6)和(7)除以k (a2+h2)得到f 的

无量纲表达式

 f
^
=2x̂+4α(1-â2 -x̂)·

 2 1-(1-â2-2 1-â2x̂+x̂2)+δ
^
-2â

1-(1-â2-2 1-â2x̂+x̂2)
(8)

f
^
=2(y^ +h^)-4α2+

δ
^
-2â
1-y^2  (9)
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其中

α=
k1
k

â=
a

(a2+h2)

δ
^
=

δ
(a2+h2)

x̂=
x

(a2+h2)

h
^
=

h
a2+h2

y^ = y
a2+h2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(10)

其中,x̂ 是从初始位置开始的无量纲位移;α 是负

刚度机构拉簧与正刚度拉簧的刚度比;â 是初始位

置下斜杆在水平方向上的无量纲投影长度;δ
^

是负

刚度拉簧的无量纲预拉伸长度;h
^

是初始位置下斜

杆在竖直方向上的无量纲投影长度;y^ 是从静平衡

位置开始的无量纲位移.
  

引入中间变量,令P1=(1-â2)
1
2-x̂,P2=

(1-P2
1)

1
2,P3=δ

^
-2â,则可将公式(8)改写为

f
^
=2x̂+4αP1

2P2+P3

P2
(11)

  

公式(11)对x̂ 求导可得无量纲刚度

K
^

=2-4α[2+ P3P-1
2 + P2

1P-2
2 P3(1-

P2
1)

-
1
2] (12)

  

在静态平衡位置,负刚度拉簧的伸长量达到最

大,此时x=h 且P1=0.在静态平衡位置,设K
^
=

0,可推导出QZS参数条件

α=
1

2(2+δ
^
-2â)

(13)

1.3 参数对准零刚度影响
  

在静态平衡位置,当参数满足QZS条件K
^
=0

时,可求得包含三个独立参数α、δ
^

和â 的方程

(13),可消除一个独立参数,即α 可通过方程(13)

确定.图2(a)显示了参数α 和â 之间的关系.随着

参数â 增大,参数α 也随之单调增大;图2(b)表

明,随着参数δ
^

增大,参数α 单调减小,当â 增大

时,参数α和参数δ
^
的关系曲线弯曲程度增大.

  

两个独立参数â 和δ
^

应使隔振器在静态平衡

位置附近的动态刚度略大于零,且为正值.如图3(a)

图2 参数δ
^

和â对参数α的影响

Fig.2 Influence
 

of
 

parameters
 

δ
^

 

and
 

â
 

on
 

parameter
 

α

图3 无量纲刚度-位移曲线

Fig.3 Dimensionless
 

stiffness-displacement
 

curves
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所示,当â=0.95和δ
^
=1.88时,隔振器具有较宽

范围的QZS.然而并非所有的â 和δ
^
值都能够满足

这一条件,如图3(b)所示,当â=0.76和δ
^
=1.88

时,得到负刚度,因不具有承载能力而不能用于隔

振.其他参数的影响,如载荷和激励对隔振器敏感

度分析,将在下一阶段中研究[33].

2 位移传递率
  

当隔振器处于静态平衡位置时,系统的运动方

程如下

my
··
+cy

·
+f=mg (14)

其中,f=kly+knonly3,kl 与knonl分别表示系统的

线性刚度系数和非线性刚度系数.承载质量的重力

与力泰勒展开的常数项相互抵消,方程(14)改写为

my
··
+cy

·
+k1y+knonly3=0 (15)

  

相对位移z=y-ye,则y=z+ye,ye 表示位移

激励,y表示被隔振物体的绝对位移.则(15)改写为

m(z··+y
··
e)+c(z·+y

·
e)+kl(z+ye)+

 knonl(z+ye)3=0 (16)
  

位移激励ye 的表达式为

ye=Acosωt (17)
其中,A 表示激励幅值,ω 是激励频率.ye 对t的

一阶和二阶导数分别为

y
·
e=-Aωsinωt

y
··
e=-Aω2cosωt (18)

  

将方程(18)代入方程(16),移项得到

mz··+c(y
·
-y

·
e)+kl(y-ye)+knonl(y-ye)3

 =mAω2cosωt (19)
  

改写方程(19)得到

mz··+cz·+klz+knonlz3=mAω2cosωt (20)

2.1 一阶谐波平衡法计算位移传递率

QZS隔振系统对应线性隔振系统的固有频率

ωn= k/m .令τ=ωnt,Ω=ω/ωn,z'=ωn
dz
dτ
,z″=

ω2
n
d2z
dτ2

,方程(20)改写为

mω2
nz″+cωnz'+klz+knonlz3=mAω2cosωt

(21)

  

将公式(21)除以k (a2+h2)进行无量纲化

ẑ″+2ζẑ'+μ1ẑ+μ2ẑ3=Ω2A^cosΩτ (22)

其中ẑ=
z

a2+h2
,ẑ'=

z'
a2+h2

,ẑ″=
ẑ″

a2+h2
,

μ1=
kl

k
,μ2=

knonl

k
,A^ =

A
a2+h2

.令z- =
ẑ'

A^
,z-'=

ẑ'
A^
,z-″=

ẑ″
A^
,则(22)可进一步改写为

z-″+2ζz-'+μ1z- +μ2A
^2z-3=Ω2cosΩτ (23)

  

使用谐波平衡法对方程(23)进行求解.假设解

z- =Z
-cos(Ωτ+θ),θ是响应与激励之间的相位差.

最终得到幅频响应函数

9
16A

^4μ2
2Z

-6+
3
2μ2A

^2(μ1-Ω2)Z-4+[(μ1-

 Ω2)2+4ζ2Ω2]Z-2-Ω4=0 (24)
  

公式(24)中的Z- 是相对位移传递率,图4展

示了参数对传递率的影响.如图4(a)所示,随着激

励幅值的增大,传递率逐渐展现出非线性硬特性,

图4 阻尼系数ζ=0.025时参数对相对位移传递率的影响

Fig.4 Influence
 

of
 

parameters
 

on
 

the
 

relative
 

displacement
 

transmissibility
 

under
 

damping
 

coefficient
 

ζ=0.025
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引起传递率幅值增大,同时共振峰向高频方向弯曲

加重.如图4(b)所示,当系统的线性刚度系数增大

时,传递率整体向高频迁移,导致起始隔振频率和

传递率幅值增大.图4(c)表明,提高系统的非线性

刚度系数会增强系统的非线性行为,同样导致起始

隔振频率和传递率幅值的增加.综上所述,激励幅

值、线性刚度以及非线性刚度的变化均会影响相对

位移传递率,具体表现为增加这些参数值会导致传

递率幅值增大和隔振频带变窄.

2.2 一阶增量谐波平衡法计算位移传递率
  

令τ=ωt,z'=ωdzdτ
,z″=ω2d2z

dτ2
,其余参数与

前述一致.方程(20)改写为

mω2z″+cωz'+klz+knonlz3=mAω2cosωt
(25)

  

方程(25)不同于方程(21),虽然两个方程均来

源于方程(20),但两个方程采用了不同的无量纲时

间变量.将方程(25)除以k a2+h2进行无量纲化

Ω2ẑ″+2ζΩẑ'+μ1ẑ+μ2ẑ3=Ω2A^cosτ (26)
  

方程(26)可进一步改写为

Ω2z-″+2ζΩz-'+μ1z-+μ2A
^2z-3=Ω2cosτ (27)

2.2.1 验证一阶谐波平衡法结果
  

使用一阶谐波平衡法对方程(27)进行求解.假
设解z-=Z-cos(τ+θ),求解后得到的幅频响应函数

与式(24)一致,结果表明:采用两种不同的无量纲

形式,一阶谐波平衡法获得的幅频方程相同.因此

两种无量纲形式获得的位移激励运动方程,具有相

同的幅频方程和位移传递率.
2.2.2 一阶增量谐波平衡法与连续算法

  

设方程(27)有解z-、Ω0 和A
^
0,在其邻域内有

一增量解为

z- =z-0+Δz-

Ω=Ω0+ΔΩ

A^ =A^0+ΔA
^

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (28)

其中,Δz-、ΔΩ、ΔA
^

是解的微小增量,将方程(28)代
入方程(27),保留增量的一次项,忽略增量的高阶

项得到

 Ω2
0Δz-″+2ζΩ0Δz-'+μ1Δz- +3μ2z-0A

^2
0Δz-

=R-2μ2z-30A
^
0ΔA

^
-(2Ω0z-″0+2ζz-'0-2Ω0cosτ)ΔΩ

(29)

其中

 R= -(Ω2
0z-″0+2ζΩ0z-'0+μ1z-0+μ2z-30A

^2
0-Ω2

0cosτ)
(30)

  

当z-0、Ω0、A
^
0 接近精确解时,R 趋近于0.方程

的解可表示为

z-0=a1sinτ+b1cosτ

Δz- =Δa1sinτ+Δb1cosτ (31)

其中,a1、b1 表示解的一阶谐波系数,对式(31)求
一阶与二阶导数,改写成矩阵形式

z-0=Ba

z-'0=B
·
a

z-″0=B
··
a

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (32)

Δz- =BΔa

Δz-'=B
·
Δa

Δz-″=B
··
Δa

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (33)

其中

a=
a1

b1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,Δa=

Δa1

Δb1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

B
·
=
cosτ
-sinτ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

T

,B
··

=
-sinτ
-cosτ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

T
  

将式(32)和(33)代入式(29)和(30),得到

 Ω2
0B
··
Δa+2ζΩ0B

·
Δa+μ1BΔa+3μ2A

-2
0(Ba)2BΔa

=R-2μ2A
^
0ΔA

^(Ba)3-(2Ω0B
··
a+2ζB

·
a-

 2Ω0cosτ)ΔΩ (34)

 R=Ω2
0cosτ-Ω2

0B
··
a-2ζΩ0B

·
a-μ1Ba-μ2A

^2
0(Ba)3

(35)
在计算传递率曲线时,公式(34)中的激励振幅

增量ΔA^ 设为0,因此增量方程改写为

CΔa=R+QΔΩ (36)

其中,C 是2×2的矩阵;Δa、R 和Q 是2×1的向

量;ΔΩ 是频率增量,为实数.它们分别表示为

  C =

C11 =∫
2π

0
[(-Ω2

0sinτ+2ζΩ0cosτ+μ1sinτ+3μ2A
^2
0(Ba)2sinτ)]sinτdτ

C21 =∫
2π

0
[(-Ω2

0sinτ+2ζΩ0cosτ+μ1sinτ+3μ2A
^2
0(Ba)2sinτ)]cosτdτ

C12 =∫
2π

0
[(-Ω0

2cosτ+2ζΩ0sinτ+μ1cosτ+3μ2A
^2
0(Ba)2cosτ)]sinτdτ

C22 =∫
2π

0
[(-Ω2

0cosτ+2ζΩ0sinτ+μ1cosτ+3μ2A
^2
0(Ba)2cosτ)]cosτdτ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(37)
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R=
R11=∫

2π

0
-(Ω2

0z-″0+2ζΩ0z-'0+μ1z-0+μ2A
^2
0z-30-Ω2

0cosτ)sinτdτ

R21=∫
2π

0
-(Ω2

0z-″0+2ζΩ0z-'0+μ1z-0+μ2A
^2
0z-30-Ω2

0cosτ)cosτdτ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(38)

  Q =
Q11 =∫

2π

0
-(2Ω0B

··
a+2ζB

·
a-2Ω0cosτ)sinτdτ

Q21 =∫
2π

0
-(2Ω0B

··
a+2ζB

·
a-2Ω0cosτ)cosτdτ

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(39)

在一个频率增量和迭代周期中,确定频率增量

后,在CΔa=R 中进行牛顿迭代,最终可得到符合

精度的收敛解,即向量R 的模小于给定的收敛精

度.在强非线性或大幅值激励下,公式(34)的幅频

响应曲线会出现非线性共振峰,因此,在公式(36)
中使用了连续算法,以便在计算幅频响应曲线时平

滑地跃过非线性共振峰[34].迭代解的预测点如图5
所示,z-0、z-1、z-2 和z-3 为已知解,Δs是计算预测点

z-4 的外推弧长,z-4 表达式为

z-4=∑
3

i=0 ∏
3

j=0,j≠i

t4-tj

ti-tj  z-i (40)

其中

t0=0
t1=s1
t2=t1+s2
t3=t2+s3
t4=t3+Δs

s1= z-1-z-0 = ∑
3

j=1
[z-1(j)-z-0(j)]2

s2= z-2-z-1 = ∑
3

j=1
[z-2(j)-z-1(j)]2

s3= z-3-z-2 = ∑
3

j=1
[z-3(j)-z-2(j)]2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(41)
其中,z-0、z-1、z-2 和z-4 是Ω、a1、b1 的函数,用来计

算s1、s2 和s3.当Δs值足够小时,可对每个预测点

进行精确控制,具体方式为Δsj=Δsj-1Nd/Ij-1.

图5 基于已知解z-0、z-1、z-2 和z-3 的预测点z-4
[34]

Fig.5 Predicted
 

points
  

z-4 based
 

on
 

known
 

points
 

z-0、z-1、z-2 and
 

z-3
[34]

Δsj-1 是上一个弧长增量,Ij-1 是基于前一个预测

点的运算迭代次数.Nd 是牛顿迭代的预期次数,为
了达到最佳收敛效果,设定其值略大于1.

为验证增量谐波平衡法求解传递率的有效性,

将谐波平衡法(HBM)与增量谐波平衡法(IHBM)

的计算结果对比,如图6所示.在强、弱非线性两组

参数下,系统分别呈现线性与强非线性的动力学特

性.两种方法计算的相对位移传递率相同.

图6 强、弱非线性参数下谐波平衡法与增量谐波平衡法的
相对位移传递率

Fig.6 The
 

relative
 

displacement
 

transmissibility
 

calculated
 

using
 

HBM
 

and
 

IHBM
 

under
 

the
 

strong
 

and
 

weak
 

nonlinearity

3 仿真与实验

3.1 仿真分析
  

采用仿真分析验证QZS隔振器性能.首先,使
用三维建模软件SOLIDWORKS创建隔振器样机

的各个零部件,根据隔振器的运动方式,将零部件

组装成一个装配体,如图7所示.然后,将SOLID-
WORKS中的装配体文件转换为ADAMS可识别

的格式,并导入到ADAMS仿真软件中;同时对导

入的模型添加拉伸弹簧单元.随后,根据各零部件

之间的相对运动关系,进行布尔操作,并添加固定

副、移动副和旋转副,以确保隔振器能够正常运动.
  

实验样机中,正刚度拉伸弹簧上端连接固定挂

板,下端连接活动挂板,为隔振系统提供正刚度.负
刚度机构由水平拉伸弹簧和斜杆等零部件组成,斜
杆的两端分别与连接块和水平导杆铰接,负刚度拉

簧通过两端的挂钩挂在拉簧挂杆两端.实验时,隔
振质量固定在载物圆盘上,通过竖直导杆传递重
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力,带动活动挂板下移,直到斜杆处于水平状态时

的静平衡位置,达到可以进行仿真的工作状态.样
机主要参数如表1所示.

图7 隔振器的三维模型轴测图

Fig.7 Axonometric
 

view
 

of
 

the
 

QZS
 

isolator

表1 实验样机主要参数

Table
 

1 Main
 

parameters
 

of
 

the
 

experimental
 

prototype

Tension
 

spring
 

stiffness
k/(N/mm)

Tension
 

spring
 

stiffness
k1/(N/mm)

Horizontal
 

projection
a/mm

Vertical
 

projection
h/mm

Pre-stretch
value
δ/mm

0.9407 0.228 52.75 15.5 105

3.2 样机实验
  

设计和装配的拉伸弹簧单对斜杆QZS样机及

实验仪器如图8所示.样机中正、负刚度结构的弹性

元件是拉伸弹簧,与之前压缩弹簧和单对斜杆构造

的QZS样机相比[31],不会出现因压缩弹簧屈曲变形

后与导向杆滑动产生较大阻尼.拉伸弹簧构造的样

机阻尼更小,更有利于QZS隔振器低频隔振性能发

挥,同时解决了大阻尼恶化高频隔振效果的问题.动

态实验过程中,振动台提供位移激励;振动控制器设

置激励频率与幅值;两个激光位移传感器分别采集

隔振质量和振动台的位移,以计算位移传递率.
在加载2.43

 

kg的隔振质量后,QZS隔振器处

于静态平衡位置,对底座施加竖直方向的简谐位移

激励,幅值5
 

mm,频率范围从1
 

Hz到7
 

Hz.样机

动态实验结果、仿真结果与采用谐波平衡法和增量

谐波平衡法(仿真与理论计算的阻尼系数均为0.05)

得到的理论预测具有较好的一致性.若需精确阻尼

可通过参数辨识的方法确定等效阻尼[35-37].如图9
所示,将QZS隔振器与对应的线性隔振器(去掉产

生负刚度的水平拉伸弹簧)的传递率对比,QZS隔

振器的起始隔振频率约1.5
 

Hz,而对应线性隔振

器的起始隔振频率为6
 

Hz.QZS隔振器的隔振效

果明显优于线性隔振器,传递率更小,起始隔振频

率更低,在低频领域具有更强的隔振优势.线性隔

振器的承载质量与QZS隔振器一致.因此,通过实

验和仿真分析验证了基于拉伸弹簧设计QZS隔振

器的超低频隔振效果和理论.

图8 动态实验的QZS样机和实验设备

Fig.8 QZS
 

prototype
 

and
 

experimental
 

setup
 

in
 

dynamic
 

experiments

图9 样机实验、仿真分析与两种理论传递率对比

Fig.9 Transmissibility
 

comparison
 

of
 

prototype
 

experiment,
 

dynamics
 

simulation
 

and
 

two
 

theoretical
 

predictions

4 结论
  

(1)通过将拉伸弹簧替代压缩弹簧的方式,提
出了一对拉伸弹簧和单对斜杆负刚度机制的QZS
隔振器,以解决压缩弹簧实验模型中阻尼较大的问

题.静态分析推导了隔振器的QZS参数条件,分析

了参数影响下的 QZS特性,可实现静态平衡点附

近宽范围的QZS.
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(2)建立了QZS隔振器的位移激励运动方程,

分别采用谐波平衡法和增量谐波平衡法求解运动

方程,获得了相同的位移传递率,验证了增量谐波

平衡法求解 QZS隔振器位移传递率的有效性.在
进行谐波平衡法求解时,对运动方程进行了两种不

同形式的无量纲化,得到了相同的幅频方程,表明

无量纲不影响运动方程解的特性.
  

(3)依据QZS隔振器的理论设计和研究结果,

装配了 QZS隔振器的实验样机,开展了动态实验

和仿真分析验证.结果表明,实验、仿真和理论传递

率具有较好的一致性,QZS隔振器的起始隔振频

率达到1.5
 

Hz,而对应线性系统的起始隔振频率

为6
 

Hz.验证了QZS隔振器理论分析的正确性及

其所具有宽隔振频带和低传递率幅值的优良隔振

性能.
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