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摘要 本文利用待定张量法对非完整系统Appell方程进行Birkhoff化,并根据生成函数的构造原理确定生

成函数,给出Birkhoff辛格式,最后通过具体的Appell方程算例进行理论验证和仿真模拟,从一定程度上说

明了保辛算法随着时间演变更具有效性和优越性.
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Abstract In
 

this
 

paper,
 

the
 

undetermined
 

tensor
 

method
 

is
 

used
 

to
 

Birkhoffize
 

the
 

Appell
 

equation
 

for
 

a
 

nonholonomic
 

system.
 

The
 

generating
 

functions
 

are
 

obtained
 

according
 

to
 

the
 

construction
 

principle
 

of
 

generating
 

functions,
 

and
 

then
 

a
 

Birkhoff
 

symplectic
 

scheme
 

is
 

given.
 

Finally,
 

a
 

specific
 

example
 

of
 

Ap-
pell

 

equation
 

is
 

provided
 

to
 

verify
 

the
 

above
 

theory
 

and
 

simulate
 

this
 

example.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

preserving
 

algorithm
 

is
 

more
 

effective
 

and
 

superior
 

with
 

the
 

evolution
 

of
 

time.

Key
 

words nonholonomic
 

system, Appell
 

equation, preserving
 

symplectic
 

algorithm

引言
  

Appell方程[1,2]最早可以追溯到1899年法国

数学家Appell的著作《理性力学》,这个方程不仅

适用于完整系统,而且适用于非完整力学系统[3].
 

20世纪八十年代,我国著名学者梅凤翔教授在《高
等分析力学》一书中,把力学系统[4]十多种形式的

运动微分方程划分为三大体系,Appell体系成为了

分析力学理论中的三大力学体系之一,Appell方程

也成为非完整力学系统中独具特色的一类方程.
 

多年来,我国学者对非完整系统中一阶Nielsen方

程、Lagrange方程的研究以及应用等方面取得了

较多的成果,但针对非完整系统中高阶 Appell方

程的算法研究工作相对较少,这对于非完整力学系

统的理论研究成果在实际问题中的应用有较大的

影响.
  

关于Birkhoff系统动力学的研究是分析动力

学中一个比较重要的研究方向.在分析动力学中,

Birkhoff系统动力学是以Birkhoff方程和Pfaff-
Birkhoff原理[5]为基础建立起来的,是对 Hamil-
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ton系统动力学的推广[6],完整系统和非完整系统

一般都能通过各种形式进行Birkhoff化.因此,利
用Birkhoff函数研究高阶带有非完整约束动力学

系统的保结构算法具有重要的实际意义.本文以

Appell方程作为研究对象,采用待定张量法[7]对该

方程进行Birkhoff化,求解出满足条件的协变分

量,得到Birkhoff函数和Birkhoff函数组,其次根

据生成函数的构造原理[8]确定生成函数,确定Ap-

pell方程的Birkhoff辛格式[9],最后通过算例验证上

述理论分析的正确性,分别采用Runge-Kutta方法

和Birkhoff辛算法对其进行数值模拟计算[10],发现

Birkhoff辛算法在长期跟踪后更加准确.

1 非完整系统的高阶Appell方程的Birk-
hoff化

  

设力学系统的位形由n 个广义坐标qs(s=1,
…,n)确定,系统受到g 个理想m 阶非完整约束:

qε+β

(m)
=φβ(qs,q

·
s,…,qs

(m-1),qσ

(m),t)

β=1,…,g;ε=n-g;σ=1,…,ε;

s=1,…,n;m=0,1,2,…  
 

(1)

根据万有D􀆶Alembert原理可以得到该力学系统

的Appell方程[11]:

∂S
(m-2)

∂qσ

(m) +∑
g

β=1

∂S
(m-2)

∂qε+β

(m)
∂φβ

∂qσ

(m)=Q
~

σ

Q
~

σ =Qσ +∑
g

β=1
Qε+β

∂φβ

∂qσ

(m)

,(m ≥2) (2)

其中S 为加速度能量,Qσ 为广义力.
  

又非 自 治 的 Birkhoff 方 程 具 有 下 述 形

式[11,12]:

Kμv(t,z)z
·μ -

∂B(t,z)
∂zμ +

∂Fμ(t,z)
∂t  =0,  

(μ,v=1,2,…,2n) (3)

在上式中Kμv 为Birkhoff张量,可以表示为[13]

Kμv =
∂Fv

∂zμ -
∂Fμ

∂zv
,(μ,v=1,2,…,2n) (4)

  

针对上述高阶 Appell方程进行Birkhoff化,

首先需要将其化为标准的一阶形式[14]:

z·μ -σμ z,t  =0
  

(μ=1,2,…,2n) (5)

令

xs =qs,xn+s =q
·
s,…,x(m-1)n+s =qs

(m-1)
,

 

(s=1,…,n) (6)

zν =xν,σs =xn+s,…,σ
(m-2)n+s =x(m-1)n+s,

σ(m-1)n+s =hs,
 

(s=1,…,n) (7)

可以得到:

z·ν =σν,
  

(ν=1,2,…,mn) (8)
  

由于Birkhoff系统中变量zμ 的个数只能为偶

数,当变量个数为奇数时,需要增加一个方程:

z·0=1或z0=t (9)
  

其次,根据

∂Kμv

∂t +
∂Kμv

∂zρ +Kμρ
∂σρ

∂zv -Kvρ
∂σρ

∂zμ =0 (10)

可以列出m 个以待定分量Kμv 为未知函数的一阶

线性偏微分方程,并由此解出一组满足条件的协变

分量Kμv,同时还要求det(Kμv)≠0.
  

式(3)中的Birkhoff函数组Fμ 可以由下面两

种方法求得:
  

(1)
 

利用Santilli第二方法[14]

Fμ(z,t)=∫
1

0
τKμv(τz,t)dτ  zv (11)

  

(2)
 

当 μ<v 时,Birkhoff函 数 组 Fμ =

-Kμvz
v

当μ=v 时,Birkhoff函数组Fμ≡0
 

(12)

式(3)中 的 Birkhoff函 数 B 可 以 按 照 Cauchy-
Kovalevskaya方程构造[15-17]:

∂B(z,t)
∂zμ =Kμv(z,t)σμ -

∂Fμ(z,t)
∂t

,

(μ,v=1,2,…,2n) (13)

对其分别进行积分并整理,可以得到Birkhoff函数

B.
  

最后,由于Birkhoff方程总是自伴随的,则需

要验证B 和Fμ 是否满足自伴随条件[18]:

Kμv +Kvμ =0 (14a)

∂Kμv

∂zτ +
∂Kvτ

∂zμ +
∂Kτμ

∂zv =0 (14b)

∂Kμv

∂t =
∂
∂zμ

∂B
∂zv +

∂Fv

∂t  - ∂
∂zv

∂B
∂zμ +

∂Fμ

∂t  
 

(14c)

2 Appell方程的广义辛差分格式
  

假设存在一个带参数的可微映射h:β�β
^
=g

(β,t,t0),当其满足下面条件

∂g
∂β  

T

K[g(β,t,t0),t]
∂g
∂βi

=K(β,t0) (15)

并假定Birkhoff系统的一个离散的相流为βi+1=

21
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Φ(βi,ti),则可以将Birkhoff辛映射定义为

∂Φ
∂βi  

T

K(βi+1,ti+1)
∂Φ
∂βi

=K(βi,ti)
 

(16)

如果上 述 相 流 决 定 的 Φ 能 够 保 持 离 散 的

K(β,t)辛格式,那么这种离散格式被称为Birkhoff
方程的保辛算法.

  

生成函数法是现在比较成熟的一种保辛算法,
生成函数的构造定理为:设β→β'=h(β,t,t0):R2n

→R2n 是一个辛映射,其Jacobi矩阵可以表示为hβ

(β,t,t0)=U(β,t,t0),如果U 可以满足横截条件

CγU+Dγ ≠0,则存在梯度映射φ→φ'=g(φ,t,

t0),其Jacobi矩阵可以表示为gφ(φ,t,t0)=V(φ,

t,t0),并且是对称的,还存在一个生成函数ϕ(φ,

t,t0),使得

g(φ,t,t0)=ϕφ(φ,t,t0)

φ1[h(β,t,t0),β,t,t0]

 =g{φ2[h(β,t,t0),β,t,t0],t,t0} (17)
  

根据上述构造定理,设R4n 上存在自身到自身

的一个带有参数t和t0 的可逆映射,此映射为:

α(t,t0):
β'

β  → φ'

φ  =
α1(β',β,t,t0)

α2(β',β,t,t0)  (18)

映射α的映射矩阵为:

α*(β',β,t,t0)=
Aα Bα

Cα Dα  (19)

映射α需要将一个K
~
-Lagrange子流形映射到一个

J4n-Largange子流形,当且仅当

αT
*J

~
4nα* =

K(β',t) 0
0 -K(β,t0)  (20)

为了计算方便,我们令Bα=0,Cα=0,从而可以计

算出Aα,Dα.
  

根据

dφ'
dt =

∂φ'
∂β'
∂β'
∂t +

∂
∂tα1(β',β,t,t0)

 =AαK-1 -
∂B
∂zμ -

∂Fμ

∂t  +∂α1

∂t
(21a)

dφ
dt=

∂φ
∂β
∂β
∂t+

∂
∂tα2(β',β,t,t0)

 =CαK-1 -
∂B
∂zμ -

∂Fμ

∂t  +∂α2

∂t
(21b)

因此,φ,φ',α1,α2 可以求出.
  

利用生成函数ϕ(ω,t,t0)=α(t,t0),可以构造

广义Birkhoff辛格式.对步长τ>0取一个适当的

值,令

ψ
(m)
φ (φ,t0+τ,t0)=∑

m

i=0
τiϕ

(i)
φ (φ,t0),

(m=1,2,…) (22)
从而得到一个有m 阶精度的K(β,t)-辛离散格

式,使得

β=βk →βk+1=β'
α1(βk+1,βk,tk+1,tk)

 =ψ
(m)
ω [α2(βk+1,βk,tk+1,tk),tk+1,tk] (23)

3 算例
  

已知某系统的加速度能量为:

S=
1
2
(q
··2
1+q

··2
2) (24)

且该系统受到的非完整约束为:

q
··
2=tq

··
1-q

·
1 (25)

在此我们考虑Q1=0,Q2=q
·
1 的情况,可以由

式(2)得到该系统的Appell方程:
(t2+1)q

··
1-2tq

·
1=0 (26)

对其求解,可以得到:

 q1=
-t3-3t+3

3
,q2= -

t4

12+
t2

2+t+1 (27)
  

首先,令

z1=q1,z2=q2,z3=q
·
1,z4=q

·
2 (28)

则该Appell方程可以表为一阶标准形式:

z·1=z3,z·2=z4,

z·3=
2tz3

(1+t2)
,z·4=tz

·3-z3. (29)
  

其次,设Birkhoff张量Ωμv 为:

Kμv =

0 K12 K13 K14

-K12 0 K23 K24

-K13 -K23 0 K34

-K14 -K24 -K34 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(30)

其中,Ωμv 为待定分量,根据式(10)可以列出常微

分方程组:

dK12

dt =0,
 dK13

dt -K14=0,
 dK14

dt +K12=0,

dK23

dt -K24=0,
 dK24

dt =0,
 

dK34

dt +K14-K23=0. (31)

解上述常微分方程组可得:

K12=-1, K13=
1
2t

2, K14=t,

K23=t,  K24=1,  K34=0. (32)

31
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则Birkhoff张量为:

Kμv =

0 -1
t2

2 t

1 0 t 1

-
t2

2 -t 0 0

-t -1 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(33)
  

最后,Birkhoff函数组可以按照式(12)进行构造:

F1

F2

F3

F4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

0 -K12 -K13 -K14

0 0 -K23 -K24

0 0 0 -K34

0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

z1

z2

z3

z4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  =

z2-
1
2t

2z3-tz4

-tz3-z4

0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(34)

并将求出的Fμ 和已知的Birkhoff张量Kμv 代入

式(13)中,得到:

∂B
∂z1

=
2t3-t
(1+t2)

z3,∂B
∂z2

=-
5t2+1
(1+t2)

z3,

∂B
∂z3

= -
1
2t

2z3-tz4,
∂B
∂a4

= -tz3-z4.(35)

对上述式子分别进行积分并整理,可以得到:

B=-t2(z3)2-
(z4)2

2 +
2t3-t
(1+t2)

z1z3+

 5t
2+1

(1+t2)
z2z3-tz3z4 (36)

  

通过验证,上面求出的Fμ 和B 都满足自伴随

条件式(14).因此,根据式(1)可以将该系统的Ap-

pell方程化为Birkhoff形式:

0 -1
t2

2 t

1 0 t 1

-
t2

2 -t 0 0

-t -1 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

-t2+1
-2t

-
t3

3+t+1

-t2+1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 =

-
t5

6-
t3

2+
t2

2+3t

-
t4

3-t2+t+2

t4+3t2

2

t3+t

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(37)
  

我们对该题采用二阶Runge-Kutta法与辛算

法进行计算,为了说明两种数值之间的差别,我们

通过比较两种数值方法计算所得数值解和精确解

之间的相对误差.
 

同时,为了计算更加方便我们将

初始值设为:q1(0)=1,q2(0)=1,并令
 

C1=C3=
C4=1,C2=-1,在计算过程中,我们取步长为τ=
0.0001,通过图1的比较,可以清楚地发现在长期

跟踪下,Birkhoff辛算法的数值结果更加精确,误
差也更小,因此,保辛算法与传统Runge-Kutta法

经过比较,Birkhoff算法更加具有优越性.

图1 Birkhoff辛算法和二阶Runge-Kutta算法相对误差对比图

Fig.1 Comparison
 

of
 

relative
 

errors
 

of
 

Birkhoff
 

symplectic
 

algorithm
 

and
 

second-order
 

Runge-Kutta
 

method

4 结论
  

本文以高阶非完整 Appell方程作为研究对

象,利用待定张量法对其进行Birkhoff化,构造出

Birkhoff函数并确定了Birkhoff函数组,根据生成

函数的构造原理确定生成函数,进而给出了Appell
方程的Birkhoff辛格式.通过对高阶带有非完整约

束的 Appell方程的算例仿真,发现Birkhoff保辛

算法的误差更小,更加具有优越性.
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