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与 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性和守恒量
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摘要　Ｈｅｒｇｌｏｔｚ变分原理提供了非保守耗散问题的变分描述，同时变质量力学在自然界和工程领域有大量

的应用，因此将Ｈｅｒｇｌｏｔｚ变分原理应用于变质量力学系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程与守恒律研究，为研究变质量力学

提供了一个新的途径．文中建立了变质量力学系统的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型广义变分原理，导出了变质量系统的 Ｈｅｒ

ｇｌｏｔｚ型Ｌａｇｒａｎｇｅ方程．定义了变质量力学系统的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，建立并证明了 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型

Ｎｏｅｔｈｅｒ定理及其逆定理．文末给出两个变质量非保守系统的具体例子以说明结果的应用．

关键词　变质量力学系统，　 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型广义变分原理，　 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，　 守恒量

中图分类号：Ｏ３１６ 文献标志码：Ａ

引言

众所周知，对于非保守这样一类自然界广泛存

在的现象，人们无法将其纳入哈密顿变分原理的经

典框架之中［１］．德国数学家 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ提出的一类变
分问题［２］，不仅是对经典变分原理的推广，而且提

供非保守和耗散过程的变分描述．Ｈｅｒｇｌｏｔｚ变分问
题与经典变分问题的不同之处在于其微分方程不

仅取决于时间、曲线及其导数，还取决于积分泛函

本身．Ｄｏｎｃｈｅｖ［３］和 Ｌａｚｏ等［４，５］对若干重要的非保

守经典和量子系统的变分描述进行了研究，如：黏

性力下振动弦、非保守电磁理论、非保守薛定谔方

程等．Ｇｅｏｒｇｉｅｖａ和 Ｇｕｅｎｔｈｅｒ研究了 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型
Ｎｏｅｔｈｅｒ定理［６，７］．Ｓａｎｔｏｓ等［８，９］将 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ变分问
题推广到高阶微商情形．近年来，张毅等将Ｈｅｒｇｌｏｔｚ
变分问题引入力学系统［１０］，建立了非保守系

统［１１，１２］、非完整系统［１３］和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统［１４，１５］的

Ｈｅｒｇｌｏｔｚ变分原理和 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理．但是，到目前为
止关于 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ变分原理的研究还仅限于常质量

系统．
变质量系统力学研究质量变化的物体的运动

与作用在其上的力之间的关系．第一个系统地研究
变质量力学的是 Ｍｅｓｈｃｈｅｒｓｋｙ［１６］，通过引入质量以
不为零的相对速度分离或并入物体时所产生的冲

击力，他建立了变质量质点的动力学基本方程．
１９８９年，杨来伍和梅凤翔［１７］在他们的专著中系统

地介绍了变质量系统的牛顿力学和变质量系统的

分析力学．变质量系统在自然界和工程技术领域有
大量应用实例［１８－２０］，包括复杂系统，如火箭运动、

移动机器人拾取或释放物体等，以及简单系统，如

喷水系统或漏气的充气气球的运动等．守恒律是变
质量系统力学研究的一个重要方面．Ｃｖｅｔｉｃａｎｉｎ利
用ｄ’ＡｌｅｍｂｅｒｔＬａｇｒａｎｇｅ原理构建了变质量系统的
Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒律［２１］．梅凤翔在其著作［１，２２］中研究了

变质量力学系统的对称性与守恒量．最近，姜文安
等［２３－２５］研究了一类变质量系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒律
和Ｍｅｉ守恒律．

变质量力学系统的问题可分为两类［２６］：一类
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是质量变化不改变运动学性质；另一类是质量的变

化将引起系统运动学性质的改变．本文研究第一类
问题．将 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ广义变分原理推广到变质量非保
守力学系统，导出变质量系统的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ方程，研究并证明其 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理及其逆
定理．

１　变质量力学系统的Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程

　　假设变质量力学系统由 Ｎ个质点组成．在时
刻ｔ，第ｉ个质点的质量为ｍｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）；在时
刻ｔ＋ｄｔ，由质点分离（或并入）的微粒质量为
ｄｍｉ．设系统所受完整约束中不含质点的质量，质
点系的位形由ｎ个广义坐标ｑｓ（ｓ＝１，２，…，ｎ）确
定，并假设

ｍｉ＝ｍｉ（ｔ，ｑｓ，ｑ
·

ｓ） （１）
变质量力学系统的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ变分问题可表述

如下：

确定函数 ｑｓ（ｔ）（ｔ∈ ［ｔ１，ｔ２］），使得泛函
ｚ（ｔ２）取得极值，即 ｚ（ｔ２）→ ｅｘｔｒ．，其中 ｚ（ｔ）由微
分方程

ｚ·（ｔ）＝Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），ｑ
·

ｓ（ｔ），ｚ（ｔ），ｍｉ（ｔ，ｑｓ，ｑ
·

ｓ））

（２）
定义，且满足端点条件

ｑｓ（ｔ）｜ｔ＝ｔ１ ＝ｑｓ１，ｑｓ（ｔ）｜ｔ＝ｔ２ ＝ｑｓ２
（ｓ＝１，２，…，ｎ） （３）

和初始条件

ｚ（ｔ）｜ｔ＝ｔ１ ＝ｚ１ （４）
泛函ｚ（ｔ）也称为Ｈｅｒｇｌｏｔｚ作用量．

令
Д
Дｔ
，
Д
Дｑｓ
以及

Д
Дｑ
·

ｓ

分别表示将质量当作常数

时对ｔ，ｑｓ以及ｑ
·

ｓ的偏导数，称为凝固偏导数；符号

Ｄ
Ｄｔ表示将质量当作常数时对时间的导数，称为凝

固导数．
对方程（２）取等时变分，有

δｚ· ＝ДＬДｑｓ
δｑｓ＋

ДＬ
Дｑ·ｓ
δｑ·ｓ＋

Ｌ
ｍｉ
δｍｉ＋

Ｌ
ｚδ
ｚ （５）

其中

δｍｉ＝
ｍｉ
ｑｓ
δｑｓ＋

ｍｉ
ｑ·ｓ
δｑ·ｓ （６）

由交换关系

δｚ· ＝ｄｄｔδｚ （７）

则方程（５）可以表示为

ｄ
ｄｔδｚ＝Ａ＋

Ｌ
ｚδ
ｚ （８）

其中

Ａ＝ДＬ
Дｑｓ
δｑｓ＋

Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑｓ
δｑｓ＋

ДＬ
Дｑ·ｓ
δｑ·ｓ＋

Ｌ
ｍｉ
ｍｉ

ｑ
·

ｓ

δｑ
·

ｓ

（９）
方程（８）有解

δｚ（ｔ）ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）－δｚ（ｔ１）＝

　∫
ｔ

ｔ１
Ａｅｘｐ（－∫

ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）ｄτ （１０）

考虑到初始条件（４），且ｚ（ｔ２）取得极值，因此

有

δｚ（ｔ１）＝δｚ（ｔ２）＝０ （１１）
所以有

∫
ｔ２

ｔ１
Ａｅｘｐ（－∫

ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）ｄτ＝０ （１２）

将式（９）代入方程（１２），并对其中含 δｑ·ｓ的项

进行分部积分，得

∫
ｔ２

ｔ１
ｅｘｐ －∫

ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄ( )θ ДＬ

Дｑｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑｓ

{ －
Ｄ
Ｄｔ
ДＬ
Дｑ·ｓ
－

　 Ｌ
ｍｉ
ДＬ
Дｑ·ｓ
ｍ·ｉ－

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·( )
ｓ

＋Ｌ
ｚ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋

　Ｌ
ｚ
Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ· }
ｓ

δｑｓｄｔ＝０ （１３）

由于δｑｓ的独立性，根据变分学基本引理，可得

ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ） －

Ｄ
Ｄｔ
ДＬ

Дｑ
·

ｓ

＋ДＬ
Дｑｓ( ＋

　Ｌｚ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ψ)ｓ ＝０（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１４）

其中

ψｓ＝
Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑｓ
＋Ｌ
ｚ
Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
－ 
ｍｉ
ДＬ
Дｑ·ｓ
ｍ·ｉ－

　 ｄ
ｄｔ（
Ｌ
ｍｉ
ｍｉ

ｑ
·

ｓ

）

（１５）
方程（１４）称为变质量力学系统用凝固导数表

示的Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｌａｇｒａｎｇｅ方程．
容易证明下述关系：

７０１
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ｄ
ｄｔ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＝ＤＤｔ

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ 
ｍｉ
ДＬ
Дｑ·ｓ
ｍ·ｉ （１６）

将式（１６）代入式（１４）可得：

ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ） －

ｄ
ｄｔ
ДＬ

Дｑ
·

ｓ

＋ДＬ
Дｑｓ( ＋

　Ｌｚ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋φ)ｓ ＝０（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１７）

其中

φｓ＝
Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑｓ
＋Ｌ
ｚ
Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
－ｄｄｔ

Ｌ
ｍｉ
ｍｉ

ｑ
·( )
ｓ

（１８）
　　方程（１７）称为变质量力学系统用半凝固导数
表示的Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｌａｇｒａｎｇｅ方程．

容易证明下述关系：

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑ·ｓ
＝ｄｄｔ

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ｄｄｔ

Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·( )
ｓ

（１９）

Ｌ
ｑｓ
＝ДＬ
Дｑｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑｓ

（２０）

将式（１９）和式（２０）代入式（１７）可得

ｅｘｐ －∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄ( )θ －ｄｄｔ

Ｌ

ｑ
·

ｓ

＋Ｌ
ｑｓ
＋Ｌ
ｚ
Ｌ

ｑ
·( )
ｓ

＝

　０（ｓ＝１，２，…，ｎ） （２１）
方程（２１）称为变质量力学系统用普通导数表

示的Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｌａｇｒａｎｇｅ方程．
上述三类变质量系统的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型 Ｌａｇｒａｎｇｅ

方程是经典变质量完整力学系统广义坐标表示的

Ｌａｇｒａｎｇｅ方程［１７］的推广．文献［１７］指出：当质点质
量依赖于广义坐标、广义速度和时间时，应用凝固

导数表示的方程最简便，应用普通导数表示的方程

最繁杂．

２　Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性

引入时间ｔ和广义坐标ｑｓ的ｒ参数有限变换群

Ｇｒ的无限小变换

ｔ－＝ｔ＋Δｔ，ｑ－ｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋Δｑｓ（ｓ＝１，２，…，ｎ）
（２２）

或其展开式

ｔ－ ＝ｔ＋εαξ
α
０（ｔ，ｑｓ，ｑ

·

ｓ，ｍｉ，ｚ），

ｑ－ｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋εαξ
α
ｓ（ｔ，ｑｊ，ｑ

·

ｊ，ｍｉ，ｚ），
（ｓ，ｊ＝１，２，…，ｎ；α＝１，２，…，ｒ；
ｉ＝１，２，…，Ｎ） （２３）

其中，εα为无限小的参数，ξ
α
０和 ξαｓ称为该变换的

生成元．在变换式（２２）的作用下，Ｈｅｒｇｌｏｔｚ作用量 ｚ
变成

ｚ－（ｔ－）＝ｚ（ｔ）＋Δｚ（ｔ） （２４）
全变分 Δｚ是 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ作用量 ｚ在无限小变换

中相对于εα的主线性部分的前后之差．对任意函
数Ｆ（ｔ），有如下关系

ΔＦ＝δＦ＋Ｆ·Δｔ （２５）

对于完整约束系统，有交换关系

ｄ
ｄｔδＦ＝δ

ｄ
ｄｔＦ＝δＦ

·
（２６）

因此得到

ΔＦ· ＝ｄｄｔΔＦ－Ｆ
· ｄ
ｄｔΔｔ （２７）

对式（２）进行非等时变分：

Δｚ· ＝ДＬДｔΔ
ｔ＋ДＬ
Дｑｓ
Δｑｓ＋

ДＬ
Дｑ·ｓ
Δｑ·ｓ＋

Ｌ
ｚΔ
ｚ＋Ｌ
ｍｉ
Δｍｉ

（２８）
由于

Δｍｉ＝
ｍｉ
ｔΔ
ｔ＋
ｍｉ
ｑｓ
Δｑｓ＋

ｍｉ
ｑ·ｓ
Δｑ·ｓ （２９）

将式（２９）代入式（２８），并利用关系式（２７），得
ｄ
ｄｔΔｚ＝

ДＬ
ДｔΔ
ｔ＋ДＬ
Дｑｓ
Δｑｓ＋

ДＬ
Дｑ·ｓ
Δｑ·ｓ＋

Ｌ
ｚΔ
ｚ＋

　 Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｔΔ
ｔ＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑｓ
Δｑｓ＋

Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
Δｑ·ｓ＋

　ＬｄｄｔΔｔ （３０）

方程（３０）的解为

Δｚ（ｔ）ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）－Δｚ（ｔ１）＝

　∫
ｔ

ｔ１
ｅｘｐ（－∫

τ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）（ДＬДｔΔ{ ｔ＋

　ДＬДｑｓ
Δｑｓ＋

ДＬ
Дｑ·ｓ
Δｑ·ｓ＋Ｌ

ｍｉ
ｍｉ
ｔΔ
ｔ＋

　Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑｓ
Δｑｓ＋

Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
Δｑ·ｓ＋Ｌ

ｄ
ｄｔΔｔ}）ｄτ

（３１）

显然Δｚ（ｔ１）＝０，所以方程（３１）还可以写为

Δｚ（ｔ）ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）＝

∫
ｔ

ｔ１

ｄ
ｄτ ＬΔｔ＋（ДＬ

Дｑ·ｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
）（Δｑｓ[ －ｑ·ｓΔｔ{ ]{ ）

８０１
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　ｅｘｐ（－∫
τ

ｔ

Ｌ
ｚ
ｄθ}）＋

　ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）（－ＤＤｔ

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ДＬ
Дｑｓ
＋

　Ｌｚ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ψｓ）（Δｑｓ－ｑ

·

ｓΔｔ}）ｄτ＝０ （３２）

由于

Δｔ＝εαξ
α
０，Δｑｓ＝εαξ

α
ｓ （３３）

将式（３３）代入式（３１）可得

Δｚ（ｔ）ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）＝

　∫
ｔ

ｔ１
ｅｘｐ（－∫

τ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）（ДＬ

Дτ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
τ
）ξα０[{ ＋

　（ДＬ
Дｑｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑｓ
）ξαｓ＋（

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
）ξ
·
α
ｓ＋

　（Ｌ－ДＬ
Дｑ·ｓ
ｑ·ｓ－

Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
ｑ·ｓ）ξ

·α] }０ εαｄτ （３４）

将式（３３）代入式（３２）可得

Δｚ（ｔ）ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）＝

　∫
ｔ

ｔ１

ｄ
ｄτ Ｌξα０＋（

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
）ξ－α[ ]{{ ｓ

　ｅｘｐ（－∫
τ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ}）＋

　ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）（－ＤＤｔ

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ДＬ
Дｑｓ
＋

　Ｌｚ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ψｓ）ξ

－α}ｓ εαｄτ＝０ （３５）

其中

ξ－αｓ ＝ξαｓ－ｑ
·

ｓξα０ （３６）
定义１　对于变质量力学系统（１４），如果对于

无限小变换（２２）的每一个变换，等式
Δｚ（ｔ２）＝０ （３７）

成立，则称变换是该系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换．
根据定义１以及方程（３４），可以得到如下判

据．
判据１　在变质量力学系统（１４）中，对于无限

小变换（２３），假设生成元ξα０，ξαｓ符合下列条件

（
ДＬ
Дｔ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｔ
）ξα０＋（

ДＬ
Дｑｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑｓ
）ξαｓ＋

　（ДＬ
Дｑ·ｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
）ξ·αｓ＋（Ｌ－

ДＬ
Дｑ·ｓ
ｑ·ｓ－

　 Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
ｑ·ｓ）ξ

·α
０ ＝０（α＝１，２，…，ｒ） （３８）

则称变换是该系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换．
当ｒ＝１时，式（３８）给出

（
ДＬ
Дｔ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｔ
）ξ０＋（

ДＬ
Дｑｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑｓ
）ξｓ＋

　（ДＬ
Дｑ·ｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
）ξ·ｓ＋（Ｌ－

ДＬ
Дｑ·ｓ
ｑ·ｓ－

　 Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
ｑ·ｓ）ξ

·

０ ＝０ （３９）

式（３９）为变质量力学系统（１４）的Ｎｏｅｔｈｅｒ等式．

３　Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｎｏｅｔｈｅｒ定理

定理１　对于变质量力学系统（１４），若给定的

有限变换群 Ｇｒ的无限小变换（２３）是 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换，则系统存在ｒ个线性独立的守恒
量

ＩαＮ ＝ Ｌξα０＋（
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
）ξ－α[ ]ｓ ｅｘｐ

　 （－∫
τ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）＝ｃα （４０）

证明　由于无限小变换（２３）是变质量力学系
统（１４）的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换，根据定义
１，有Δｚ（ｔ２）＝０．利用公式（３５），得到

∫
ｔ２

ｔ１

ｄ
ｄτ Ｌξα０＋（

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
）ξ
－
α[ ]ｓ{{ ｅｘｐ

　（－∫
τ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ}）＋ｅｘｐ（－∫

ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）

　（－
Ｄ
Ｄｔ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ДＬ
Дｑｓ
＋Ｌ
ｚ
ДＬ

Дｑ
·

ｓ

＋ψｓ）ξ
－α}ｓ εαｄτ＝０

（４１）
由于区间［ｔ１，ｔ２］是任意的，εα是相互独立的，根
据变分法的基本引理，得到

ｄ
ｄｔ Ｌξα０＋（

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
）ξ－α[ ]ｓ{ ｅｘｐ

　（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ}）＋ｅｘｐ（－∫

ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）

　（－ＤＤｔ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ДＬ
Дｑｓ
＋Ｌ
ｚ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ψｓ）ξ

－α
ｓ ＝０

（４２）

对于变质量力学系统有 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程（１４），因此得

ｄ
ｄｔ Ｌξα０＋（

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
）ξ－α[ ]ｓ{ ｅｘｐ

９０１
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　（－∫
τ

ｔ

Ｌ
ｚ
ｄθ}） ＝０ （４３）

积分便可得到守恒量（４０）．

４　Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理

已知变质量力学系统（１４）有 ｒ个线性独立的
守恒量

Ｉα ＝Ｉα（ｔ，ｑｓ，ｑ
·

ｓ，ｍｉ，ｚ）＝ｃα（α＝１，２，…，ｒ）

（４４）

求满足Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的生成函数ξα０和

ξαｓ．

将式（１４）乘ξ－αｓ，并对ｓ求和，得到

ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）（－ＤＤｔ

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ДＬ
Дｑｓ
＋

　Ｌ
ｚ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ψｓ）ξ

－α
ｓ ＝０ （４５）

将式（４４）对ｔ求导数后与式（４５）相加，展开得

ДＩα

Дｔ
＋ДＩ

α

Дｑｓ
ｑ·ｓ＋

ДＩα

Дｑ·ｓ
ｑ··ｓ＋

Ｉα

ｍｉ
ｍ·ｓ＋

Ｉα

ｚ
Ｌ＋

　ｅｘｐ（－∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）（－ＤＤｔ

ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ДＬ
Дｑｓ
＋

　Ｌ
ｚ
ДＬ
Дｑ·ｓ
＋ψｓ）ξ

－α
ｓ ＝０ （４６）

令含ｑ··ｋ项的系数为０，可得

ДＩα

Дｑ·ｓ
＋Ｉ

α

ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
－ξ－αｋｅｘｐ（－∫

ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）

　 Д２Ｌ
Дｑ·ｓДｑ

·

ｋ

＋ 
ｍｉ
ДＬ
Дｑ·ｋ

ｍｉ
ｑ·ｓ
＋
ｑ·ｓ
（
Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｋ

[ ]） ＝
　０（ｓ＝１，２，…ｎ；α＝１，２，…，ｒ） （４７）

再令式（４４）等于式（４０），可得

ξα０ ＝
１
Ｌ ｅｘｐ（∫

ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄθ）Ｉ[ α－

　（ДＬ
Дｑ·ｓ
＋Ｌ
ｍｉ
ｍｉ
ｑ·ｓ
）ξ－α]ｓ （α＝１，２，…，ｒ） （４８）

由式（４７）和式（４８）可以找到无限小生成函
数，它们对应变质量力学系统（１４）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称
变换．于是有：

定理２　对于变质量力学系统（１４），如果已知
ｒ个线性独立的守恒量（４４），那么生成函数由
式（４７）和式（４８）确定的无限小变换相应于系统的
Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．

定理 ２称为变质量力学系统的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型

Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理．

５　算例

例１　假设一变质量质点在铅垂平面内运动，
其质量为

ｍ（ｔ）＝ｍ０ｅｘｐ（－αｔ）（ｍ０ ＝ｃｏｎｓｔ．；

α＝ｃｏｎｓｔ．，α＞０） （４９）
设质点的运动受黏性阻尼的作用，阻尼系数为ｃ＝
ｃｏｎｓｔ．，微粒分离的绝对速度为零．试研究该系统
的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性和守恒量．

选取广义坐标ｑ１ ＝ｘ，ｑ２ ＝ｙ，则系统的 Ｈｅｒ
ｇｌｏｔｚ型Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２ｍ（ｔ）（ｑ
·２
１＋ｑ

·２
２）－ｍ（ｔ）ｇｑ２－

　［ ｃ
ｍ（ｔ）＋α］ｚ （５０）

其中，泛函ｚ满足

ｚ· ＝１２ｍ（ｔ）（ｑ
·２
１＋ｑ

·２
２）－ｍ（ｔ）ｇｑ２－

　［ ｃ
ｍ（ｔ）＋α］ｚ （５１）

根据式（１４）给出该系统的运动方程为
ｅｘｐ［λ（ｔ）］［－ｍ（ｔ）ｑ··１－ｃｑ

·

１］＝０，

ｅｘｐ［λ（ｔ）］［－ｍ（ｔ）ｑ··２－ｍ（ｔ）ｇ－ｃｑ
·

２］＝０

（５２）

其中，λ（ｔ）＝ｃ（ｅ
αｔ－ｅαｔ１）
αｍ０

＋α（ｔ－ｔ１）．

Ｎｏｅｔｈｅｒ等式（３９）给出

［－１２αｍ（ｔ）（ｑ
·２
１＋ｑ

·２
２）＋αｍ（ｔ）ｇｑ２－

　 αｃ
ｍ（ｔ）ｚ］ξ０－ｍ（ｔ）ｇξ２＋ｍ（ｔ）ｑ

·

１ξ
·

１＋

　ｍ（ｔ）ｑ·２ξ
·

２－
１
２ｍ（ｔ）（ｑ

·２
１＋ｑ

·２
２）＋ｍ（ｔ）ｇｑ２{ ＋

　［ ｃｍ（ｔ）＋α］}ｚξ·０ ＝０ （５３）

方程（５３）有解

ξ０ ＝０，ξ１ ＝１，ξ２ ＝０ （５４）

ξ０ ＝０，ξ１ ＝－
ｃ

αｍ（ｔ）
－ｌｎｑ·１，ξ２ ＝０ （５５）

由定理１，得到
ＩＮ ＝ｅｘｐ［λ（ｔ）］ｍ（ｔ）ｑ

·

１ ＝ｃｏｎｓｔ． （５６）

ＩＮ ＝ｅｘｐ［λ（ｔ）］ｍ（ｔ）ｑ
·

１［－
ｃ

αｍ（ｔ）
－ｌｎｑ·１］＝

０１１
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　ｃｏｎｓｔ． （５７）
式（５６）和式（５７）分别为生成函数（５４）、函数

（５５）相应的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量．
根据 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型 Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理，由已知的守

恒量求Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．假设系统有守恒量（５６），
则由式（４７）和式（４８），可以得到

ｅｘｐ［λ（ｔ）］ｍ（ｔ）（１－ξ－１）＝０，

－ｅｘｐ［λ（ｔ）］ｍ（ｔ）ξ－２ ＝０ （５８）
以及

ξ０ ＝
ｍｑ·１－ｍｑ

·

１ξ
－
１－ｍｑ

·

２ξ
－
２

Ｌ （５９）

由方程（５８）和方程（５９）解得

ξ０ ＝０，ξ１ ＝１，ξ２ ＝０ （６０）
例２　球形的雨滴在大气中下落，沿途受到水

汽的充实．设雨滴的初始半径为 ｒ０，由于凝聚，雨

滴的质量以正比于其表面积的速率增加［２２］，比例

系数为α．假设雨滴下落过程中受到与速度成正比
的阻力作用，阻力系数为 μ．试研究该系统的
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量．

因为

ｄｍ
ｄｔ＝４πｒ

２α，ｒ＝ｒ０＋αｔ （６１）

故有

ｍ（ｔ）＝４３πｒ
３ （６２）

系统的Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２ｍ（ｔ）（ｑ
·２
１＋ｑ

·２
２＋ｑ

·２
３）－ｍｇｑ３－（

μ
ｍ－
３α
ｒ）ｚ

（６３）
式中的Ｈｅｒｇｌｏｔｚ作用量ｚ（ｔ）满足方程

ｚ· ＝１２ｍ（ｔ）（ｑ
·２
１＋ｑ

·２
２＋ｑ

·２
３）－ｍｇｑ３－（

μ
ｍ－
３α
ｒ）ｚ

（６４）
根据式（１４），该系统的运动微分方程为
ｅｘｐ［λ（ｔ）］（－ｍｑ··１－μｑ

·

１）＝０，

ｅｘｐ［λ（ｔ）］（－ｍｑ··２－μｑ
·

２）＝０，

ｅｘｐ［λ（ｔ）］（－ｍｑ··３－ｍｇ－μｑ
·

３）＝０ （６５）
其中

λ（ｔ）＝３ｌｎ（
ｒ０＋αｔ１
ｒ ）＋ ３μ

８πα（ｒ０＋αｔ１）
２－

　 μｒ
２αｍ

（６６）

Ｎｏｅｔｈｅｒ等式（３９）给出

２πｒ２α（ｑ·２１＋ｑ
·２
２＋ｑ

·２
３）－４πｒ

２αｇｑ３－
３αμ
ｍｒ[ ]ｚξ０－

　ｍ（ｔ）ｇξ３＋ｍ（ｔ）ｑ
·

１ξ
·

１＋ｍ（ｔ）ｑ
·

２ξ
·

２＋

　ｍ（ｔ）ｑ·３ξ
·

３－
１
２ｍ（ｔ）（ｑ

·２
１＋ｑ

·２
２＋ｑ

·２
３[ ）＋

　ｍ（ｔ）ｇｑ３＋（
μ
ｍ－

３α
ｒ）]ｚξ·０ ＝０ （６７）

方程（６７）有解

ξ０ ＝０，ξ１ ＝１，ξ２ ＝１，ξ３ ＝０ （６８）

ξ０ ＝０，ξ１ ＝
３μ
８παｒ２

－ｌｎｑ
·

１，ξ２ ＝１，ξ３ ＝０

（６９）
由定理１，得到
ＩＮ ＝ｅｘｐ［λ（ｔ）］［ｍ（ｔ）ｑ

·

１＋ｍ（ｔ）ｑ
·

２］＝ｃｏｎｓｔ．
（７０）

ＩＮ ＝ｅｘｐ［λ（ｔ）］［ｍｑ
·

２＋ｍｑ
·

１（
３μ
８παｒ２

－

　ｌｎｑ·１）］＝ｃｏｎｓｔ． （７１）
式（７０）、式（７１）分别为生成函数（６８）、函数（６９）
所导致的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量．

根据 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型 Ｎｏｅｔｈｅｒ逆定理，由已知守恒
量求Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．假设系统有守恒量（７０），则
由式（４７）和式（４８），可以得到

ｅｘｐ［λ（ｔ）］ｍ（ｔ）（１－ξ－１）＝０，

ｅｘｐ［λ（ｔ）］ｍ（ｔ）（１－ξ－２）＝０，

－ｅｘｐ［λ（ｔ）］ｍ（ｔ）ξ－３ ＝０ （７２）
以及

ξ０ ＝
ｍ（ｔ）（ｑ·１＋ｑ

·

２－ｑ
·

１ξ
－
１－ｑ

·

２ξ
－
２－ｑ

·

３ξ
－
３）

Ｌ
（７３）

由方程（７２）、方程（７３）解得

ξ０ ＝０，ξ１ ＝１，ξ２ ＝１，ξ３ ＝０ （７４）

６　结论

变质量力学系统研究的是物体质量在不断变

化的状态下，物体运动状态与作用在其上力的关

系．由于变质量系统在自然界和工程领域普遍存
在，因此变质量力学的研究具有重要意义．本文研
究了变质量力学系统的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程
与Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性及其守恒量，主要工作如下：提出
了变质量力学系统中的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型广义变分原理，
并基于该原理建立了分别用凝固导数、半凝固导

数、普通导数表示的变质量力学系统的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型
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Ｌａｇｒａｎｇｅ方程（１４）、式（１７）和式（２１）；提出了变质
量力学系统Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的定义及其
判据方程（３９）；建立并证明了变质量力学系统
Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｎｏｅｔｈｅｒ定理（定理 １）及其逆定理（定
理２）．
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