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摘要　 研究了矩形脉冲激励下 ＳＭＡ 振子瞬态响应的全局特性.采用多项式形式的本构方程描述 ＳＭＡ 弹簧

的恢复力ꎬ以此建立 ＳＭＡ 振子的动力学方程ꎻ且将矩形脉冲激励的 ＳＭＡ 振子的瞬态响应响应分为两个阶

段:第一阶段是在外力恒定时的衰减振动ꎻ第二阶段是没有外力激励的衰减振动.讨论了平衡点的数目ꎬ给出

了 ＳＭＡ 振子的在不同条件下的相平面和时间历程图.最后ꎬ采用数值解验证理论分析结果的有效性.研究结

果表明ꎬ对于不同强度及宽度的矩形脉冲激励ꎬＳＭＡ 振子会收敛到不同的稳定平衡点ꎬ收敛时间较短.

关键词　 ＳＭＡ 振子ꎬ　 矩形脉冲ꎬ　 全局特性ꎬ　 瞬态响应ꎬ　 衰减振动
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引言

形状记忆合金(ＳＭＡ)与普通金属相比具有许

多独有的性能ꎬ例如ꎬＳＭＡ 在低温下受力变形ꎬ然
后受热超过一定的温度时ꎬ就会恢复原始形状.当
温度大于奥氏体相变结束温度时ꎬＳＭＡ 在外力作

用下产生非弹性应变ꎬ当卸载后即便不受热也能恢

复到原来的形状ꎬ呈现出迟滞循环效应.基于迟滞

循环效应ꎬ学者提出了不同本构模型[１－５]ꎬ主要分

为三类:(１) Ｔａｎａｋａ 系列模型ꎬ该系列模型形式简

单ꎬ避开不便于测量的参量ꎬ有利工程计算ꎬ是应用

较广泛的本构模型ꎻ(２)改进的 Ａｕｒｉｃｃｈｉｏ 模型ꎬ该
模型通过引入残余马氏体体积分数ꎬ能够很好地预

测应变控制下的残余变形随循环次数不断积累的

结果ꎬ但对应力控制下循环变形行为还有待于深入

研究ꎻ(３) 基于塑性理论的 Ｇｒａｅｓｓｅｒ￣Ｃｏｚｚａｒｅｌｌｉ 模

型ꎬ该模型能够描述 ＳＭＡ 超弹性特性和马氏体滞

变特性ꎬ但增加了公式复杂度ꎬ给工程应用带来不

便.
利用 ＳＭＡ 的独特力学特性ꎬ可以制成各种智

能的、参数可控的 ＳＭＡ 元件ꎬ用于工程结构、机械

设备等的变形及振动控制. ＳＭＡ 元件形状包括丝、
板、簧、管、钉和圈等ꎬ其中应用最为广泛的是 ＳＭＡ

螺旋弹簧ꎬ它作为驱动器ꎬ已用于汽车节温器、气体

管道防火阀、机器人手爪以及过电流保护器等装

置.近年来ꎬ一些学者对 ＳＭＡ 弹簧振子的动力学特

性进行了大量的研究ꎬ取得一系列的成果:Ｐｉｃｃｉｒｉｌｌｏ
研究了 ＳＭＡ 弹簧振子的主共振和低温状态下系统

的自由振动[６] 及 ＳＭＡ 振子系统的亚谐共振[７]ꎻ
Ｐｉｃｃｉｒｉｌｌｏ 研究了 ＳＭＡ 振子系统的混沌控制问

题[８ꎬ９] .Ｂｒｕｎｏ Ｃａｒｄｏｚｏ 研究了 ＳＭＡ 振子的碰撞问

题[１０]ꎻＳｐａｎｏｓ 研究了随机激励作用下的 ＳＭＡ 弹簧

振子的响应问题[１１] .
冲击指一个系统的载荷在瞬间突然改变ꎬ 从

而激发系统物理量的突然变化ꎬ并且在一个相当小

的空间内释放出相当大的能量.例如火箭、飞机、船
舶、车辆及各种工程机械在工作过程中经常受到冲

击的作用ꎬ从而会对结构、性能以及安装设备带来

一定的损伤和破坏ꎬ工程中的大部分冲击信号可以

简化成矩形脉冲的形式ꎬ故需要研究系统受到矩形

脉冲冲击作用的效果.
本文采用形状记忆合金的多项式本构关系模

型描述 ＳＭＡ 弹簧的恢复力ꎬ对受矩形脉冲激励下

的 ＳＭＡ 振子的特性做系统的研究ꎬ分析该系统振

动衰减的特征.首先将矩形脉冲作用下的非线性耗

散系统的响应分为两个过程:第一个过程是外力作
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用下的衰减振动ꎻ第二个过程是系统无外力作用下

的衰减振动.由于大量的非线性动力系统具有多个

平衡点ꎬ且具有不稳定流形ꎬ不稳定流形将相平面

划分为若干个区域.

１　 矩形脉冲激励的 ＳＭＡ 振子模型

ＳＭＡ 振子模型如图 １ 所示.矩形脉冲如图 ２ 所

示ꎬ其数学表达式如公式(１)所示.

图 １　 ＳＭＡ 振子示意图

Ｆｉｇ.１　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ＳＭＡ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｕｌｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

图 ２　 矩形脉冲示意图

Ｆｉｇ.２　 Ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｕｌｓｅ

Ｆ( ｔ)＝
Ｆ０ ０≤ｔ≤ｔ０
０ ｔ>ｔ０{ (１)

本文采用文献[１２]的本构方程:

δ＝ ｑ(Ｔ－ＴＭ)ε－ｂε３＋ ｂ２

４ｑ(ＴＡ－ＴＭ)
ε５ (２)

在(２)式中ꎬδ 为应力ꎬε 为应变ꎬ且 ｑ>０ꎬｂ>０ 是材

料常数ꎬＴ 为温度ꎬＴＡ 为奥氏体相变临界温度ꎬＴＭ

为马氏体相变临界温度.则弹簧的恢复力为:
Ｋ(ｘꎬＴ)＝ ｑ(Ｔ－ＴＭ)Ｘ－ｂＸ３＋ｅＸ５ (３)

其中ꎬｑ＝ ｑＡｒ / Ｌꎬｂ＝ ｂＡｒ / Ｌ３ꎬｅ＝ ｅＡｒ / Ｌ５ꎬＡｒ 为弹簧丝的

面积ꎬ弹簧的原长度为 Ｌ.建立图 １ 所示的 ＳＭＡ 振

子的振动方程:
ｍＸ̈＋ｃＸ̇＋Ｋ(ＸꎬＴ)＝ Ｆ( ｔ) (４)

令 ｘ＝ Ｘ
Ｌ
ꎬｔ＝ω０ｔꎬｔ０ ＝ω０ｔ０ꎬ引入无量纲参数 β ＝

ｅＡｒ

ｍＬω２
０

ꎬ

α＝
ｂＡｒ

ｍＬω２
０

ꎬμ ＝ ｃ
２ｍω０

ꎬρ ＝ ω
ω０

ꎬｆ( ｔ) ＝ Ｆ
ｍＬω２

０

ꎬ ｆ０ ＝
Ｆ０

ｍＬω２
０

ꎬ

θ＝ Ｔ
ＴＭ

ꎬω２
０ ＝

ｑＡｒＴＭ

ｍＬ
ꎬ重新标度方程(３)可得:

ｘ̈＋２μｘ̇＋(θ－１)ｘ－αｘ３＋βｘ５ ＝ ｆ( ｔ) (５)
其中ꎬα>０ꎬβ>０.

２　 系统的平衡点分析

令 ｘ̇＝ ｙꎬ则方程(５)可以写为:
ｘ̇＝ ｙ

ｙ̇＝ －２μｙ－(θ－１)ｘ＋αｘ３－βｘ５＋ｆ(τ)
(６)

当 ｔ>ｔ０ 时ꎬ平衡点方程为:
ｙ＝ ０
２μｙ＋(θ－１)ｘ－αｘ３＋βｘ５ ＝ ０

(７)

当 ０≤ｔ≤ｔ０ 时ꎬ平衡点方程为:
ｙ＝ ０
２μｙ＋(θ－１)ｘ－αｘ３＋βｘ５＋ｆ０ ＝ ０

(８)

由方程(７)可得:
βｘ４－αｘ２＋(θ－１)＝ ０ (９)

ｘ２
１ꎬ２ ＝

α± α２－４β(θ－１)
２β

(１０)

由于 α>０ꎬβ>０ꎬ当 θ<１ 时ꎬ系统处于完全马氏

体状态ꎬ方程(５)具有三个平衡点ꎻ当 θ＝ １ 时ꎬ系统

处于临界状态ꎬ方程(５)具有五个平衡点ꎬ其中三

个平衡点是重合点.当 θ>１ 时ꎬ系统处于马氏体和

奥氏体共存的状态ꎬ方程(５)具有五个平衡点.当矩

形脉冲的作用ꎬ方程(６)的平衡点与方程(５)的平

衡点相比ꎬ不但位置会改变ꎬ而且平衡点的数量也

可能会发生变化.令:
Ｈ(ｘ)＝ (θ－１)ｘ－αｘ３＋βｘ５＋ｆ０ (１１)

Ｇ１(ｘ)＝ －(θ－１)ｘ＋αｘ３－βｘ５

Ｇ２(ｘ)＝ ｆ０
(１２)

则曲线 Ｇ１(ｘ)和曲线 Ｇ２(ｘ)的交点即为方程(７)的
解.Ｈ(ｘ)对 ｘ 求导可得:

Ｈｘ(ｘ)＝ (θ－１)－３αｘ２＋５βｘ４ (１３)
由 Ｈｘ(ｘ)＝ ０ 可以解得:

ｘ２
１ꎬ２ ＝

３α± ９α２－２０β(θ－１)
１０β

(１４)

令:

δ１ ＝
３α＋ ９α２－２０β(θ－１)

１０β

１２５
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δ１ ＝ － ３α－ ９α２－２０β(θ－１)
１０β

(１５)

当 θ<１ꎬＧ１(ｘ)与 Ｇ２(ｘ)相交示意图如图 ３ 所示ꎻ当
θ＝ １ 时ꎬＧ１(ｘ)与 Ｇ２(ｘ)相交示意图如图 ４ 所示ꎻ当
θ>１ 时ꎬＧ１(ｘ)与 Ｇ２(ｘ)相交示意图如图 ５ 所示.

图 ３　 当 θ<１ 时ꎬＧ１(ｘ)与 Ｇ２(ｘ)相交示意图

Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｇ１(ｘ) ａｎｄ Ｇ２(ｘ)ꎬ ｗｈｅｎ θ<１

图 ４　 当 θ＝ １ 时ꎬＧ１(ｘ)与 Ｇ２(ｘ)相交示意图

Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｇ１(ｘ) ａｎｄ Ｇ２(ｘ)ꎬ ｗｈｅｎ θ＝ １

图 ５　 当 θ>１ 时ꎬＧ１(ｘ)与 Ｇ２(ｘ)相交示意图

Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｇ１(ｘ) ａｎｄ Ｇ２(ｘ)ꎬ ｗｈｅｎ θ>１

从图 ３、图 ４ 可以看出ꎬ当 θ≤１ꎬ０< ｆ０<Ｈ(δ１)ꎬ
方程 Ｈ(ｘ)＝ ０ 有三个实数解ꎻ当 θ≤１ꎬｆ０ ＝Ｈ( δ１)ꎬ
方程 Ｈ(ｘ)＝ ０ 有两个实数解ꎻ当 θ≤１ꎬｆ０ >Ｈ( δ１)ꎬ
方程 Ｈ(ｘ)＝ ０ 有一个实数解.从图 ５ 可以看出ꎬ当
θ>１ꎬ０< ｆ０<Ｈ(δ２)ꎬ方程 Ｈ(ｘ)＝ ０ 有五个实数解ꎻ当
θ>１ꎬｆ０ ＝Ｈ(δ２)ꎬ系统有四个实数解ꎻ当 θ>１ꎬＨ(δ２)
< ｆ０<Ｈ ( δ１ )ꎬ系统有三个实数解ꎻ当 θ > １ꎬ ｆ０ ＝ Ｈ

(δ１)ꎬ系统有两个实数解ꎻ当 θ>１ꎬｆ０ >Ｈ( δ１)ꎬ系统

具有一个实数解.

３　 全局特性分析

矩形脉冲作用下的耗散系统的响应可以分为

两个过程:(１) 外力作用下ꎬ系统从(０ꎬ０)点出发ꎬ
向相应平衡点衰减振动的过程ꎬ当 ｔ ＝ ｔ０ 时ꎬ系统在

相平面的位置记为 ｐꎻ(２) 系统无外力作用ꎬ从 ｐ 点

出发ꎬ向对应的平衡点衰减振动的过程.由于大量

的非线性系统具有多个平衡点ꎬ且具有不稳定流

形ꎬ不稳定流形将相平面划分为若干个区域ꎬ当 ｐ
处于不同的区域时ꎬ系统会收敛到不同的平衡点ꎬ
所以第一个过程结束时ꎬ系统的位置 ｐ 决定了受脉

冲激励作用下的非线性动力系统的解收敛的平衡

点.下面采用相平面讨论矩形脉冲作用下的 ＳＭＡ
振子的定性性质.

当 θ<１ꎬｆ０ 取不同参数ꎬ系统相平面如图 ６、图
７、图 ８ 和图 ９ 所示.图 ６ 表明:当 ０< ｆ０<Ｈ(δ１)ꎬ系统

有三个平衡点 Ａ、Ｂ、Ｃꎻ其中 Ａ、Ｂ 是焦点ꎬＣ 是鞍

点ꎻ系统从(０ꎬ０)点出发ꎬ 收敛于 Ｂ 点.图 ７ 表明:
当 ｆ０ ＝Ｈ(δ１)ꎬ系统有两个平衡点 Ａ、Ｂꎻ其中 Ａ 是尖

点ꎬＢ 是焦点ꎬ系统从(０ꎬ０)点出发ꎬ收敛于 Ｂ 点.图
８ 表明:当 ｆ０>Ｈ(δ１)ꎬ系统只有一个平衡点 Ａꎻ且 Ａ
是焦点ꎻ系统从(０ꎬ０)点出发ꎬ收敛于 Ａ 点.图 ９ 表

明:当 ｆ０ ＝ ０ 时ꎬ即 ｔ>τ０ 时ꎬ系统具有三个平衡点 Ａ、
Ｂ、Ｃꎻ其中 Ａ、Ｂ 是焦点ꎬＣ 是鞍点ꎻ且不稳定流形将

相平面分为两个区域ꎬ两个区域交替出现.若第一

阶段结束时候系统运动运动到 ｐ１ 点ꎬ则系统第二

阶段会收敛到 Ｂ 点ꎬ若系统第一阶段运动到 ｐ２ 点ꎬ
则系统第二阶段会收敛到 Ａ 点.

当 θ ＝ １ꎬ ｆ０ 取不同参数时ꎬ系统相平面如图

１０、图 １１、图 １２、图 １３ 所示.图 １０ 表明:当 ０< ｆ０<Ｈ
(δ１)时ꎬ系统具有三个平衡点 Ａ、Ｂ、Ｃꎻ其中ꎬＡ 和 Ｂ
是焦点ꎬＣ 是鞍点ꎻ系统从(０ꎬ０)点出发ꎬ收敛于 Ｂ
点.图 １１ 表明:当 ｆ０ ＝Ｈ(δ１)ꎬ系统具有两个平衡点

Ａ、Ｂꎻ其中 Ａ 是尖点ꎬＢ 是焦点ꎻ系统从(０ꎬ０)点出

发ꎬ收敛于 Ｂ 点.图 １２ 表明:当 ｆ０>Ｈ(δ１)ꎬ系统只有

一个平衡点 Ａꎻ且 Ａ 是焦点ꎻ系统从(０ꎬ０)点出发ꎬ
收敛于 Ａ 点.图 ９ 表明:当 ｆ０ ＝ ０ 时ꎬ即 ｔ>τ０ 时ꎬ系统

有三个平衡点 Ａ、Ｂ、Ｃꎻ其中 Ａ、Ｂ 是焦点ꎬＣ 是鞍

点ꎻ且不稳定流形将整个相平面分为两个区域ꎬ两
个区域交替出现.若第一阶段结束时候系统运动运

２２５
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动到 ｐ１ 点ꎬ则系统第二阶段会收敛到 Ｂ 点ꎬ若系统

第一阶段运动到 ｐ２ 点ꎬ则系统第二阶段会收敛到

Ａ 点.

图 ６　 当 θ<１ꎬ０< ｆ０<Ｈ(δ１)时ꎬ系统相平面图

Ｆｉｇ. ６　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬｗｈｅｎ θ<１ ａｎｄ ０< ｆ０<Ｈ(δ１)

图 ７　 当 θ<１ꎬｆ０ ＝Ｈ(δ１)时ꎬ系统相平面图

Ｆｉｇ.７　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ<１ ａｎｄ ｆ０ ＝Ｈ(δ１)

图 ８　 当 θ<１ꎬｆ０>Ｈ(δ１)时ꎬ系统相平面图

Ｆｉｇ.８　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ<１ ａｎｄ ｆ０>Ｈ(δ１)

图 ９　 当 θ<１ꎬｆ０ ＝ ０ 时ꎬ系统相平面图

Ｆｉｇ.９　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ<１ ａｎｄ ｆ０ ＝ ０

图 １０　 当 θ＝ １ꎬ０< ｆ０<Ｈ(δ１)时ꎬ系统相平面图

Ｆｉｇ.１０　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ＝ １ ａｎｄ ０< ｆ０<Ｈ(δ１)

图 １１　 当 θ＝ １ꎬｆ０ ＝Ｈ(δ１)时ꎬ系统相平面图

Ｆｉｇ.１１　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ＝ １ ａｎｄ ｆ０ ＝Ｈ(δ１)

图 １２　 当 θ＝ １ꎬｆ０>Ｈ(δ１)时ꎬ系统相平面图

Ｆｉｇ.１２　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ＝ １ ａｎｄ ｆ０>Ｈ(δ１)

图 １３　 当 θ＝ １ꎬｆ０ ＝ ０ 时ꎬ系统相平面图

Ｆｉｇ.１３　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ＝ １ ａｎｄ ｆ０ ＝ ０

当 θ≤１ 时ꎬ系统在第二阶段的相平面均被不

稳定流形分为两个区域ꎬ且系统均有两个焦点ꎬ通
过以上分析ꎬ可以得到系统的时间历程图ꎬ当系统
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第二阶段收敛到 Ｂ 点时ꎬ系统的时间历程示意图如

图 １４ 所示ꎬ当系统第二阶段收敛到 Ａ 点时ꎬ系统的

时间历程示意图如图 １５ 所示.

图 １４　 当 θ≤１ꎬ系统收敛到 Ｂ 点时ꎬ系统的时间历程曲线

Ｆｉｇ.１４　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｗｈｅｎ θ≤１ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｔｏ

ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ Ｂ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｓｔａｇｅ

图 １５　 当 θ≤１ꎬ系统收敛到 Ａ 点时ꎬ系统的时间历程曲线

Ｆｉｇ.１５　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｗｈｅｎ θ≤１ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｔｏ

ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ Ａ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｓｔａｇｅ

当 θ>１ꎬｆ０ 取不同参数ꎬ系统相平面如图 １６ ~
图 ２１ 所示.图 １６ 表明:当 ０< ｆ０<Ｈ(δ２)时ꎬ系统有五

个平衡点 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅꎻ Ａ、Ｂ 和 Ｅ 是焦点ꎬＣ、Ｄ 为

鞍点.系统从(０ꎬ０)点出发ꎬ收敛于 Ｂ 点.图 １７ 表

明:当 ｆ０ ＝Ｈ(δ２)时ꎬ系统有四个平衡点 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄꎻ
Ｄ 是尖点ꎬＡ、Ｂ 是焦点ꎬＣ 是鞍点.系统从(０ꎬ０)点
出ꎬ收敛于 Ｂ 点.图 １８ 表明:当 Ｈ( δ２) < ｆ０ <Ｈ( δ１)
时ꎬ系统有三个平衡点 Ａ、Ｂ、Ｃꎻ其中ꎬＡ、Ｂ 是焦点ꎬ
Ｃ 是鞍点.系统从(０ꎬ０)点出发向ꎬ收敛于 Ｂ 点.图
１９ 表明:当 ｆ０ ＝Ｈ(δ１)ꎬ系统有两个平衡点 Ａ、Ｂꎻ且
Ａ 是尖点ꎬＢ 是焦点.系统从(０ꎬ０)点出发ꎬ收敛于

Ｂ 点.图 ２０ 表明:当 ｆ０ >Ｈ(δ１)时ꎬ系统只有一个平

衡点 Ａꎻ且 Ａ 是焦点.系统从(０ꎬ０)点出发ꎬ收敛于 Ａ
点.图 ２１ 表明:当 ｆ０ ＝０ 时ꎬ即 ｔ>τ０ꎬ系统具有五个平

衡点 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅꎻ其中 Ａ、Ｂ、Ｅ 是焦点ꎬＣ、Ｄ 是鞍

点ꎻ且不稳定流形将相平面分为三个区域ꎬ三个区

域交替出现.第一阶段结束时候系统运动到 ｐ１ 点ꎬ

系统第二阶段会收敛到 Ａ 点ꎻ系统第一阶段运动

到 ｐ２ 点ꎬ则系统第二阶段会收敛到 Ｂ 点ꎻ若第一阶

段结束时候系统运动到 ｐ３ 点ꎬ则系统第二阶段会

收敛到 Ｅ 点.

图 １６　 当 θ>１ꎬ０< ｆ０<Ｈ(δ２)时ꎬ系统相平面图

Ｆｉｇ.１６　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ>１ ａｎｄ ０< ｆ０<Ｈ(δ２)

图 １７　 当 θ>１ꎬｆ０ ＝Ｈ(δ２)时ꎬ系统的相平面图

Ｆｉｇ.１７　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ>１ ａｎｄ ｆ０ ＝Ｈ(δ２)

图 １８　 当 θ>１ꎬＨ(δ２)< ｆ０<Ｈ(δ１)时ꎬ系统的相平面

Ｆｉｇ.１８　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ>１ ａｎｄ Ｈ(δ２)< ｆ０<Ｈ(δ１)

图 １９　 当 θ>１ꎬｆ０ ＝Ｈ(δ１)时ꎬ系统的相平面

Ｆｉｇ.１９　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ>１ ａｎｄ ｆ０ ＝Ｈ(δ１)
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图 ２０　 当 θ>１ꎬｆ０>Ｈ(δ１)时ꎬ系统的相平面

Ｆｉｇ.２０　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ>１ ａｎｄ ｆ０>Ｈ(δ１)

图 ２１　 当 θ>１ꎬｆ０ ＝ ０ 时ꎬ系统的相平面

Ｆｉｇ.２１　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｅｎ θ>１ ａｎｄ ｆ０ ＝ ０

当 θ>１ 时ꎬ系统在第二阶段的相平面被不稳定

流形分为三个区域ꎬ且系统均有三个焦点.通过以

上分析ꎬ可以得到系统的时间历程图.当系统第二

阶段收敛到 Ｅ 点时ꎬ系统的时间历程示意图如图

２２ 所示ꎻ当系统第二阶段收敛到 Ｂ 点时ꎬ系统的时

间历程示意图如图 ２３ 所示ꎻ当系统第二阶段收敛

到 Ａ 点时ꎬ系统的时间历程示意图如图 ２４ 所示.

图 ２２　 当 θ>１ꎬ系统收敛到 Ｅ 点时ꎬ系统的时间历程曲线

Ｆｉｇ.２２　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｗｈｅｎ θ>１ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｔｏ

ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ Ｅ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｓｔａｇｅ

图 ２３　 当 θ>１ꎬ系统收敛到 Ｂ 点时ꎬ系统的时间历程曲线

Ｆｉｇ.２３　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｗｈｅｎ θ>１ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｔｏ

ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ Ｂ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｓｔａｇｅ

图 ２４　 当 θ>１ꎬ系统收敛到 Ａ 点时ꎬ系统的时间历程曲线

Ｆｉｇ.２４　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｗｈｅｎ θ>１ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｔｏ

ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ Ａ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｓｔａｇｅ

４　 数值分析

从以上分析可知ꎬ当系统自由衰减振动时ꎬ随
着初值不同ꎬＳＭＡ 振子会收敛到不同平衡点.当 θ<１
时ꎬ系统有两种情况ꎻ一种是收敛到 Ａ 点ꎬ另一种情

况是收敛到 Ｂ 点.在数值模拟中ꎬ取 β ＝ １ꎬ μ ＝ ０.１ꎬ
τ０ ＝ ８ꎬα＝ ０.２５ꎬθ ＝ ０.２５.当 ｆ０ ＝ １ 时ꎬ得到第一种情

况ꎬ如图 ２５ 所示ꎻ当 ｆ０ ＝ １.５ 时ꎬ得到第二种情况ꎬ
如图 ２６ 所示.

图 ２５　 当 θ＝ ０.２５ꎬｆ０ ＝ １ 时系统响应

(ａ)相平面图ꎻ(ｂ)时间历程图

Ｆｉｇ.２５　 Ｗｈｅｎ θ＝ ０.２５ ａｎｄ ｆ０ ＝ １ꎬ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

(ａ)ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅꎻ(ｂ)ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ

图 ２６　 当 θ＝ ０.２５ꎬｆ０ ＝ １.５ 时系统响应

(ａ)相平面图ꎻ(ｂ)时间历程图

Ｆｉｇ.２６　 Ｗｈｅｎ θ＝ ０.２５ ａｎｄ ｆ０ ＝ １.５ꎬｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

(ａ)ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅꎻ(ｂ)ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ

当 θ＝ １ 时ꎬ系统有两种情况ꎻ一种是收敛到 Ｂ
点ꎬ另一种情况是收敛到 Ａ 点.数值模拟中ꎬ取
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β＝ １ꎬμ＝ ０.１ꎬτ０ ＝ ８ꎬα ＝ １.２５ꎬθ ＝ １.当 ｆ０ ＝ ０.５ 时ꎬ得
到第一种情况ꎬ如图 ２７ 所示ꎻ当 ｆ０ ＝ １ 时ꎬ得到第二

种情况ꎬ如图 ２８ 所示.

图 ２７　 当 θ＝ １ꎬｆ０ ＝ ０.５ 时ꎬ系统响应

(ａ)相平面图ꎻ(ｂ)时间历程图

Ｆｉｇ.２７　 Ｗｈｅｎ θ＝ １ ａｎｄ ｆ０ ＝ ０.５ꎬｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

(ａ)ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅꎻ(ｂ)ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ

图 ２８　 当 θ＝ １ꎬｆ０ ＝ １ 时系统响应

(ａ)相平面图ꎻ(ｂ)时间历程图

Ｆｉｇ.２８　 Ｗｈｅｎ θ＝ １ ａｎｄ ｆ０ ＝ １ꎬｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

(ａ)ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅꎻ(ｂ)ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ

当 θ>１ 时ꎬ系统有两种情况ꎻ第一种是收敛到

Ｂ 点ꎬ第二种情况是收敛到 Ａ 点ꎬ第三种情况是收

敛到 Ｅ 点.在数值模拟中ꎬ取 β ＝ １ꎬμ ＝ ０.１ꎬτ０ ＝ ８ꎬα
＝ １.２５ꎬθ＝ １.２５.当 ｆ０ ＝ ０.６ 时ꎬ得到第一种情况ꎬ如
图 ２９ 所示ꎻ当 ｆ０ ＝ １.５ 时ꎬ得到第二种情况ꎬ如图 ３０
所示ꎻ当 ｆ０ ＝ １.４ 时ꎬ得到第二种情况ꎬ如图 ３１ 所示.

图 ２９　 当 θ＝ １.２５ꎬｆ０ ＝ ０.６ 时ꎬ系统响应

(ａ)相平面图ꎻ(ｂ)时间历程图

Ｆｉｇ.２９　 Ｗｈｅｎ θ＝ １.２５ ａｎｄ ｆ０ ＝ ０.６ꎬｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

(ａ)ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅꎻ(ｂ)ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ

图 ３０　 当 θ＝ １.２５ꎬｆ０ ＝ １.４ 时系统响应

(ａ)相平面图ꎻ(ｂ)时间历程图

Ｆｉｇ.３０　 Ｗｈｅｎ θ＝ １.２５ ａｎｄ ｆ０ ＝ １.４ꎬｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

(ａ)ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅꎻ(ｂ)ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ

图 ３１　 当 θ＝ １.２５ꎬｆ０ ＝ １.５ 时系统响应

(ａ)相平面图ꎻ(ｂ)时间历程图

Ｆｉｇ.３１　 Ｗｈｅｎ θ＝ １.２５ ａｎｄ ｆ０ ＝ １.５ꎬ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

(ａ)ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅꎻ(ｂ)ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ

以上分析表明:对于不同强度及宽度的矩形脉

冲激励ꎬＳＭＡ 振子会收敛到不同的平衡点ꎬ收敛时

间较短ꎬ该性质有利于 ＳＭＡ 弹簧作为减振或隔振

设施.

５　 小结

本文研究了矩形脉冲激励的 ＳＭＡ 振子的全局

动力学行为.矩形脉冲激励 ＳＭＡ 振子的响应分为

两个阶段:第一阶段是在外力恒定激励下的衰减振

动ꎻ第二阶段是没有外力激励的衰减振动.在不同

的衰减阶段ꎬ平衡点数目不同ꎬ相平面的轨迹亦不

同.由于平衡点的数目随系统结构参数 θ 和脉冲激

励参数 ｆ０ 变化ꎬ因此给出了不同条件下的相平面

轨迹和时间历程图.最后ꎬ给出算例的数值解ꎬ证明

了理论结果的有效性.研究结果表明:对于不同强

度及宽度的矩形脉冲激励ꎬＳＭＡ 振子会收敛到不

同的稳定平衡点ꎬ收敛时间较短.
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