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摘要　 为了提高四旋翼无人飞行器的运动稳定性ꎬ通过改变机械结构参数ꎬ研究了变结构参数对系统稳定

性的影响.本文以四旋翼无人飞行器的偏航阶段为对象ꎬ根据基于动力学模型的李雅普诺夫指数计算过程ꎬ

得到了影响系统稳定性的主要机械结构参数ꎬ并采用李雅普诺夫指数法建立其主要机械结构参数与系统运

动稳定性之间的量化关系ꎬ以期指导系统的机械结构设计及控制系统优化ꎬ提高系统的可靠性和稳定性ꎬ最

后ꎬ通过实验验证理论仿真分析过程中的结论.该方法与李雅普诺夫的第二法相比ꎬ其主要优势是计算指数

方法的可构建性ꎬ并可以使复杂非线性系统的稳定性分析成为可能.

关键词　 四旋翼无人飞行器ꎬ　 机械结构参数ꎬ　 运动稳定性ꎬ　 李雅普诺夫指数
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引言

四旋翼无人飞行器凭借具有可垂直起降、空中

悬停、机动灵活等特点ꎬ被大量应用于地质勘查、管
线巡检和物品运载等领域[１ꎬ２] .然而ꎬ由于四旋翼无

人飞行器具有非线性、欠驱动和强耦合等动态特

性ꎬ研究人员常将其作为理论研究、方法验证的载

体.已有的研究主要集中在四旋翼无人飞行器的高

性能运动和编队控制ꎬ但很少有从机械结构参数角

度出发来研究变结构参数与系统运动稳定性关系

的报道[３] .四旋翼无人飞行器稳定性的自身因素主

要包括机械结构和控制力矩等参数ꎬ而控制力矩的

大小又与机械结构参数密切相关[４ꎬ５] .因此ꎬ建立四

旋翼无人飞行器机械结构、控制力矩等参数与系统

运动稳定性之间的关系变得尤为重要.
李雅普诺夫稳定性理论是非线性系统稳定性

分析的重要工具ꎬ其核心是构建一个李雅普诺夫函

数.文献[６]通过牛顿欧拉方法建立了无气动载荷

作用下的无人飞行器系统的动力学方程ꎬ并通过李

雅普诺夫直接法分析了系统的姿态稳定性.文献

[７ꎬ８]在建立微小型无人飞行器系统的李雅普诺

夫函数基础上ꎬ分析系统的运动稳定性ꎬ并分别设

计了系统的神经自适应控制器及全局轨迹跟踪控

制器.然而没有一般规则来构建这样一个李雅普诺

夫函数ꎬ而且构造方法也不唯一ꎬ大大限制了该方

法的广泛应用.对于四旋翼无人飞行器等含噪声干

扰、多自由度、强耦合的非线性系统ꎬ其动力学方程

非常复杂ꎬ无法准确地构造其李雅普诺夫函数ꎬ甚
至无法得到ꎬ这使得许多非线性系统的稳定性难以

解决.
李雅普诺夫指数可以用来描述在相空间中相

互靠近的两条轨迹随着时间的推移ꎬ按指数分离或

聚合的平均变化率ꎬ其可以用来分析运动稳定

性[９－１１] .基于动力学模型的李雅普诺夫指数已经得

到发展ꎬ它被广泛地用来诊断混沌和复杂非线性系

统的稳定性分析[１２ꎬ１３] . Ａｓｏｋａｎｔｈａｎ 和 Ｗａｎｇ[１４]研究

扭转万向节驱动系统的稳定性ꎻＧｉｌａｔ 和 Ａｂｏｕｄｉ[１５]

研究了非线性弹性复合材料板的参数稳定ꎻＷｕ
Ｑｉｏｎｇ[１６]通过李雅普诺夫指数方法研究了被动双

足机器人稳定性ꎻ张文超[１７] 将李雅普诺夫指数法

应用在自然循环流动不稳定性混沌预测中.因此ꎬ
李雅普诺夫指数法为量化稳定性提供了重要方法.
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１　 基于李雅普诺夫指数的稳定性分析过程

李雅普诺夫指数可以描述系统受到扰动后的

初值与原初值两条轨道随时间收敛或发散的平均

指数率.当李雅普诺夫指数小于 ０ 时ꎬ系统的相轨

道吸引到一个稳定的固定点上ꎬ整个系统是稳定

的.负的李雅普诺夫指数是耗散系统或者非保守系

统(如阻尼谐波振子)的基本特征ꎬ而且这个负值

越大相轨道收敛的越快ꎬ系统到达稳定状态的速度

越快ꎬ当这个负值趋向于无穷大时系统是超稳定

的.如果系统是稳定的ꎬ其李雅普诺夫指数中至少

有一个小于 ０ꎬ并且所有指数之和同时小于 ０.当李

雅普诺夫指数大于 ０ 时ꎬ系统是不稳定的或混沌

的.李雅普诺夫指数为 ０ 时ꎬ相轨迹是周期性运动ꎬ
而所有的指数和可以认为是大体上表征轨线总的

平均发散或收敛的快慢[１８] .
李雅普诺夫指数可以通过动力学方程或状态

量的时间序列两种方式获得ꎬ本文采用基于动力学

方程的方法其计算公式为[１９]:

λ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
ｌｎ ｄｆ(Ｘ)

ｄＸ Ｘｉ

(１)

其中ꎬ状态方程是通过非线性系统的动力学方程转

化得到的.李雅普诺夫指数的大小由函数 ｆ(Ｘ)在

Ｘ ｉ 处的雅可比矩阵 ｜ ｄｆ / ｄＸ ｜决定的ꎬ其整个计算步

骤如下:
(１)构建基于空间算子的模块化运动学及动

力学方程ꎬ欧拉￣庞卡莱形式:
ｑ̇＝Ｖ(ｑ)ｐ
Ｍ(ｑ) ｐ̇＋Ｃ(ｑꎬｐ)ｐ＋Ｆ(ｐꎬｑꎬｕ)＝ ０
(２)将动力学方程转化为状态方程:
ｄＸ( ｔ)

ｄｔ
＝ ｆ Ｘ( ｔ)( )

(３)计算 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵[２０]:
ｄｆ(Ｘ) / ｄＸ Ｘｉ

(４)计算李雅普诺夫指数谱:

λ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
ｌｎ ｄｆ(Ｘ) / ｄＸ Ｘｉ

２　 动力学建模

首先建立四旋翼无人飞行器动力学模型ꎬ建立

图 １ 所示的四旋翼无人飞行器机体坐标系 Ｂ(ｘꎬｙꎬｚ)
和大地坐标系 Ｅ(ＸꎬＹꎬＺ) .假设:(１)四旋翼无人飞

行器是刚体ꎬ且完全均匀对称ꎻ(２)机体坐标原点 Ｂ
与无人飞行器的质心是完全重合ꎻ(３)无人飞行器

的螺旋桨为刚体ꎬ不考虑其结构和弹性变形.其中

Ωｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４)表示旋翼的转速.当 Ω１ ＝Ω３ ＝Ω２ ＝
Ω４ 时ꎬ四旋翼无人飞行器处于悬停或者上升和下

降阶段ꎻ当 Ω１ ＝Ω３ 且 Ω２≠Ω４ 时ꎬ系统处于滚转阶

段ꎻ当 Ω１≠Ω３ 且 Ω２ ＝Ω４ 时ꎬ系统处于俯仰阶段ꎻ当
Ω１ ＝Ω３≠Ω２ ＝Ω４ 时ꎬ系统处于偏航阶段.

图 １　 系统示意图

Ｆｉｇ.１　 Ｓｙｓｔｅｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ

基于欧拉￣庞卡莱法建立四旋翼无人飞行器的

动力学模型:
ｑ̇＝Ｖ(ｑ)ｐ (２)
Ｍ(ｑ) ｐ̇＋Ｃ(ｑꎬｐ)ｐ＋Ｆ(ｐꎬｑꎬｕ)＝ ０ (３)

式中ꎬｐ＝(ｐꎬｑꎬｒꎬｕꎬｖꎬｗ)是伪速度矢量ꎬ即 ｐꎬｑꎬｒꎬ
ｕꎬｖꎬｗ 分别是关于 ｘꎬｙꎬｚ 的角速度和线速度ꎻｑ ＝
(ϕꎬθꎬψꎬｘꎬｙꎬｚ)是广义坐标矢量ꎬ即 ϕꎬθꎬψꎬｘꎬｙꎬｚ
分别是关于 ｘꎬｙꎬｚ 的角度和线位移ꎻＶ(ｑ)是运动

学矩阵ꎻＭ(ｑ)是惯性矩阵ꎻＣ(ｑꎬｐ)是陀螺矩阵ꎻＦ
(ｐꎬｑꎬｕ)包含空气动力ꎬ重力以及控制输入的总

和ꎻＵ 是控制输入矢量.
Ｖ(ｑ)＝

１ ０ ０ ０ ０ ０
ＳθＴθ Ｃϕ ＳϕＣ

－１
θ ０ ０ ０

ＣϕＴθ －Ｓψ ＣψＣ
－１
θ ０ ０ ０

０ ０ ０ ＣθＣψ ＣθＳψ －Ｓθ

０ ０ ０ ＳϕＳθＣψ－ＣϕＳψ ＳϕＳθＳψ＋ＣϕＳψ ＳϕＣθ

０ ０ ０ ＣϕＳθＣψ＋ＳϕＳψ ＣϕＳθＳψ－ＳϕＣψ ＣϕＣθ
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Ｕ＝(Ｕ１ꎬＵ２ꎬＵ３ꎬＵ４) Ｔ

其中ꎬＵ１ ＝Ｆ１ ＋Ｆ２ ＋Ｆ３ ＋Ｆ４ꎬＵ２ ＝ Ｆ２ －Ｆ４ꎬＵ３ ＝ Ｆ１ －Ｆ３ꎬ
Ｕ４ ＝Ｋ(Ｆ１－Ｆ２＋Ｆ３－Ｆ４) .

８９４
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Ｆ(ｐꎬｑꎬｕ)＝

－ＬＵ２

－ＬＵ３

－Ｕ４

ｍｇＳθ－Ｕ１ ＣϕＣψＳθ＋ＳϕＳψ( )
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Ｆ＝ １
２
ρＡＣＴＲ２Ω２

其中ꎬＩｘꎬＩｙ 和 Ｉｚ 分别为系统 ｘꎬｙ 和 ｚ 轴的转动惯

量ꎻＬ 是旋翼与无人飞行器中心的距离ꎻＡ ＝πＲ２ꎬＲ

为旋翼半径ꎻρ 为空气密度ꎻＫ ＝ＣＱ / ＣＴꎬ为旋翼扭矩

系数ꎻＣＴ 为旋翼升力系数ꎻΩ 为旋翼转速ꎻＵｌ 为垂

直速度控制量ꎬＵ２ 为滚转输入控制量ꎬＵ３ 为俯仰控

制输入量ꎬＵ４ 为偏航控制量ꎻＦ 为各旋翼所受到的

拉力ꎻｍ 为系统质量ꎻｇ 为重力加速度ꎻϕ 为系统绕

ｘ 轴方向的滚转角(ｒａｄ)ꎬθ 为系统绕 ｙ 轴方向的俯

仰角(ｒａｄ)ꎬψ 为系统绕 ｚ 轴方向的偏航角(ｒａｄ)ꎻＳϕ

＝ｓｉｎϕꎬＣϕ ＝ｃｏｓϕꎬＳθ ＝ｓｉｎθꎬＣθ ＝ ｃｏｓθꎬＣ－１
θ ＝ ｓｅｃθꎬＴθ ＝

ｔａｎθꎬＳψ ＝ｓｉｎψꎬＣψ ＝ｃｏｓψ.
由运动学方程式(２)和动力学方程式(３)得:

ｑ̇＝

ｐ＋ｑＳϕＴθ＋ｒＣϕＴθ

ｑＣϕ－ｒＳϕ

ｑＳϕＣ
－１
θ ＋ｒＣϕＣ

－１
θ

ｕＣθＣψ＋ｖ ＳθＳϕＣψ－ＣϕＳψ( ) ＋ｗ ＳθＣϕＣψ＋ＳϕＳψ( )

ｕ ＣθＳψ( ) ＋ｖ ＳθＳϕＳｖ＋ＣϕＣψ( ) ＋ｗ ＣϕＳθＳψ－ＳϕＣψ( )

－ｕＳθ＋ｖＳϕＣθ＋ｗＣϕＣθ
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(４)

ｐ̇＝

－(－Ｉｙｑｒ＋Ｉｚｑｒ－ＬＵ２) / Ｉｘ
－(Ｉｘｐｒ－Ｉｚｐｒ－ＬＵ３) / Ｉｙ
－(－Ｉｘｐｑ＋Ｉｙｐｑ－Ｕ４) / Ｉｚ

－[(－ｍｒｖ＋ｍｑｗ＋ｍｇＳθ－Ｕ１(ＣϕＣψＳθ＋ＳϕＳψ) ] / ｍ

－[(ｍｒｕ－ｍｐｗ－ｍｇＣθＳϕ－Ｕ１(－ＣψＳϕ＋ＣϕＳθＳψ) ] / ｍ

－[(－ｍｑｕ＋ｍｐｖ－ｍｇＣθＣϕ－Ｕ１ＣθＣϕ) ] / ｍ
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(５)
式(４)和(５)可以被转化成系统状态方程式:
Ｘ̇＝ ｆ(Ｘ) (６)

式中ꎬ
Ｘ＝[ｑ ｐ] Ｔ ＝(ϕꎬθꎬψꎬｘꎬｙꎬｚꎬｐꎬｑꎬｒꎬｕꎬｖꎬｗ) Ｔ .

３　 基于标准算法的数值李雅普诺夫指数计算

在建立的动力学模型基础上ꎬ将方程(６)带入

公式(１)中就可以计算出整个系统李雅普诺夫指

数谱.为计算李雅普诺夫指数 λ１ꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλ６ꎬ取时间

Ｔ＝ ０.１ 和迭代次数 Ｋ＝ １００ꎬ由方程(６)得到方程:
ｘ̇

ψ􀅰 ｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

ｆ(ｘ)
Ｆ( ｔ)ψｔ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

其中ꎬΨＴ 是线性化系统 δｘ( ｔ)＝ Ψｔδｘ０ 状态转换矩

阵ꎬ变分方程 ｄ(Ψｔ)＝ Ｆ( ｔ)Ψｔ 是时变线性微分方

程的矩阵值ꎬ它是由沿着轨迹 ｘ( ｔ)向量场线性化

推算得到的.本文使用 ＧＳＲ 算法ꎬＧＳＲ 在下面给出

了标准正交化解集{ｕ１ꎬｕ２ꎬ...ꎬｕｎ}:

ｕ１ ＝
ｖ１

‖ｖ１‖

ｕ２ ＝
ｖ２－‹ｖ２ꎬｕ１›ｕ１

‖ｖ２－‹ｖ２ꎬｕ１›ｕ１‖
􀆺

ｕｎ ＝
ｖｎ－‹ｖｎꎬｕｎ－１›ｕｎ－１－􀆺－‹ｖｎꎬｕ１›ｕ１

‖ｖｎ－‹ｖｎꎬｕｎ－１›ｕｎ－１－􀆺－‹ｖｎꎬｕ１›ｕ１‖
(７)

δｘｉｋ先正交化为 ｖｉｋꎬ然后再标准化 ｕｉｋꎬ< ꎬ>是
内积.重复此过程ꎬ直到李雅普诺夫指数达到最大

迭代次数 Ｋ 为止ꎬ求出指数 λ１ꎬλ２ꎬλ３ꎬλ４ꎬλ５和 λ６

的李雅普诺夫指数谱.
根据公式(１)的计算过程推导可以建立四旋

翼无人飞行器主要机械结构参数与系统运动稳定

性之间的量化关系如图 ２ 所示.

９９４
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图 ２　 四旋翼无人飞行器与机械结构参数关系

Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｆｆｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ

４　 仿真分析

在仿真分析时ꎬ首先对四旋翼无人飞行器偏航

阶段进行动力学建模.得到非线性模型后ꎬ仿真出

不同条件下李雅普诺夫指数谱ꎬ得到系统机械结构

参数与稳定性之间的量化关系ꎬ最后通过改变机械

结构参数来得到不同的李雅普诺夫指数谱.
４.１　 参数辨识

经上述分析可知ꎬ要实现对四旋翼无人飞行器

建立数值动力学模型ꎬ就必须获得以下参数:ｍꎬｇꎬ
ＬꎬＩｘꎬＩｙꎬＩｚꎬＣＴꎬＣＱꎬＲ 和 Ｋ.四旋翼无人飞行器总的

结构参数如表 １ 所示.
表 １　 系统结构参数表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｙｓｔｅｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｖａｌｕｅ

ｍ ０.８７５ｋｇ
ｇ ９.８ｍ / ｓ２

Ｌ ０.２２５ｍ
ＣＴ １.０７９２Ｅ－００５
ＣＱ １.８９９２Ｅ－００７
Ｒ ０.１２５ｍ
ρ １.２９ｋｇ / ｍ３

Ｉｘ ９.５０６５Ｅ－００３ｋｇ􀅰ｍ２

Ｉｙ １.００Ｅ－００２ｋｇ􀅰ｍ２

Ｉｚ １.６５８Ｅ－００２ｋｇ􀅰ｍ２

Ｋ １.７５９８Ｅ－００２

其中ꎬ可以通过测量直接得到的参数有:系统质量

ｍ＝ ０.８７５ｋｇꎬ旋翼与机体中心矩 Ｌ ＝ ０.２２５ｍꎬ旋翼半

径 Ｒ ＝ ０.１２５ｍ.通过查找工具书可以获得当地的重

力加速度 ｇ＝ ９.８ｍ / ｓ２ꎬ空气密度 ρ＝ １.２９ｋｇ / ｍ３ .其他

参数需要采用实验方法得到.
转动惯量的测量[２１ꎬ２２]:图 ３ 显示了两线法测

量 Ｘ 轴ꎬＹ 轴的转动惯量ꎬＺ 轴转动惯量测量采用

的是四线悬挂法ꎬ如图 ４ 所示.

图 ３　 两线法

Ｆｉｇ.３　 Ｔｗｏ ｌｉｎｅ ｍｅｔｈｏｄ

图 ４　 四线法

Ｆｉｇ.４　 Ｆｏｕｒ ｌｉｎｅ ｍｅｔｈｏｄ

转动惯量计算公式为:

Ｉ＝ｍｇｒ
２

ω２ａ
(８)

式中:ｍ＝ ０.８７５ｋｇꎬｇ＝ ９.８ｍ / ｓ２ꎬｒ 为悬点到旋翼质心

的距离ꎬａ 为绳长ꎬω 为震荡周期.现在只需得到 ω
的值ꎬ就能够计算出转动惯量 Ｉ.

表 ２ 列出了具体转动惯量的测量参数.
表 ２　 转动惯量测量参数表

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｒｔｉａ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｒ(ｍ) ａ(ｍ) Ｔ(ｓ－１) ｗ(ｒａｄ / ｓ) Ｉ(ｋｇ􀅰ｍ２)

Ｘ ０.１２５ ０.４９ １.１７１６ ５.３６３１ ９.５０６５Ｅ－００３

Ｙ ０.１０５ ０.４６ １.３８６０ ４.５３３４ １.００Ｅ－００２

Ｚ ０.１８５ ０.５８ １.１３７４ ５.５２４４ １.６５８Ｅ－００２

电机拉力与力矩系数的测量:
图 ５ 显示了电机拉力测试结果ꎬ可得电机升力

系数 ＣＴ ＝ １.０７９２Ｅ－００５.图 ６ 显示了电机力矩测试

结果ꎬ可得电机力矩系数 ＣＱ ＝ １.８９９２Ｅ－００７.

００５
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图 ５　 电机拉力测试结果

Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｍｏｔｏｒ ｐｕｌｌ

图 ６　 电机力矩测试

Ｆｉｇ.６　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｔｏｒ ｔｏｒｑｕｅ

４.２　 控制输入优化

根据图 ２ 得出影响系统稳定性的主要因素有

电机转速 Ωꎬ旋翼半径 Ｒꎬ系统质量 ｍꎬ力臂 Ｌꎬ转动

惯量 ＩｘꎬＩｙ 和 Ｉｚꎬ这里主要针对力臂 Ｌ 和旋翼半径 Ｒ
来进行分析.

Ｃａｓｅ １:当四旋翼无人飞行器的转速 Ω１ ＝Ω３ ＝
３５００ｒｐｍꎬΩ２ ＝ Ω４ ＝ １０００ｒｐｍꎬＲ ＝ ０.１２５ｍꎬＬ ＝ ０.２２５
ｍꎬ系统处于偏航状态ꎬ李雅普诺夫指数谱谱如图 ７
所示.

Ｃａｓｅ ２:当四旋翼无人飞行器的转速 Ω１ ＝Ω３ ＝
３０００ｒｐｍꎬΩ２ ＝ Ω４ ＝ １５００ｒｐｍꎬＲ ＝ ０.１２５ｍꎬＬ ＝ ０.２２５
ｍꎬ系统处于偏航状态ꎬ李雅普诺夫指数谱如图 ８
所示.

对比图 ７ 和图 ８ 可知:四旋翼无人飞行器在偏

航飞行过程中ꎬ两组控制电机的输入差越大ꎬ四旋翼

无人飞行器的李雅普诺夫指数谱收敛于 ０ 的速度更

快ꎬ即系统的稳定性越好.在实际操作过程中ꎬ通过

控制两组电机的差来提高偏航飞行过程的稳定性.

图 ７　 ｃａｓｅ １ 的李雅普诺夫指数谱

Ｆｉｇ.７　 Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔｓ ｓｐｅｃｔｒｕｍｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｃａｓｅ １

图 ８　 ｃａｓｅ ２ 的系统李雅普诺夫指数谱

Ｆｉｇ.８　 Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔｓ ｓｐｅｃｔｒｕｍｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｃａｓｅ ２

１０５
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４.３　 机械结构参数优化

在 ｃａｓｅ １ 的条件下:
(１)改变螺旋桨的旋转半径 Ｒ＝ ０.１ｍꎬＬ＝ ０.２２５

ｍꎬ系统的李雅普诺夫指数谱如图 ９ 所示.
由图 ７ 和 ９ 可知:由于四旋翼无人飞行器的主

要动力来源是螺旋桨旋转时所提供的升力ꎬ在转速

相同时ꎬ桨叶半径越大ꎬ所得升力就越大.图 ７ 的李

雅普诺夫指数谱的收敛于 ０ 的速度比图 ９ 快ꎬ即稳

定性也相对提高.在实际应用过程中ꎬ力臂一定时ꎬ
不影响螺旋桨旋转时之间气流的相互作用ꎬ桨叶半

径越大越稳定越好.
(２)同时改变螺旋桨的旋转半径 Ｒ ＝ ０.１ 和力

臂 Ｌ＝ ０.４５ꎬ系统的李雅普诺夫指数谱如图 １０ 所示.
对比图 ９ 和图 １０ 可知:在一定范围内ꎬ力臂 Ｌ

越大ꎬ系统的李雅普诺夫指数收敛得越快ꎬ系统越

稳定ꎬ力臂 Ｌ ＝ ０.４５ｍ 比力臂 Ｌ ＝ ０.２２５ｍ 的稳定性

提升了 ８７.４％.在实际应用时ꎬ可以根据需求适当

改变机械的力臂来提高稳定性.
在情况 ２ 的条件下:
(１)改变螺旋桨的旋转半径 Ｒ＝ ０.１ｍꎬＬ＝ ０.２２５

ｍꎬ系统的李雅普诺夫指数谱如图 １１ 所示.
由图 ８ 和图 １１ 可知:在转速 Ωꎬ力臂 Ｌ 一定

时ꎬ桨叶半径越大ꎬ系统的稳定性能越好ꎬ当 Ｒ ＝
０.１２５ｍ 时ꎬ李雅普诺夫指数收敛于 ０ 的速度比 Ｒ ＝
０.１ｍ 的李雅普诺夫指数快ꎬ即正好验证了上面

ｃａｓｅ １ 条件下的(１)情况.
(２)改变螺旋桨的旋转半径 Ｒ ＝ ０.１ｍꎬＬ ＝ ０.４５

ｍꎬ系统的李雅普诺夫指数谱如图 １２ 所示.

图 ９　 改变桨叶半径后的李雅普诺夫指数谱

Ｆｉｇ.９　 Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔｓ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｔｈｅ ｂｌａｄｅ ｒａｄｉｕｓ

图 １０　 改变桨叶半径和力臂后的系统李雅普诺夫指数谱

Ｆｉｇ.１０　 Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔｓ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｔｈｅ ｂｌａｄｅ ｒａｄｉｕｓ ａｎｄ ａｒｍ ｏｆ ｆｏｒｃｅ

２０５
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图 １１　 改变电机、桨叶半径后的系统李雅普诺夫指数谱

Ｆｉｇ.１１　 Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔｓ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｔｈｅ ｂｌａｄｅ ｒａｄｉｕｓ ａｎｄ ｍｏｔｏｒ ｓｐｅｅｄ

图 １２　 改变电机、力臂后的系统李雅普诺夫指数谱

Ｆｉｇ.１２　 Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔｓ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｔｈｅ ａｒｍ ｏｆ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｍｏｔｏｒ ｓｐｅｅｄ

　 　 由图 １１ 和 １２ 可知:在一定范围内并且其他

参数不变时ꎬ力臂 Ｌ 越大ꎬ系统的稳定性能就越

好ꎬ即和 ｃａｓｅ １ 条件下情况(２)一样.在实际应用

可以改变力臂长度提高系统的稳定性.综上所述:
改变相应的机械结构参数和控制输入可以提高系

统的稳定性.

５　 实验结果

在这一部分ꎬ以机械结构参数优化的 Ｌ＝ ０.４５ｍ

和 Ｌ＝ ０.２２５ｍꎬＲ ＝ ０.１ｍ 为对象进行验证.四旋翼无

人飞行器的控制系统采用 ｐｉｘｈａｗｋꎬ上位机采用

Ｍｉｓｓｉｏｎ ｐｌａｎｎｅｒꎬ如图 １３ 所示.配置四旋翼无人飞行

器处于偏航模式下ꎬΩ１ ＝ Ω３ ＝ ３５００ｒｐｍꎬΩ２ ＝ Ω４ ＝
１０００ｒｐｍ.比较图 １４、１５ 和 １６ 可以得出:当 Ｌ ＝ ０.４５
ｍꎬ四旋翼无人飞行器的飞行性能明显比 Ｌ ＝ ０.２２５ｍ
效果要好ꎬ即可以用来验证图 ９ 和图 １０ 的结果.综
上所述:改变四旋翼无人飞行器的机械结构参数和

控制输入对系统的稳定具有重要影响.

３０５
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图 １３　 四旋翼无人飞行器飞行上位机

Ｆｉｇ.１３　 Ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｏｆ Ｑｕａｄｒｏｔｏｒ Ｕｎｍａｎｎｅｄ Ａｅｒｉａｌ Ｖｅｈｉｃｌｅｓ

图 １４　 ｘ 轴上的系统姿态角曲线:(ａ)Ｌ＝ ０.２５ｍꎬ(ｂ)Ｌ＝ ０.４５ｍ

Ｆｉｇ.１４　 Ｔｈｅ ｒｏｌｌｉｎｇ ａｎｇｕｌａｒ ｏｆ ｘ ａｘｉｓ (ａ)Ｌ＝ ０.２５ｍꎬ(ｂ)Ｌ＝ ０.４５ｍ

４０５
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图 １５　 ｙ 轴上的系统姿态角曲线:(ａ)Ｌ＝ ０.２５ｍꎬ(ｂ)Ｌ＝ ０.４５ｍ

Ｆｉｇ.１５　 Ｔｈｅ ｒｏｌｌｉｎｇ ａｎｇｕｌａｒ ｏｆ ｙ ａｘｉｓ (ａ)Ｌ＝ ０.２５ｍꎬ(ｂ)Ｌ＝ ０.４５ｍ

图 １６　 ｚ 轴上的系统姿态角曲线:(ａ)Ｌ＝ ０.２５ｍꎬ(ｂ)Ｌ＝ ０.４５ｍ

Ｆｉｇ.１６　 Ｔｈｅ ｒｏｌｌｉｎｇ ａｎｇｕｌａｒ ｏｆ ｚ ａｘｉｓ (ａ)Ｌ＝ ０.２５ｍꎬ(ｂ)Ｌ＝ ０.４５ｍ

６　 结论

本文针对四旋翼无人飞行器偏航飞行过程的

稳定性问题ꎬ采用基于空间算子的欧拉－庞卡莱方

程建立模块化的运动学及动力学方程并引入李雅

普诺夫指数方法建立四旋翼无人机的主要结构参

数、运动参数与系统运动稳定性之间的量化关系.
同时分析了变结构参数对系统稳定性的影响ꎬ为指

导优化机械结构参数、控制输入对整个飞行器的运

动稳定性提供重要依据并得出改变机械结构参数

可以用来提高系统的稳定性.
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