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摘要　 动态血液病表现为血液细胞的数量出现大范围的波动，其主要病因是造血干细胞数量的异常变化．本

文针对四阶造血系统，针对于临床上表现为动态血液病的血细胞数量变化的振荡模式，通过造血系统的双

参数分岔分析表明：当一个参数发生变化而导致系统出现振荡解时，可以通过调整另外一个参数将振荡解

转化为稳定的平衡解，从而维持病人的血细胞数量的稳定．
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引言

正常情况下， 造血系统的各级调控机制相互

制约使血细胞的数量维持稳定，但在一些病理条件

下会表现出血细胞数量大范围波动的疾病，而造血

干细胞数量的异常变化是引起动态血液病的重要

原因之一［１］ ．从 ２０ 世纪 ７０ 年代开始，生理学家相

继提出和改进了一些用于描述造血系统动力学的

数学模型．造血系统的某些调控参数的变化产生动

力学分岔，从而可以使用非线性动力学方法研究引

起异常动力学行为的疾病．同时，动态血液病的很

多治疗方法需要干预系统的参数使病人的血液细

胞数量恢复到正常态． 因此研究各种动态血液

病［２，３］的动力学机理和临床治疗的控制策略，使非

线性动力学应用于造血系统动力学及其控制策略

的研究成为可能．
根据不同系统参数的分岔， 造血系统的动力

学模型中血细胞数量变化能够表现出不同动力学

特性的振荡模式， 在临床上表现为各不相同的动

态血液病［２］ ．其中，造血干细胞的凋亡率 γＳ 的增大

会引起周期性白细胞减少症．文献［１］介绍了二阶

白细胞生成动力学模型，通过分析得到白细胞减少

症可能的致病机理，并应用类似的方法对红细胞

（血小板）生成模型进行动力学分析．文献［４］进一

步对二阶白细胞生成模型中的参数 γＳ、ｋδ（ｋδ 表示

造血干细胞分化成红细胞和血小板的分化率总和）
进行了双参数分岔分析，从中找出了一种控制策略

将模型方程组的振荡解转换为稳定的平衡解，达到

了预期的治疗效果．临床一般采用注射 Ｇ⁃ＣＳＦ 来减

小造血干细胞的凋亡率 γＳ，但由于系统存在多稳

态，仅仅减小 γＳ 很难达到治疗的效果．文献［５］对
含有时滞的四阶白细胞生成系统进行单参数 γＳ 的

分岔分析，发现模型的解同时存在振荡态和稳定

态，这也解释了对白细胞减少症患者注射 Ｇ⁃ＣＳＦ
来减小造血干细胞的凋亡率 γＳ 难以达到预期的效

果的原因，并提出了一种混合方法，即在注射 Ｇ⁃
ＣＳＦ 的同时控制初始值（对病人进行输血）将方程

的解从振荡态转变为平衡态．
由于造血干细胞的死亡率 γＳ 以及有丝分裂的

持续时间 τＳ 是影响造血干细胞数量的重要原因，
因此对参数 γＳ 和时滞 τＳ 进行研究具有重要意义．
本文主要对含有时滞的四阶白细胞生成模型中的

参数 γＳ 和时滞 τＳ 进行双参数分岔分析，从中获得

这两个参数在一定的范围内变化时方程组解的定

性行为，然后找出一种控制方法将振荡解转变为稳

定的平衡解，从而维持病人的血细胞数量的稳定，
达到一定的治疗效果．

１　 模型与假设

本文主要是考虑含有时滞的微分方程组模
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型［５］，其中主要包括休眠期造血干细胞的自我复制

以及造血干细胞分化成白细胞、红细胞和血小板四

个部分，如图 １ 所示［５］ ．

图 １　 造血调控系统模型示意图

Ｆｉｇ． １ 　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｈｅｍａｔｏｐｏｉｅｔｉｃ ｒｅｇｕｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

表示休眠期干细胞分化和再分裂系数的反馈

控制函数通过希尔函数表示如下：

ｋＮ（Ｎ）＝ ｆ０
θ１ Ｓ１

θ１ Ｓ１＋ＮＳ１

β（Ｑ）＝ ｋ０

θ２ Ｓ２

θ２ Ｓ２＋ＱＳ２
（１）

ｋＲ（Ｒ）＝
ｋｒ

１＋ＫｒＲＳ３

ｋＰ ＝
ｋｐ

１＋ＫｐＰＳ４
（２）

因此，得到了描述造血系统长时间行为的理论

模型，即时滞微分方程组（３） ．
ｄＱ
ｄｔ

＝ －（β（Ｑ）＋ｋＮ（Ｎ）＋ｋＲ（Ｒ）＋

ｋＰ（Ｐ））Ｑ＋２ｅ－γＳτＳβ（ＱτＳ）ＱτＳ

ｄＮ
ｄｔ

＝ －γＮＮ＋ｅηＮτＮＭｋＮ（ＮτＮＭ）ＱτＮＭ

ｄＲ
ｄｔ

＝ －γＲＲ＋ｅηＲτＲＭ { ｋＲ（ＲτＲＭ）ＱτＲＭ
－

ｅ－γＲτＲＳｋＲ（ＲτＲｓｕｍ）ＱτＲｓｕｍ } （３）

ｄＰ
ｄｔ

＝ －γＰＰ＋ｅηＰτＰＭ { ｋＰ（ＰτＰＭ）ＱτＰＭ
－

ｅ－γＰτＰＳｋＰ（ＰτＰｓｕｍ）ＱτＰｓｕｍ }

其中，
ＱτＳ

＝Ｑ（ ｔ－τＳ）， ＮτＮＭ
＝Ｎ（ ｔ－τＮＭ），

ＱτＮＭ
＝Ｑ（ ｔ－τＮＭ）， ＲτＲＭ

＝Ｒ（ ｔ－τＲＭ），

ＱτＲＭ
＝Ｑ（ ｔ－τＲＭ）， ＲτＲｓｕｍ

＝Ｒ（ ｔ－τＲｓｕｍ），
ＱτＲｓｕｍ

＝Ｑ（ ｔ－τＲｓｕｍ）， ＰτＰＭ
＝Ｐ（ ｔ－τＰＭ），

ＱτＰＭ
＝Ｑ（ ｔ－τＰＭ）， ＰτＰｓｕｍ

＝Ｐ（ ｔ－τＰｓｕｍ），
ＱτＰｓｕｍ

＝Ｑ（ ｔ－τＰｓｕｍ），
ｔ＞τｍａｘ ＝ｍａｘ｛τＳ，τＮＭ，τＲｓｕｍ，τＰｓｕｍ｝ ．
表 １［１］给出了在正常情况下造血系统模型的

参数取值，当研究某些参数时，其他的参数取表中

的数值即可．
表 １　 正常情况下造血系统模型的参数值

Ｔａｂｌｅ １　 Ａｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｎｏｒｍａｌ ｓｔａｔｅ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｎａｍｅ Ｖａｌｕｅ ｕｓｅｄ Ｕｎｉｔ
γＳ ０．０７ ｄ－１

τＳ ２．８ ｄ
γＮ ２．４ ｄ－１

τＮＭ ３．５ ｄ
ηＮ ３．２０８ ｄ－１

γＲ ０．００１ ｄ－１

τＲＭ ６．０ ｄ
τＲＳ １２０．０ ｄ
ηＲ ２．２ ｄ－１

γＰ ０．１５ ｄ－１

τＰＭ ７ ｄ
τＰＳ ９．５ ｄ
ηＰ １．７９ ｄ－１

２　 结果

造血系统中的干细胞死亡率 γＳ 的值增加是导

致周期性白细胞减少症的一个重要原因．通过对方

程组（３）关于干细胞的死亡率 γＳ 作为参数进行单

参数分岔分析可知：当在一定的范围内变化时，模
型方程组存在双稳态，即存在一个临界值，当参数

的变化通过这个临界点（减小）后，系统开始出现

稳定的平衡解，同时也存在稳定的振荡解［５］ ．这说

明，当参数在我们所关心的范围内变化时，不存在

只有稳定的平衡解这种情况．
在正常的情况下，当参数 γＳ 的值变大而有丝

分裂持续时间 τＳ 不变时，方程组的解会从存在稳

定的平衡解变为只有振荡解．因此可以考虑在 γＳ

的值变大时适当减小时滞参数 τＳ 的值来调整模型

方程组的解使其存在稳定的平衡解．
对于每一个给定的参数对（γＳ，τＳ），随机选取

２０ 个初始值（初值在正常情况下各个血液细胞数

值附近随机选取），通过数值的方法求解模型方程

可以得到 ２０ 个解．当 Ｎｍａｘ≈Ｎｍｉｎ时，存在稳定的平

衡解；当 Ｎｍａｘ≫Ｎｍｉｎ时，存在稳定的振荡解．进一步，

２
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我们给出了图 ２ 关于参数对（γＳ，τＳ）的双参数分岔

图，将参数平面划分为三个部分，分别用 Ｕ、Ｂ 和 Ｓ
表示．其中 Ｕ 表示当参数 γＳ 和 τＳ 在此范围内取值

时方程组（３）只存在振荡解；当 γＳ 和 τＳ 在 Ｂ 内取

值时方程组（３）同时存在振荡解与平衡解；当 γＳ 和

τＳ 在 Ｓ 内取值时方程组（３）只存在稳定的平衡解．
其中‘∗’对应于原模型的参数取值 γＳ ＝ ０．０７， τＳ ＝
２．８，可以看出其位于振荡存在的区域内． ‘ ＋’，
‘×’，‘Δ’分别对应于 γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．８， γＳ ＝ ０．１，τＳ

＝ ２．７５ 以及 γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．６．
为了模拟患病时的情况，我们将 γＳ 由 ０．０７ 增

大为 ０．１，τＳ 默认为正常值 ２．８（即参数对位于图 ２
的‘＋’位置），模拟的时间为 ６００ 天．图 ３ 给出此时

患病者白细胞数目的变化情况，可以看出最终白细

胞的数目进行周期性振荡，对应于临床上的周期性

白细胞减少症．进一步，我们采取增大 γＳ 的值且同

时减小 τＳ 的值，即参数 γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．７５（图 ２ 的

‘×’位置），图 ４ 和图 ５ 给出了随机选取一个初值

后白细胞数目的变化．从图 ４ 可以看出白细胞的数

目最终达到了平衡状态，而图 ５ 中白细胞数目一直

处于振荡状态，这说明系统存在平衡态和振荡态的

共存．因此，我们继续将 τＳ 减小为 ２．６，使得参数对

落在了图 ２ 中 Ｓ 区域的‘Δ’位置．如图 ６ 所示，我们

可以观察到白细胞数目变化情况，可以看到白细胞

数目最终达到一个平衡状态．

图 ２　 γＳ 和 τＳ 的双参数分岔图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｗｏ⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ γＳ ａｎｄ τＳ

其中‘∗’对应于原模型的参数取值 γＳ ＝ ０．０７，
τＳ ＝ ２．８． ‘ ＋’，‘ ×’，‘Δ’分别对应于 γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝

２．８， γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．７５ 以及 γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．６．从右侧

的放大图可以看到‘＋’在区域 Ｕ 内，‘ ×’在区域 Ｂ
内，‘Δ’位于 Ｓ 内，相应的模拟结果见图 ３、图 ４、图
５ 和图 ６．

图 ３　 γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．８ 时的白细胞数目变化模拟结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｎｅｕｔｒｏｐｈｉｌ ｗｈｅｎ γＳ ＝ ０．１，τｓ ＝ ２．８

图 ４　 γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．７５ 时的白细胞数目变化模拟结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｎｅｕｔｒｏｐｈｉｌ ｆｏｒ γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．７５

图 ５　 γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．７５ 时的白细胞数目模拟结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｎｅｕｔｒｏｐｈｉｌ ｆｏｒ γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．７５

图 ６　 γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．６ 时的白细胞数目变化模拟结果

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｎｅｕｔｒｏｐｈｉｌ ｆｏｒ γＳ ＝ ０．１，τＳ ＝ ２．６

３
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由此可见，对于造血干细胞的凋亡率 γＳ 的增

大所引起周期性白细胞减少症，由于系统存在多稳

态，因此仅仅减小 γＳ 的值很难达到治疗的效果．系
统是振荡解或平衡解与参数取值有关，因此可以将

减小 τＳ 的值，使得方程的解由振荡解趋于一个平

衡解．接下来，我们将此平衡解作为初值，并使得 γＳ

和 τＳ 恢复正常值，因此方程的解继续维持在稳定

的平衡解附近．在具体的治疗中，可以考虑注射

Ｇ⁃ＣＳＦ来减小造血干细胞的凋亡率 γＳ，同时服用一

种减小造血干细胞分裂周期的药物以达到更好的

效果．

３　 小结

本论文基于造血系统多稳态问题的研究，根据

四阶白细胞生成系统单参数分岔的已有结论，给出

了双参数分岔的结果．进而得出结论：当系统中参

数 γＳ 的值变大时，系统会出现振荡解，对应于患有

周期性白细胞减少症；但是同时减小 τＳ 的值会使

得系统的解从振荡状态变为平衡解．由于造血系统

动力学的复杂性，尽管理论上可以提出一些控制策

略，例如，强制性的状态冻结法等［５］，但是考虑到生

理条件和临床治疗的限制，这些方法实际应用还不

现实，需要从动力学与控制和临床等各方面进行综

合研究．
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