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摘要　 本文研究了纵向激励下液晃系统的稳定性边界． 首先利用等效摆模型获得纵向激励下液体晃动的等

效动力学 Ｍａｔｈｉｅｕ 方程， 然后利用摄动法得到随阻尼、储液高度及贮箱直径变化时的液晃系统的稳定区域．

结果表明， 液体晃动阻尼、储液量及贮箱尺寸对晃动稳定性具有显著影响．
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引言

航天器中携带的液体燃料对其动力学有重要

影响［１］ ． 当航天器在变轨机动过程中极易导致贮

箱内的液体晃动， 造成对容器壁冲击， 严重影响充

液航天器的稳定性， 给姿态控制等带来很大影

响［２］ ． 因此，液体晃动受到广泛关注．
早期， Ａｂｒａｍｓｏｎ 从理论分析、数值计算、实验

等对液体晃动进行了系统和深入的研究［３］ ． Ｉｂｒａ⁃
ｈｉｍ 对液体晃动动力学研究进行了系统的总结［４］ ．
岳宝增结合我国近年来的研究成果， 系统介绍了

计算大幅非线性晃动的数值方法， 包括 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
法、ＡＬＥ 有限元方法等［５］ ． 其中， 液体晃动的等效

力学模型受到学者的关注［６，７］ ． Ｋａｎｇ 等建立了液体

火箭晃动试验的简化单摆模型， 研究了粘性阻尼

对纵向激励下的火箭内液体晃动稳定性的影响［８］ ．
李青等建立了液体晃动与航天器横向运动耦合的

动力学方程， 发现耦合作用会扩大不稳定区域［９］ ．
Ｋａｎａ 等利用球－摆模型研究了贮箱内液体旋转的

稳定性， 指出使用一个常量参数的系统模型不能

描述液体的旋转运动［１０］ ．
在外激励的作用下， 充液系统具有十分复杂

的非线性动力学行为． 钟顺等通过流体势函数进行

模态展开， 分析了“混沌同步性”这一现象［１１］ ． Ｓｔｅ⁃
ｐｈｅｎ 等利用有限元法及有限差分法研究了封闭的

液晃系统在受到不同方向激励时的液体晃动非线

性动力学［１２］ ． 王为等实验研究了工程上常见的半

球形容器中的液体晃动， 发现可以将晃动过程分

为比较明显的线性和非线性两个部分［１３］ ． 岳宝增

等研究了微重力环境下的三维贮箱液体的非线性

晃动［１４］ ．
已有针对液体晃动稳定性的研究， 大多是参

数一定条件下的系统稳定性分析， 未见阻尼、储液

量及贮箱大小对稳定性的影响研究． 此外， 现有研

究大多考虑液体晃动的动力学， 而利用等效力学

模型分析非线性晃动行为的研究较少． 本文在基于

等效摆模型的基础上， 针对小幅晃动， 得到液体晃

动的等效 Ｍａｔｈｉｅｕ 方程， 并利用摄动法给出晃动稳

定性边界．

１ 基本方程

研究图 １ 所示的液晃系统及其相应的等效摆

模型． 等效摆模型由贮箱、单摆、等效质量 ｍ０ 组成．
等效模型的参数为［４］：
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式中 ｌ１、ｈ、ｄ、ｍ１、ｍＴ 分别表示等效摆长、贮箱内液

体高度、贮箱直径、第一阶晃动质量、液体的总质

量．



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１７ 年第 １５ 卷

图 １　 充液系统和等效摆模型

Ｆｉｇ．１　 Ａ ｌｉｑｕｉｄ⁃ｆｉｌｌｅｄ ｔａｎｋ ａｎｄ ｉｔｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｏｄｅｌ

在纵向位移激励下， 系统动力学方程为：

θ̈＋ １
ｌ１
（ｇ－ＡΩ２ｃｏｓΩｔ）ｓｉｎθ＝ ０ （４）

式中 Ａ 为激励幅值，Ω 为激励频率． 设液体小幅晃

动， 并令 τ＝Ωｔ ／ ２， δ＝ ４ｇ ／ （Ω２ ｌ１）， ε ＝ ２Ａ ／ ｌ１， 则有

Ｍａｔｈｉｅｕ 方程：
θ″＋ δ－２εｃｏｓ２τ( ) θ＝ ０ （５）

式中“ ′”表示对无量纲时间求导数． 当计入阻尼

时， 则有：
θ″＋２μθ′＋（δ－２εｃｏｓ２τ）θ＝ ０ （６）

其中 μ＝ ２ξ１ω１ ／Ω， 这里 ξ１ 和 ω１ 分别代表液体晃

动的一阶阻尼比和一阶晃动频率．

２　 纵向激励下系统的稳定性边界

考虑小阻尼比， 利用摄动法确定系统稳定性

边界． 对于 ０≤ ε ≪１， 根据待求周期解 θ（ ｔ）及稳

定性边界 δ（ε）， 可得：
θ＝ θ０＋εθ１＋ε２θ２＋…

μ＝εμ１＋ε２μ２＋…

δ（ε）＝ δ０＋εδ１＋ε２δ２＋…

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７）

其中 ｕｒ（ ｒ ＝ １，２，３，…）以 π 或 ２π 为周期． 将上式

代入方程（８）， 比较 ε 同次幂系数， 可得：
θ″０＋δ０θ０ ＝ ０ （８）
θ″１＋δ０θ１ ＝ －（δ１＋２ｃｏｓ２Ｔ）θ０－２μ１θ０′ （９）

θ″２＋ｎ２θ２ ＝（δ１－２ｃｏｓ２Ｔ）δ１－２μ１θ′１－
δ２θ０－２μ２θ０′ （１０）

方程（１２）周期解形如：

θ０ ＝ａｃｏｓ δ０ Ｔ＋ｂｓｉｎ δ０ Ｔ （１１）

式中 δ０ ＝ｎ２（ｎ＝ ０，１，２，３…） ．
ａ．　 δ０ ＝ ０， 稳定性边界为：

　 　 δ（ε）＝ －ε
２

２
（１２）

ｂ．　 δ０ ＝ １， 稳定性边界为：

　 　 δ（ε）＝ １± ε２－４ μ － １
８
ε２ （１３）

ｃ．　 δ０ ＝ ４， 稳定性边界为：

　 　 δ（ε）＝ ４＋ε
２

６
± ε４

１６
＋１６ μ２ （１４）

３　 算例分析

由于外激励频率是实数， 因而只需考虑稳定

性条件（１３－１４）， 从而获得稳定性区域， 下文中斜

线填充区域为不稳定区域、空白区域为稳定区域．

图 ２　 阻尼对稳定性的影响

Ｆｉｇ．２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｄａｍｐｉｎｇ ｏｎ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

首先， 分析阻尼对稳定性的影响． 设圆柱形贮

２
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箱直径 ０．９ｍ， 充液高度 ０．４ｍ， 计算等效力学参数

后求得稳定性区域， 如图 ２ 所示。 从图 ２ 可见， 随

阻尼增大， 亚谐波和谐波不稳定区域逐渐变小， 不

稳定区域向高幅值处移动．
其次考虑储液高度对稳定区域的影响． 设贮箱

直径 ｄ＝ ０．９ｍ， 贮箱内液体高度分别设为 ０．５ｍ、０．３
ｍ 和 ０．１ｍ． 幅⁃频稳定性边界如图 ３ 所示． 从图 ３ 可

见，随储液高度的减少， 不稳定性区域逐渐减小，
不稳定区域向低频移动． 这是因为液体高度减小使

整个系统的阻尼变小．

图 ３　 贮箱直径对稳定性的影响

Ｆｉｇ．３　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｌｉｑｕｉｄ ｄｉａｍｅｔｅｒ ｏｎ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

假设贮箱内充液高度为 ０．４ｍ， 贮箱直径分别

设为 ０．９ｍ、０．８ｍ 和 ０．７ｍ． 幅－频稳定性边界如图 ４
所示． 从图 ４ 可以看出， 在贮箱内液体高度保持不

变的情况下， 随着贮箱半径的减少， 其不稳定性区

域明显增大且向高频移动． 这是因为随直径减小，
系统阻尼变小， 晃动频率增大．

综合上述分析结果， 可知充液高度和贮箱直

径减小将导致稳定性区域变小， 这是由于充液高

度和贮箱直径减小使得贮箱液体减少以致系统阻

尼变小． 此外， 充液高度变小使晃动频率下降、贮
箱直径减小使晃动频率增大， 表现为图 ３ 和图 ４
中不稳定性区域分别向低频和高频移动．

图 ４　 液面高度对稳定性的影响

Ｆｉｇ．４　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｌｉｑｕｉｄ ｈｅｉｇｈｔ ｏｎ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

为了验证上述结果的正确性， 我们在图 ４（ｃ）
上取两个点 Ａ（２０， ０．０１）和 Ｂ（２０， ０．２）， 初始条件

取为（０．０１， ０）， 计算系统响应如图 ５ 所示． 从图 ５
可见， 当所取点在稳定性区域内时， 响应收敛； 当

所取点在不稳定性区域内时， 响应发散．

３
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图 ５　 时间历程

Ｆｉｇ．５　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ θ

６　 结论

基于等效摆模型研究了液晃系统在纵向简谐

激励下的晃动稳定性． 小幅晃动时， 充液高度及贮

箱直径会明显影响晃动的稳定性边界． 储液高度减

少， 不稳定性区域逐渐减小， 不稳定区域向低频移

动； 在贮箱内液体高度保持不变的情况下， 贮箱半

径减少， 不稳定性区域会明显增大．
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