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摘要　 对作大范围运动柔性机械臂系统，进行斜碰撞动力学分析．基于柔性多体系统刚柔耦合动力学理论，

计入耦合变形项，全面考虑大范围刚体运动与弹性小变形运动的耦合，建立系统连续动力学方程．引入斜碰

撞力学模型，将法向和切向碰撞力以广义力的形式加入动力学方程中，对系统进行斜碰撞动力学建模分析．

法向碰撞模型选取基于连续接触力法的非线性弹簧阻尼模型，切向碰撞模型选取一种修正 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦模

型，对切向摩擦力进行统一描述．给出接触、分离判据，实现不同状态的动力学模型转换与求解．对斜碰撞全

局动力学进行了仿真验证，分析了柔性机械臂全局过程的动力学特性变化以及碰撞对大范围运动和小变形

运动的作用，并对比了不同碰撞方向对大范围运动、变形、机械能、碰撞力等动力学参数的影响．
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引言

斜碰撞动力学问题由于同时考虑了法向碰撞

作用和切向摩擦作用，因此变得较难处理，而对多

体系统斜碰撞动力学的研究则需解决大范围运动、
小变形运动与斜碰撞作用的耦合问题，同时由于其

具有的非光滑、不连续等特性，因而成为多体系统

动力学领域当前的研究难点和热点之一［１－４］ ．
合理地建立法向和切向碰撞模型，正确地处理

切向黏滞（ ｓｔｉｃｋ）、滑移（ ｓｌｉｐ）状态，准确地求解含

碰撞、摩擦的非光滑问题，是解决柔性多体系统斜

碰撞动力学问题的关键．国内外学者对斜碰撞动力

学模型进行了多方面的研究，刘才山等［５］分别基于

Ｈｅｒｔｚ 接触理论和线性切向接触刚度建立法向和切

向碰撞模型，Ｐａｙｒ 等［６］采用 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦模型研究

了斜碰撞问题并与其它碰撞模型做了对比，Ｆｌｉｃｋ⁃
ｉｎｇｅｒ 等［７］用 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦定律和互补关系研究了

多体系统多点斜碰撞问题，Ｙａｏ 等［８］ 引入能量恢复

系数研究了多刚体系统含摩擦的碰撞问题，李春洋

等［９］研究了同步直齿锥齿轮锁定后间隙的非光滑

动力学行为．Ｈａｎ 等［１０］采用步进冲量法分析了两自

由度斜碰撞振动系统在碰撞前后的状态，Ｑｉ 等［１１］

建立了多体系统含摩擦铰间隙的递推动力学方程．
本文针对作大范围运动柔性机械臂的斜碰撞

动力学问题，首先基于柔性多体系统刚柔耦合动力

学建模理论对柔性机械臂系统进行连续动力学建

模，并选取连续接触力法作为法向碰撞模型，选取

一种修正 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦模型作为切向碰撞模型，推
导出系统的斜碰撞动力学方程，并给出柔性机械臂

斜碰撞动力学仿真算例与分析．

１　 连续动力学建模

本文研究的作大范围运动柔性机械臂是由 ｎ
个转动铰和 ｎ 个柔性杆件组成的空间多杆链式柔

性多体系统，如图 １ 所示．设杆件 ｉ 的长度为 Ｌｉ，弹
性模量为 Ｅ ｉ，剪切模量为 Ｇ ｉ，截面惯性矩分别为

Ｉｘｉ、Ｉｙｉ、Ｉｚｉ，横截面积为 Ａｉ，体密度为 ρｉ ．柔性杆件均

看作细长的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁，材料线弹性、各向同

性．鉴于传统动力学建模方法的局限性，本文将全

面考虑大范围刚体运动和柔性小变形运动的相互

作用，建立系统的刚柔耦合连续动力学模型．
用惯性参照系 Ｏ⁃ＸＹＺ 来描述系统的大范围刚

体运动，用各杆件上的浮动参照系来描述小变形运

动．在杆件 ｉ 浮动参照系下，初始坐标为（η，０，０）的
点在变形后的位置矢量ｉｈｉ 的齐次坐标形式为［１２］：
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图 １　 柔性机械臂
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式中 Ｎｉ 为杆件 ｉ 的模态截断数；ｘｉｊ（η）、ｙｉｊ（η）、
ｚｉｊ（η）分别为杆件 ｉ 在位置 η 处的第 ｊ 阶变形线位

移模态矢量在其浮动系三个坐标轴的分量；δｉｊ（ ｔ）
为杆件 ｉ 的第 ｊ 阶模态坐标．ｘｉｊｋ（η）为采用非线性应

变场所产生的耦合模态函数，代表了杆件横向变形

引起的轴向缩短，传统的动力学建模方法忽略了该

耦合变形项，当大范围运动为高速时，该耦合项将

对系统的动力学特性产生重要影响［１３］，其表达式

可写为：
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令 Ｗｉ 为从惯性系到杆件 ｉ 浮动系的齐次变换

矩阵，则点在惯性系下的绝对位置矢量 ｈｉ 和绝对

速度矢量 ｈ̇ｉ 可以表示为：

ｈｉ ＝Ｗｉ·ｉｈｉ （３）

ｈ̇ｉ ＝ｄｈｉ ／ ｄｔ＝ Ｗ̇ｉ·ｉｈｉ＋Ｗｉ·ｉ ｈ̇ｉ （４）
根据式（３） ～ （４），可以求出系统上各点的位

移与速度，进而可以得到系统的动能 Ｔ 和势能 Ｖ．
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得，式（５）中，Ｔ１
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式中 Ｊｘｉ是杆件 ｉ 绕其中性轴的单位长度转动惯量；
θｘｉ是杆件 ｉ 的第 ｊ 阶轴向扭转变形角位移模态．
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式中 θｘｉ、θｙｉ、θｚｉ分别为杆件 ｉ 上位置 η 处相对于浮

动系三个坐标轴的变形转角；ｘｉ 是杆件 ｉ 上位置 η
处沿轴向的线变形位移．

Ｖｇ
ｉ ＝ ∫Ｌｉ

０
－ ρ ｉＡｉｇＴ（Ｗｉ·ｉｈｉ）ｄη （１０）

式中 ｇ 为惯性系下重力加速度矢量列阵．
利用第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程：
ｄ
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将非保守力即转动铰处驱动力矩对应的广义

力 Ｆτ 代入，经过推导，可以得到系统的刚柔耦合连

续动力学方程形式为［１４］：
Ｍｑ̈＝Ｑ （１２）
ｑ＝［θ１，δ１１，…，δ１Ｎ１

，…，θｉ，δｉ１，…，δｉＮｉ
，…，

θｎ，δｎ１，…，δｎＮｎ
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式（１２） ～ （１３）中，ｑ 为系统广义坐标列阵；θｉ

为铰 ｉ 的相对转角，代表了杆件之间的大范围相对

运动；Ｍ 为广义质量矩阵，Ｑ 为广义力列阵，二者

的子块形式如式（１４） ～ （１５）所示．
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２　 碰撞模型

为得到柔性机械臂系统斜碰撞动力学方程，需
在连续动力学方程基础上添加斜碰撞力学模型．本
文研究的斜碰撞问题实际是将碰撞过程分为法向

碰撞与切向碰撞两部分，因此碰撞模型由法向碰撞

模型和切向碰撞模型组成．需要说明的是，所谓的

“正碰撞”是指两碰撞体上碰撞点的相对速度完全

在碰撞法线方向上，而在切线方向上相对速度投影

为 ０．实际情况中由于大范围运动、小变形运动与碰

撞作用的耦合，该条件很难精确满足，因此实际发

生的碰撞大部分都属于斜碰撞．
２．１　 法向碰撞模型

法向碰撞模型选取基于连续接触力法的非线

性弹簧阻尼模型［１５］，该模型用非线性弹性接触力

和阻尼力来分别反映法向碰撞过程中的弹性恢复

和能量损失．
结合 Ｈｅｒｔｚ 接触理论和非线性阻尼项，本文选

取的非线性弹簧阻尼模型中，法向碰撞力 Ｆｎ 的表

达式为：
Ｆｎ ＝Ｆｋ＋Ｆｄ （１６）

式中 Ｆｋ 为法向弹性恢复力；Ｆｄ 为法向非线性阻尼

力．
弹性恢复力 Ｆｋ 基于 Ｈｅｒｔｚ 接触理论确定：

Ｆｋ ＝Ｋ δ
３
２ （１７）

式中 δ 为碰撞体之间的嵌入量；δ 同时也用来进行

接触、分离判定；Ｋ 为接触刚度，与接触体的几何、
材料特性相关，若两个碰撞体为轴线互相垂直的圆

柱体，接触刚度 Ｋ 的表达式为：

Ｋ＝ ４
３

ＲＥ∗ （１８）

１
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＝ １
２Ｒ１

＋ １
２Ｒ２

（１９）

１
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１－μ２
１
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＋
１－μ２

２

Ｅ２
（２０）

式（１８） ～ （２０）中，Ｒ ｉ、Ｅ ｉ、μｉ（ ｉ ＝ １， ２）分别为两

接触面的曲率半径、弹性模量、泊松比．
非线性阻尼力 Ｆｄ 的表达式取为：

Ｆｄ ＝ －ＣＫ δ
３
２ δ̇＝ －ＣＦｋ δ̇

Ｃ＝ ３（１－ｅ２） ／ ４ｖ０
{ （２１）

式中 Ｃ 为阻尼系数；δ̇为碰撞点相对嵌入速度；ｅ 为恢

复系数；ｖ０ 为初始碰撞时刻碰撞点之间的相对速度．

２．２　 切向碰撞模型

切向碰撞模型选取一种修正 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦模

型［１６］，该模型采用非线性函数对 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦模

型进行修正，无需进行黏滞、滑移状态的切换，且可

以用一个统一的公式对整个过程的切向摩擦力进

行描述，避免了 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦力与相对切向加速度

的耦合给数值计算带来的困难．
基于该修正 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦模型，切向碰撞力即

摩擦力 Ｆ ｔ 的表达式为：

Ｆ ｔ ＝ －μＦｎ １－ｅ－
α
ｖｒ１

ｖｒ( ) ·ｓｇｎ（ｖｒ） （２２）
式中 ｖｒ１、α 为正的常数；μ 为动滑动摩擦因数，Ｆｎ为

法向接触力，ｖｒ为碰撞点切向相对速度，ｓｇｎ（ ）为符

号函数．
传统的 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦模型根据相对切向速度

和相对切向加速度来判定黏滞、滑移状态，并用分

段函数来表示两个阶段的摩擦力．采用修正 Ｃｏｕ⁃
ｌｏｍｂ 摩擦模型后，可以用一个统一的方程式（２２）
来表示摩擦力，简化了过程判定和数值计算的难

度．两种摩擦模型的摩擦力与切向相对速度的关系

如图 ２ 所示．

图 ２　 摩擦模型对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌｓ

３　 斜碰撞动力学方程

柔性机械臂斜碰撞动力学方程是在连续动力

学方程基础上添加碰撞广义力，同时方程的维数保

持不变，系统的广义坐标和广义质量矩阵亦不变．
法向碰撞力和切向摩擦力对应的广义力通过势能

法来求取，在此引入碰撞力势能的概念．设柔性机

械臂的杆件 ｋ 上一点 Ｐ 与外界发生弹性斜碰撞，杆
件 ｋ 浮动系下碰撞点 Ｐ 位置矢量列阵为ｋｈｋ，从惯

性系到杆件 ｋ 浮动系的齐次变换矩阵为 Ｗｋ，惯性

系下碰撞法向、切向单位矢量列阵分别为 ｎｎ、ｎｔ，则

１４４
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惯性系下法向、切向碰撞力势能分别为：
Ｖｎ ＝ －ｎＴ

ｎＦｎ（Ｗｋ·ｋｈｋ）

Ｖｔ ＝ －ｎＴ
ｔ Ｆ ｔ（Ｗｋ·ｋｈｋ）

{
（２３）

系统的斜碰撞动力学方程为：
Ｍｑ̈＝Ｑ＋Ｑｎ＋Ｑｔ

（２４）
式中 Ｑ 为无碰撞时的广义力列阵；Ｑｎ 和 Ｑｔ 分别为

法向碰撞力和切向摩擦力对应的广义力列阵，二者

的形式分别为：

Ｑｎ ＝ －
∂Ｖｎ

∂ｑ
＝ＤｎＦｎ

Ｑｔ ＝ －
∂Ｖｔ

∂ｑ
＝ＤｔＦ ｔ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２５）
Ｄｎ ＝［Ｄｎ

θ１，Ｄ
ｎ
１１，…，Ｄｎ

１Ｎ１
，…，Ｄｎ

θｎ，Ｄ
ｎ
ｎ１，…，Ｄｎ

ｎＮｎ
］ Ｔ

（２６）
Ｄｔ ＝［Ｄｔ

θ１，Ｄ
ｔ
１１，…，Ｄｔ

１Ｎ１
，…，Ｄｔ

θｎ，Ｄ
ｔ
ｎ１，…，Ｄｔ

ｎＮｎ
］ Ｔ

（２７）

Ｄｎ
θｊ
＝

ｎＴ
ｎ

∂Ｗｋ

∂θ ｊ

ｋｈｋ １≤ｊ≤ｋ

０ ｋ＜ｊ≤ｎ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２８）

Ｄｎ
ｊｆ ＝

ｎＴ
ｎ

∂Ｗｋ

∂δ ｊｆ
ｋｈｋ １≤ｊ＜ｋ

ｎＴ
ｎＷｋ

∂ｋｈｋ

∂δｋｆ
ｊ＝ ｋ

０ ｋ＜ｊ≤ｎ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２９）
式（２５） ～ （２９）中，Ｄｎ 和 Ｄｔ 为与碰撞点位置和

碰撞方向有关的列阵．Ｄｔ 列阵的元素 Ｄｔ
θｊ（ ｊ ＝ １，…，

ｎ）、Ｄｔ
ｊｆ（ ｊ＝ １，…，ｎ； ｆ＝ １，…，Ｎ ｊ）的求法与式（２８） ～

（２９）类似，仅需将其中的法向单位矢量列阵 ｎｎ 变

为切向单位矢量列阵 ｎｔ ．
斜碰撞动力学方程（２４）是在连续动力学方程

（１２）的基础上添加碰撞广义力项，在数值计算上

也较容易实现不同动力学状态的切换．
在系统的全局动力学求解过程中，需实时判定

两碰撞体上的碰撞点在碰撞法向上的相对距离：若
法向相对距离小于等于 ０ 则认为处于碰撞过程，使
用斜碰撞动力学方程（２４）进行求解；否则认为两

碰撞体未接触或者已分离，令 Ｆｎ、Ｆ ｔ 均为 ０，使用连

续动力学方程（１２）进行求解．

４　 仿真算例

为验证本文的动力学方法，选取一个单杆柔性

机械臂进行含斜碰撞过程的全局动力学仿真，如图

３ 所示．

图 ３　 仿真算例

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｅｘａｍｐｌｅ

其中，Ｌ＝ １．０ｍ，ρ ＝ ２７００ｋｇ ／ ｍ３，ＥＡ ＝ ２．１７×１０７Ｎ，ＥＩｚ
＝ ５４１．２７Ｎ·ｍ２，Ｋ＝ ５．９６×１０９Ｎ·ｍ－３ ／ ２ ．初始时刻系

统由 θ＝ ６０°位置无初速自由下落，杆件末端 Ｐ 与刚

性面发生碰撞，分别取碰撞面倾角 α 为 ０°，３０°和
４５°，进行不同方向碰撞的对比．

图 ４　 碰撞点竖直方向坐标

Ｆｉｇ． ４　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｉｍｐａｃｔ ｐｏｉｎｔ

图 ４ 为碰撞点竖直方向即 Ｙ 方向坐标的时程

图，反映了系统的大范围刚体运动．由图可见，三次

不同碰撞面倾角仿真的第一次宏观碰撞均发生在

０．４７ｓ 左右，碰撞后由于碰撞能量损失和弹性变形

相对碰前更大导致竖向坐标变化曲线明显抖动且

峰值小于初始值；碰撞面倾角 α ＝ ０°时系统回弹高

度最大，α＝ ４５°时回弹高度最小因此也更快地发生

了第二次宏观碰撞．这点也可在图 ５ 系统的机械能

变化中看出，无碰撞过程中由于没有非保守力做

２４４
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功，因此三次仿真的系统机械能均保持守恒；因为

考虑了法向阻尼力和切向摩擦力，每次碰撞过程导

致了机械能的损失，而 α ＝ ０°时的碰撞能量损失最

小，α ＝ ４５°时最大，这也和图 ４ 的竖向坐标变化规

律相吻合．

图 ５　 系统机械能变化

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｅｎｅｒｇｙ

图 ６ 为杆件末端即碰撞点横向变形图，碰撞过

程杆件的横向弹性变形变化剧烈且达到最大幅值，
碰后横向变形以明显大于碰前的幅度做近似周期

性变化，这说明碰撞效应、大范围运动和小变形运

动存在耦合作用，而 α ＝ ４５°时的变形峰值相对稍

大，α＝ ０°时相对稍小．图 ７ 为 α ＝ ４５°仿真时第一次

宏观碰撞过程中法向碰撞力 Ｆｎ 与切向摩擦力 Ｆ ｔ

的变化，Ｆ ｔ 与 Ｆｎ 同步变化，二者峰值之比约为动

滑动摩擦因数 μ；由于法向碰撞为单面约束，法向

碰撞力只能为压力，而切向摩擦力方向可沿切向正

向或负向并且和切向相对速度方向相反．

图 ６　 杆件末端横向变形

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｉｐ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

图 ８ 为第一次宏观碰撞过程中不同碰撞面倾

角的法向碰撞力 Ｆｎ 对比，由图可见，由于弹性变形

的存在导致碰撞点之间在短时间内频繁地接触分

离，因此一次宏观碰撞过程包含多个次碰撞过程；
该次宏观碰撞过程中的法向碰撞力峰值在 α＝ ０°时
最大，约为 ８１００Ｎ，其次是 α＝ ３０°时，而 α＝ ４５°时最

小．图 ９ 为第一次宏观碰撞过程中不同碰撞面倾角

的切向碰撞力即摩擦力 Ｆ ｔ 的对比，由于碰撞点切

向相对速度方向的改变，Ｆ ｔ 表现为有正有负，该次

宏观碰撞过程中的切向碰撞力峰值在 α ＝ ３０°时最

大，约为 １１５０Ｎ．

图 ７　 法向与切向碰撞力

Ｆｉｇ． ７　 Ｎｏｒｍａｌ ａｎｄ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ

图 ８　 法向碰撞力对比

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｏｒｍａｌ ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅｓ

图 ９　 切向碰撞力对比

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅｓ

３４４
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５　 结论

本文针对作大范围运动柔性机械臂系统，对其

斜碰撞动力学问题进行了研究，在柔性多体系统刚

柔耦合连续动力学建模基础上，建立了斜碰撞过程

的法向和切向碰撞力模型，对切向黏滞、滑移状态

进行了统一，推导出了斜碰撞动力学方程．斜碰撞

动力学建模工作全面考虑了大范围刚体运动、弹性

小变形运动与碰撞作用的耦合，并可进行包含连续

动力学过程和斜碰撞动力学过程的全局动力学模

型转换与求解．最后通过动力学仿真算例对本文的

模型进行了验证，并对比了不同碰撞方向下系统的

动力学特性，结果较为可信，并全面分析了全局动

力学过程中系统的动力学行为变化．
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