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摘要　 研究了弱非线性耦合二维各向异性谐振子的奇点稳定性及其在相空间中的轨迹． 首先， 求得弱非线

性耦合二维各向异性谐振子的奇点； 其次， 分别利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 间接法和梯度系统方法讨论该系统的平衡点

稳定性； 最后， 用 Ｍａｔｌａｂ 方法对系统进行数值模拟，并运用庞加赖截面观察系统在相空间的运动轨迹， 发

现随着能量的增加系统经历规则运动、规则运动与混沌并存等阶段，最后出现了混沌现象．
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引言

法国著名数学家、物理学家 Ｌａｇｒａｎｇｅ 在著作

《分析力学》中， 应用数学分析的方法得到第二类

Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程， 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 力学系统奠定了基础．
而后 Ｈａｍｉｌｔｏｎ［１，２］ 提出了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理和正则方

程， 推广了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统．牛青萍［３］ 从 Ｂｅｒｔｒａｎｄ 原

理出发给出了一阶非线性非完整系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程． 梅凤翔等［４－８］ 研究了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统对称性、
守恒量及其逆问题．郭永新等［９］用现代几何方法对

Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统动力学进行了研究．张毅等［１０］ 研究了

Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统对称性的摄动与 Ｈｏｊｍａｎ 型绝热不变

量． Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统动力学的研究已经有成熟的理

论［３－１１］， 但在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统的动力学行为研究方

面所涉不多， 只有系统周期性［１２－１９］ 及解的稳定

性［２０－２２］研究的相关成果．对一般的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程研

究其动力学行为比较困难， 故本文研究了典型的

Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统． 弱非线性耦合二维各向异性谐振子

是一典型而常见的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统力学模型， 在力

学、分子与原子物理、声学等各个领域具有实际应

用价值． 楼智美等［２３］ 对其一阶近似 Ｌｉｅ 对称性与

近似守恒量进行了研究， 本文将研究其动力学行

为， 用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 间接法及梯度系统对其奇点进行

分析， 并利用庞加莱截面获得系统在相空间中的

运动轨迹．

１　 弱非线性耦合二维各向异性谐振子的奇点

弱非线性耦合二维各向异性谐振子的Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数为：

Ｌ＝ １
２ ｘ̇２

１＋
１
２ ｘ̇２

２－
１
２
ω２

１ｘ２
１－

１
２
ω２

２ｘ２
２＋δｘ１ｘ２

２ （１）

其中 ｘ１， ｘ２ 为广义坐标， ω１， ω２ 为圆频率， 且 ω１

≠ω２， δ 为非线性耦合系数， δ≠０ 且 δ ≪１．
由（１）得系统的运动微分方程为：
ｘ̈１ ＝ －ω２

１ｘ１＋δｘ２
２

ｘ̈２ ＝ －ω２
２ｘ２＋２δｘ１ｘ２ （２）

令 ｘ̇１ ＝ ｘ３，ｘ̇２ ＝ ｘ４， 则（２）式可变为：
ｘ̇１ ＝ ｘ３

ｘ̇２ ＝ ｘ４

ｘ̇３ ＝ －ω２
１ｘ１＋δｘ２

２

ｘ̇４ ＝ －ω２
２ｘ２＋２δｘ１ｘ２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３）

令 ｘ̇１ ＝ ｘ̇２ ＝ ｘ̇３ ＝ ｘ̇４ ＝０， 解得系统的奇点为 Ｏ（０，０，０，０），

Ｐ１（
ω２

２

２δ
，

２ω１ω２

δ
，０，０），Ｐ２（

ω２
２

２δ
，－

２ω１ω２

δ
，０，０） ．

２　 奇点的稳定性

２．１　 用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 间接法判断系统奇点的稳定性

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 间接法指的是先把非线性方程在奇

点的领域内线性化， 然后利用线性方程来判断奇
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点的稳定性．
系统（３）在 Ｏ（０，０，０，０）处的线性化系统为：
ξ̇１ ＝ ξ３

ξ̇２ ＝ ξ４

ξ̇３ ＝ －ω２
１ξ１

ξ̇４ ＝ －ω２
２ξ２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（４）

解得其特征根为：
λ１ ＝ ｉω１，λ２ ＝ －ｉω１，λ３ ＝ ｉω２，λ４ ＝ －ｉω２ （５）
由（５）知方程有四个纯虚根， 此时奇点 Ｏ（０，

０，０，０）为系统的椭圆点， 由于特征方程无重根，
可知线性化方程（４）的奇点是稳定的， 此时不能判

断原系统（３）奇点的稳定性．

系统（３）在 Ｐ１
ω２

２

２δ
，

２ω１ω２

δ
，０，０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 处的线性化

系统为：
ξ̇１ ＝ ξ３

ξ̇２ ＝ ξ４

ξ̇３ ＝ －ω２
１ξ１＋２ ２ω１ω２ξ２

ξ̇４ ＝ ２ ２ω１ω２ξ１

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（６）

解得其特征值为：

λ１ ＝
－ω２

１＋ ω４
１＋３２ω２

１ω２
２

２

λ２ ＝ －
－ω２

１＋ ω４
１＋３２ω２

１ω２
２

２

λ３ ＝ ｉ
－ω２

１－ ω４
１＋３２ω２

１ω２
２

２

λ４ ＝ －ｉ
－ω２

１－ ω４
１＋３２ω２

１ω２
２

２
（７）

由（７）知方程有一个正的实根、一个负的实根

和一对共轭纯虚根， 此时奇点 Ｐ１ 为系统的一类鞍

点， 线性系统（６）的奇点是不稳定的， 原系统（３）
的奇点 Ｐ１ 也是不稳定的．

经计算知奇点 Ｐ２ 与 Ｐ１ 有相同的特征根， 故

奇点 Ｐ２ 和奇点 Ｐ１ 具有相同的性质．
２．２　 用梯度系统判断系统奇点的稳定性

当用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 间接法无法判断奇点的稳定性

时， 可用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 直接法判断奇点的稳定性， 但

还没有普遍适用的求 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的办法； 还可

以用梯度系统的方法判断奇点的稳定性， 若原系

统（３）可化为梯度系统或斜梯度系统， 便可以用梯

度系统或斜梯度系统的性质判断奇点的稳定性． 定
常的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统都是斜梯度系统．

斜梯度系统的微分方程为［１６］：

ｘ̇ｉ ＝ａｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ

（ ｉ，ｊ＝ １，２，…，ｍ） （８）

方程（８）中的函数 Ｖ ＝ Ｖ（ ｘ）称为能量函数， 矩阵

（ａｉｊ）是反对称的， 即有 ａｉｊ ＝ －ａ ｊｉ ．
斜梯度系统有以下性质［１６］：
１）能量函数 Ｖ 是斜梯度系统的积分； ２）如果

Ｖ 可以是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数， 那么斜梯度系统的解 ｘｉ ＝
ｘｉ０（ ｉ＝ １，２，…，ｍ）是稳定的．

下面将系统（３）化为斜梯度系统， 令 ａ１ ＝ ｘ１，ａ２

＝ ｘ２，ａ３ ＝ ｘ３，ａ４ ＝ ｘ４， 并取：

Ｖ＝ １
２
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１
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１
２
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３＋
１
２
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４－δａ１ａ２
２

则：
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ç
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÷
÷
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∂Ｖ
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（９）

显然， 系统（３）可化为梯度系统． 考虑能量函

数 Ｖ 的正定性， 将函数 Ｖ 化为（１０）式：

Ｖ＝（ａ１，ａ２，ａ３，ａ４）

１
２
ω２

１ ０ ０ ０

０ １
２
ω２

２－δａ１ ０ ０

０ ０ １
２

０

０ ０ ０ １
２
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ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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÷
÷
÷
÷
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÷
÷
÷
÷

ａ１

ａ２

ａ３

ａ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
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÷
÷
÷
÷
÷

（１０）
式（１０）的系数矩阵的顺序主子式为：

Ｈ１ ＝
１
２
ω２

１， Ｈ２ ＝
１
２
ω２

１
１
２
ω２

２－δａ１
æ

è
ç

ö

ø
÷

１１４
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Ｈ３ ＝
１
４
ω２

１
１
２
ω２

２－δａ１
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ø
÷ ， Ｈ４ ＝

１
８
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１
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２
ω２

２－δａ１
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ø
÷

令 Ｈｉ＞０（ ｉ＝ １，２，３，４）， 解得‖ａ１‖＜
ω２

２

２ δ
． 即取领

域 Ｕ ＝ （ａ１，ａ２，ａ３，ａ４） ‖ａ１‖＜
ω２

２

２ δ{ } ， 能量函数

Ｖ 在领域 Ｕ 内是正定的， 可作为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，
故奇点 Ｏ（０，０，０，０）是稳定的．

３　 系统在相空间中的轨迹

由斜梯度系统的性质可知函数 Ｅ＝ １
２
ｘ２
３＋

１
２
ｘ２
４＋

１
２
ω２

１ｘ２
１＋

１
２
ω２

２ｘ２
２－δｘ１ｘ２

２ 为系统（３）的积分同时也是

系统的总能． 运用庞加莱截面（ｘ１，ｘ３）（ｘ２ ＝ ０， ｘ４＜０
时）， 观察系统在相空间中的轨迹． 取 ω１ ＝ １， ω２ ＝

２ ， δ＝ ０．１， 观察庞加莱截面发现随着 Ｅ 的增加，
系统的运动主要分为 ３ 个阶段．

规则运动阶段　 图 １ 中（ａ）（ｂ）是 Ｅ 分别取 １０
和 ２５ 时， 系统相轨迹在庞加莱截面上的截点． 由其

可以看出每个图都有很多截点所构成的闭曲线， 这

表示系统在相空间中做准周期运动． 随着 Ｅ 的增大，
截面的面积也逐渐增大， 曲线并没有破裂，仅发生

了光滑形变， 这表示曲线可以承受一定的扰动． 此

时系统的运动是规则的， 主要做准周期运动．

图 １　 Ｅ 分别为 １０、２５ 时的截面图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｅｃｔｉｏｎ ｐｏｉｎｃａｒｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ

（ａ） Ｅ＝ １０； （ｂ） Ｅ＝ ２５

混动运动与规则运动并存 　 随着 Ｅ 的增加，
曲线破裂， 出现小范围内的混沌． 随着 Ｅ 的增加，
曲面破裂产生更小的闭曲面， Ｅ 继续增加破裂的

曲面增多并出现不规则运动， 此时规则运动与不

规则运动并存， 如图 ２（ａ）（ｂ）（ｃ） ．
混沌运动阶段 　 Ｅ 继续增大至其鞍点值时，

如图 ２（ｄ）， 此时几乎所有曲面都破裂， 系统主要

做混沌运动．

图 ２　 Ｅ 分别为 ４１、４５、４６．７、５０ 时的截面图

Ｆｉｇ．２　 Ｓｅｃｔｉｏｎ ｐｏｉｎｃａｒｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ

（ａ） Ｅ＝ ４１； （ｂ） Ｅ＝ ４５； （ｃ） Ｅ＝ ４６．７； （ｄ） Ｅ＝ ５０

２１４
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４　 结论

随着总能 Ｅ 的增大， 系统经历了规则运动、规
则运动与混沌并存、混沌运动 ３ 个阶段， 每个阶段

都有不同的运动特征． 在规则运动阶段， 系统主要

做准周期运动； 规则运动与混沌并存时， 曲面开始

破裂， 产生小范围内的混沌； 在混沌运动阶段， 绝

大部分曲面破裂， 系统主要做混沌运动． 通过图像

研究， 定性地认识了弱非线性耦合二维各向异性

谐振子在相空间中的运动， 当非线性耦合系数 δ
取值极小时， 系统主要做准周期运动．
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