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摘要　 首先回顾多体系统动力学的学科发展和学术交流情况，然后系统概述了多柔体系统动力学方程数值

算法、多柔体系统接触 ／碰撞动力学与柔性空间结构展开动力学三个方面的研究进展及值得关注的若干问

题，最后给出了开展多柔体系统动力学研究的若干建议．
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１　 多体动力学的学科发展回顾

２０ 世纪 ６０ 年代，以国际著名动力学家、德国

慕尼黑工业大学 Ｋｕｒｔ Ｍａｇｎｕｓ 教授（１９１２－２００３）为
代表的一批学者创立了后来称为“多体系统动力

学” （ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍ ｄｙｎａｍｉｃｓ） 的力学分支学

科［１］ ．该学科主要研究由多个具有运动学约束、存
在大范围相对运动物体构成的动力学系统的建模、
分析和控制，具有高度的综合交叉属性．该学科的

研究成果广泛用于各种机构、车辆、机器人、航天可

展开结构的动力学设计，对推动先进制造技术的发

展具有重要意义．因此，多体系统动力学学科已被

列入《国家自然科学基金委“十三五”发展规划》中
的重点扶持学科［２］ ．
１．１　 学科发展概述

经过近半个多世纪的发展，多刚体系统动力学

的研究在建模理论、动力学方程数值求解方法、软
件开发等方面已逐渐成熟与完善，故本文在学术内

容上重点关注多柔体系统动力学．多柔体系统动力

学重点研究柔性部件的大范围运动与部件变形相

互耦合的动力学，属于多个力学二级学科的交叉地

带，涉及连续介质力学、计算力学、非线性动力学等

多方面的理论和方法，研究对相关的理论基础要求

较高．
众多国内外学者曾对多柔体系统动力学的研

究进展做过全面综述． Ｓｈａｂａｎａ［３］ 系统总结了早期

多柔体动力学建模的浮动坐标法（ ｆｌｏａｔｉｎｇ ｆｒａｍｅ ｏｆ
ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ）、增量有限元法 （ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ）以及大转动矢量法（ ｌａｒｇｅ
ｒｏｔａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ），指出了各种方法的特点

与不足．浮动坐标方法已被应用于多体动力学商业

软件，适用于对具有小变形、小转动或低转速的多

柔体系统进行动力学建模和分析．增量有限元法已

被广泛应用于大变形结构动力学分析，但仅能处理

具有小转动的多柔体系统动力学问题．且如果使用

非等参有限元，该方法不能精确描述刚体运动．大
转动矢量法隐含的采用了位移与转角两套独立的

节点坐标表达柔体截面转动（冗余描述），这对于

细长或薄壁柔体动力学问题将产生奇异问题．读者

阅读文献［３－６］可获得该方法的更多特点．Ｗａｓｆｙ
和 Ｎｏｏｒ［７］详细总结了 ２００３ 年之前的多柔体系统动

力学研究进展，对柔性构件的建模、约束建模、求解

技术、控制策略、耦合问题、设计和实验研究进行了

分类讨论，对比分析了柔性多体系统的浮动坐标

系、共旋坐标系（ｃｏｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｆｒａｍｅ）、惯性系等不同

动力学建模方法，全文包含多达 ８７７ 篇参考文献．
Ｅｂｅｒｈａｒｄ 和 Ｓｃｈｉｅｈｌｅｎ［８］从分析动力学发展、欧美国

家多体动力学学术组织形成、多体系统动力学专著

等方面阐述了多体系统动力学发展的历史脉络，介
绍了多体动力学在汽车、机床等工业领域的应用研

究进展．
此外，还有不少学者从某个方面综述多柔体系
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统动力学的研究进展．例如，基于连续介质力学和

非线性有限元的绝对节点坐标法［９］（Ａｂｓｏｌｕｔｅ Ｎｏｄ⁃
ａｌ Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ Ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ， ＡＮＣＦ）是多柔体系统动

力学研究的一个重要里程碑，可精确描述柔体的大

范围运动和大变形耦合［３，９］ ．Ｓｈａｂａｎａ［１０］给出了 ＡＮ⁃
ＣＦ 单元应具备的条件，田强等［１１］、Ｇｅｒｓｔｍａｙｒ 等［１２］

以及 Ｎａｃｈｂａｇａｕｅｒ［１３］综述了 Ｓｈａｂａｎａ 提出的绝对节

点坐标方法，详细介绍了该方法在单元构造、高效

计算格式构建与工程应用方面进展情况．又如，多
柔体动力学方程的求解是多柔体系统动力学研究

的核心，其数学描述通常为微分⁃代数方程组（Ｄｉｆ⁃
ｆｅｒｅｎｔｉａｌ⁃Ａｌｇｅｂｒａｉｃ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ＤＡＥｓ ）． Ｂａｕｃｈａｕ 和

Ｌａｕｌｕｓａ［１４］系统综述了多体系统动力学微分⁃代数

方程组（ＤＡＥｓ）的降指标方法、控制违约漂移的约

束稳定性技术与违约根除技术．此外，洪嘉振与蒋

丽忠［１５］介绍了多柔体动力学发展的历史过程、研
究发展阶段，特别指出了“动力刚化”问题［１６］ 给研

究带来的挑战．刘才山与陈滨［１７］ 从多柔体系统动

力学方程的描述、碰撞模型的建立、铰接间隙引起

的碰撞问题、数值算法、实验研究等方面总结了多

柔体系统接触 ／碰撞动力学研究进展．芮筱亭与戎

保［１８］介绍了他们提出的多体系统传递矩阵法，说
明该方法无需集成系统总体动力学方程、便于快速

计算，已被用于多管火箭等兵器系统动力学分析．
多柔体系统动力学发展至今，对具有小变形、

小转动或低转速假设的多柔体动力学问题已有较

为完善的建模与计算方法［３，７，１１，１７－１９］ ．现有多体动力

学商业软件 ＡＤＡＭＳ［２０，２１］、ＲｅｃｕｒＤｙｎ［２２］ 等已经可以

很好地处理这类动力学问题．有限元分析商业软件

ＡＮＳＹＳ、ＡＢＡＱＵＳ 等也逐步引入了多体动力学分析

模块．目前，多柔体系统动力学发展面临的主要研

究难点有：柔体大范围运动与大变形的耦合描述问

题、多柔体间的接触 ／碰撞动力学问题、高维微分⁃
代数方程组的高效求解问题、高维多柔体系统的动

力学模型降阶与控制问题、多领域耦合多柔体系统

动力学问题、多尺度多柔体系统动力学问题等．
１．２　 主要国际期刊

Ｗｅｂ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ 数据库统计显示（至 ２０１７ 年 ８
月 ２ 日）：以“ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｄｙｎａｍｉｃｓ”为主题的 ＳＣＩ 检

索论文共 ３８０２ 篇，其中我国学者共发表论文 ５３３
篇，位居美国学者 １０２８ 篇之后，全球排名第 ２．但值

得指出的是，在这 ３８０２ 篇文章中有 ＥＳＩ 高被引论

文 ９ 篇，我国学者仅 ２ 篇．以上数据说明，我国多体

系统动力学论文数量与美国尚有明显差距，论文的

新颖性、原创性方面也需要加强．
另外，该数据库中以“ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｄｙｎａｍｉｃｓ”为主

题的论文来源数量位居前八名的期刊分别是：
《Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍ Ｄｙｎａｍｉｃｓ》、《Ｖｅｈｉｃｌｅ Ｓｙｓｔｅｍ Ｄｙ⁃
ｎａｍｉｃｓ》、《ＡＳＭＥ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ｎｏｎ⁃
ｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ》、《Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ》、《 Ｉｎｔｅｒｎａ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒ⁃
ｉｎｇ》、《Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｈｅｏｒｙ》、《Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ》 和

《Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉ⁃
ｎｅｅｒｓ， Ｐａｒｔ Ｋ： Ｊ Ｍｕｌｔｉ⁃ｂｏｄｙ Ｄｙｎａｍｉｃｓ》．其中《Ｍｕｌｔｉ⁃
ｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍ Ｄｙｎａｍｉｃｓ》创刊于 １９９７ 年，是专门刊登

多体系统动力学研究成果的期刊，其创刊主编是德

国斯图加特大学的 Ｗｅｒｎｅｒ Ｓｃｈｉｅｈｌｅｎ 教授（１９９６－
２０００ 年期间担任 ＩＵＴＡＭ 主席），目前的共同主编

是国际著名多体系统动力学专家、葡萄牙 Ｊｏｒｇｅ
Ａｍｂｒóｓｉｏ 教授．我国上海交通大学刘锦阳教授、北
京大学刘才山教授是该刊的现任编委，北京理工大

学胡海岩院士担任《ＡＳＭＥ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ａｎｄ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ》杂志副主编．从统计数据

看，在计算力学顶级期刊《 Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ 》 与 《 Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ》上，
刊出的多体系统动力学研究成果仍较少．
１．３　 主要国际交流

１９７７ 年，Ｋｕｒｔ Ｍａｇｎｕｓ 教授在国际理论与应用

力学联合会（ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｕｎｉｏｎ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ＩＵＴＡＭ）框架下发起召开了首

次多刚体系统动力学研讨会［２３］ ．此后 ＩＵＴＡＭ 召开

过许多次多体系统动力学研讨会．在 ＩＵＴＡＭ 四年

一度的世界力学家大会（ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｇｒｅｓｓ ｏｆ
Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ＩＣＴＡＭ［２４］ ） 上，
曾有多位国际著名学者应邀就多体动力学研究进

展作特邀报告［２５－２７］ ．２０１６ 年，在加拿大蒙特利尔召

开的第 ２４ 届世界力学家大会上，我国北京理工大

学胡海岩院士作了特邀报告“Ｓｏｆｔ Ｍａｃｈｉｎｅｓ： Ｃｈａｌ⁃
ｌｅｎｇｅｓ ｔｏ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｄｙｎａｍｉｃｓ” ［２８］，介绍其学术

团队在多柔体系统动力学框架下的软机器建模与

仿真研究，这是我国学者首次在 ＩＣＴＡＭ 上作动力

学与控制研究领域的特邀报告．

６８３
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２００２ 年，日本学者磐城明星大学（ Ｉｗａｋｉ Ｍｅｉｓｅｉ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ）的 Ｎｏｂｕｙｕｋｉ Ｓｈｉｍｉｚｕ 教授在日本磐城发

起召开了首届亚洲多体系统动力学会议 （ Ａｓｉａｎ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ＡＣＭＤ），并担任

首届亚洲多体系统动力学委员会主席．此后，ＡＣＭＤ
每两年召开一次，现任亚洲多体系统动力学委员会

主席是上海交通大学机械与动力工程学院王皓教

授．２０１２ 年，我国上海交通大学成功主办第六届亚

洲多体系统动力学会议．这是多体系统动力学领域

的国际学术会议首次在我国召开，来自全球的学者

共 ２４６ 人（其中国外学者 １１１ 人）出席会议；我国北

京理工大学胡海岩院士作了 “ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ
ａｎｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｒｉｇｉｄ⁃Ｆｌｅｘｉｂｌｅ Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍｓ ｖｉａ
Ａｂｓｏｌｕｔｅ Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ Ｂａｓｅｄ Ｍｅｔｈｏｄ ” 大 会 特 邀 报

告［２９］ ．２０１４ 年，第 ３ 届国际多体系统动力学会议与

第 ７ 届亚洲多体动力学会议在韩国釜山联合召开．
这是多体动力学领域中最具权威的两大国际会议

首次联合召开，我国上海交通大学刘锦阳教授［３０］

作了题为“Ｄｙｎａｍｉｃ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ Ｉｎｖｅｓ⁃
ｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｆ Ｒｉｇｉｄ⁃ｆｌｅｘｉｂｌｅ Ｃｏｕｐｌｉｎｇ Ｍｕｌｔｉ⁃ｂｏｄｙ Ｓｙｓ⁃
ｔｅｍｓ”的大会特邀报告．２０１８ 年，第九届亚洲多体动

力学会议将在我国西安召开．
２００３ 年，《Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍ Ｄｙｎａｍｉｃｓ》期刊现

任主编之一、葡萄牙 Ｊｏｒｇｅ Ａｍｂｒóｓｉｏ 教授在葡萄牙

里斯本发起召开了首届欧洲应用科学计算方法学

会（Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｃｏｍｍｕｎｉｔｙ ｏｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ
ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ＥＣＣＯＭＡＳ）的多体系统动力

学专题学术会议（ＥＣＣＯＭＡＳ ｔｈｅｍａｔｉｃ ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ
ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｄｙｎａｍｉｃｓ），此后该会议每两年召开一次．
２０１５ 年，第 ７ 届会议在西班牙巴塞罗那召开，收到

论文 １４９ 篇［３１］，参会人数近 ３００ 人，大部分来自欧

洲．２０１７ 年 ６ 月，第八届会议将在捷克布拉格召开．
２００３ 年，国际著名多体系动力学专家、美国伊

利诺伊大学芝加哥分校 Ａｈｍｅｄ Ａ． Ｓｈａｂａｎａ 教授发

起成立了美国机械工程师协会多体与非线性动力

学技 术 委 员 会 （ ＡＳＭＥ Ｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｃｏｍｍｉｔｔｅｅ ｏｎ
Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ＴＣ⁃
ＭＳＮＤ［３２］）并担任该委员会首任主席． 现任 ＴＣ⁃
ＭＳＮＤ 主席为美国威斯康星⁃麦迪逊大学的 Ｄａｎ
Ｎｅｇｒｕｔ 教授．２００５ 年，在美国加州长滩（Ｌｏｎｇ Ｂｅａｃｈ）
正式召开首届 ＡＳＭＥ 多体系统、动力学与控制会议

（ＡＳＭＥ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍｓ， Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ，１９９７ 年 ～ ２００５ 年期间曾以

“Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ”形式召开） ［３３］，大会

主席为 Ａｈｍｅｄ Ａ． Ｓｈａｂａｎａ 教授．关于美国多体系统

动力学的发展史，可参见文献［３４，３５］．
２０１０ 年，在芬兰召开了第 １ 届国际多体系统

动力学会议（Ｔｈｅ Ｆｉｒｓｔ Ｊｏｉｎｔ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ
ｏｎ Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍ Ｄｙｎａｍｉｃｓ）并成立了国际多体

系统动力学学会（ Ｔｈｅ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎ ｆｏｒ
Ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍ Ｄｙｎａｍｉｃｓ，ＩＭＳＤ［３６］ ），该会议每两

年召开一次．２０１６ 年，第 ４ 届国际多体系统动力学

会议在加拿大蒙特利尔召开，参会代表超过 ３００
人． ＩＭＳＤ 的首任主席是芬兰拉普兰塔理工大学

（ Ｌａｐｐｅｅｎｒａｎｔａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ） 的 Ａｋｉ
Ｍｉｋｋｏｌａ 教授，现任主席为加拿大滑铁卢大学的

Ｊｏｈｎ Ｍｃｐｈｅｅ 教授．我国上海交通大学刘锦阳教授、
北京大学刘才山教授曾多次担任 ＩＭＳＤ 的委员．
２０１４ 年，ＩＭＳＤ 正式被国际理论与应用力学联合会

接收为其分支学术组织．国际多体动力学著名专

家、德国斯图加特大学 Ｐｅｔｅｒ Ｅｂｅｒｈａｒｄ 教授是唯一

的 ＩＭＳＤ⁃ＩＵＴＡＭ 理事［３７］ ．
１．４　 该学科在中国的发展

我国在多体系统动力学领域的研究起步于上

世纪 ８０ 年代［３８］，比欧美国家晚了近二十年．上海交

通大学刘延柱教授［３９］ 与洪嘉振教授［４０］、北京航空

航天大学黄克累教授［４１］ 与谢传锋教授［４２］、天津大

学刘又午教授［４３，４４］、吉林大学陆佑方教授［４５］、北京

大学陈滨教授［４６］是我国该领域研究的主要发起者

和开拓者．自上世纪 ９０ 年代起，我国学者开始研究

多柔体系统动力学．一方面，在国家自然科学基金

等资助下从事多体系统建模和计算方法研究，在柔

性部件大范围运动和变形相互耦合的截断阶次分

析、柔性部件碰撞的高精度建模方法等方面取得进

展．另一方面，针对我国航天、兵器、机械等工业领

域的发展需求，编写程序开展多种装备的动力学仿

真．
１９８４ 年，中国力学学会下属的一般力学专业

委会会设立首届多刚体系统动力学专业组，组长由

北京大学周起钊教授［４７］ 担任，这标志着我国多体

系统动力学研究队伍初步形成．１９８６ 年，中国力学

学会一般力学专业委员会在北京召开了“多刚体系

统动力学研讨会”，１８ 位学者作报告，共提交 ２５ 篇

论文［３８］ ．１９８８ 年，在吉林长春召开了“柔性多体系

７８３
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统动力学”研讨会，邀请 ６ 位学者作报告；这次会议

后被认定为第 １ 届全国多体系统动力学会议．１９９２
年，在上海交通大学召开了“多体系统动力学—理

论、计算方法和应用学术会议” ［４８］ ．该会议收到论

文 ４９ 篇，研究重点从多刚体系统转向多柔体系统．
该会议后被认定为第 ２ 届全国多体系统动力学会

议．１９９６ 年，由中国力学学会一般力学专业委员会

与中国空间学会空间机械专业委员会联合在山东

长岛召开了“全国多体系统动力学与控制学术会

议”，会议收到论文 ４３ 篇［４９］；此次会议后被认定为

第 ３ 届全国多体系统动力学会议．
进入 ２１ 世纪以来，第 ４、５ 届全国多体系统动

力学会议分别于 ２０００ 年在大连理工大学、２００４ 年

在天津大学召开，这两次会议的注册代表人数均不

到 ５０ 人．自 ２００９ 年起，多体系统动力学与航天动

力学领域的学者每两年联合召开一次的全国性学

术会议．２００９ 年，“第六届全国多体系统动力学暨第

一届全国航天动力学与控制学术会议”在山东青岛

大学召开，参会代表超过 １００ 人．２０１１ 年，“第七届

全国多体系统动力学暨第二届全国航天动力学与

控制学术会议”在福州大学召开，收到学术论文摘

要 ４０ 余篇，注册代表 ７０ 余人．２０１３ 年，为推动我国

多体系统动力学的发展，由国家自然科学基金委员

会数理科学部、中国力学学会动力学与控制专业委

员会共同主办、青岛大学承办了为期 ７ 天“多体系

统动力学高级讲习班”．讲习班邀请了 １３ 位知名专

家作专题报告，内容涵盖多体系统动力学建模理论

与方法、多体系统动力学模型数值算法、多体系统

动力学软件及其应用等方面．来自全国的中青年学

者与研究生共 １６０ 余人参加讲习班，使多体系统动

力学研究获得进一步推广．同年，“第八届全国多体

系统动力学暨第三届全国航天动力学与控制学术

会议”在南京理工大学召开，注册代表 １００ 余人，共
收到学术论文摘要近 ９０ 篇．

近年来，我国多体系统动力学研究队伍逐渐扩

大．目前，该领域研究人员总人数约占动力学与控

制领域研究人员总人数的 ２０％．２０１５ 年，“第九届

全国多体系统动力学暨第四届全国航天动力学与

控制学术会议”在武汉华中科技大学召开，收到论

文摘要 １３０ 余篇，注册代表超过 １５０ 人．２０１７ 年，第
十届全国多体系统动力学暨第五届全国航天动力

学与控制学术会议将在山东青岛大学召开．现任第

十届动力学与控制专业委员会多体动力学与控制

专业组组长是北京大学刘才山教授．
目前，我国从事的多体系统动力学研究的主要

高校有 （按地域排列）：清华大学［５０－５４］、北京大

学［１７，５５］、北京航空航天大学［５６，５７］、 北京理工大

学［１１，５８，５９］、北京信息科技大学［６０］、哈尔滨工业大

学［６１－６４］、 大 连 理 工 大 学［６５－６８］、 上 海 交 通 大

学［１５，１６，３９，４０，６９－７５］、 南京理工大学［１８，７６－７９］、 青岛大

学［８０，８１］、福州大学［８２，８３］、华中科技大学［８４，８５］、西北

工业大学［８６－８８］等．

２　 多柔体系统动力学方程的高效求解

２．１　 微分⁃代数方程组求解算法

多柔体系统的动力学方程通常为如下微分⁃代
数 方 程 组 （ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ⁃Ａｌｇｅｂｒａｉｃ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，
ＤＡＥｓ） ［４０，８０，８９］

Ｍｑ̈＋Ｆ（ｑ）＋Ｄ（ｑ，ｑ̇）＋Ｐ１ΦＴ
ｑλ＋Ｐ２ΦＴ

ｑΦ－Ｑ（ｑ，ｑ̇）＝ ０

Ｐ１Φ（ｑ，ｔ）＝ ０{
（１）

其中 Ｍ 是质量矩阵，如果采用自然坐标方法［９０］ 或

者绝对节点坐标方法［１０－１３］ 描述多柔体系统，则该

矩阵是常数，便于高效计算；ｑ 是广义坐标向量，Ｆ
是柔性构件的内力向量，Ｄ 是阻尼力向量，Φ 是约

束向量．Φｑ 是约束向量关于广义坐标向量 ｑ 的偏

导数矩阵，λ 是拉格朗日乘子向量，Ｑ 是广义外力

向量．Ｐ１ 和 Ｐ２ 分别是为保持数值稳定而引入的约

束方程比例因子和惩罚因子［９１，９２］ ．
ＤＡＥｓ 的复杂程度通常用其指标（ ｉｎｄｅｘ）或称

微分指标（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘ）来衡量［９３］，它表示

为了把 ＤＡＥｓ 转换为一阶常微分方程组（Ｏｒｄｉｎａｒｙ
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ＯＤＥｓ）需要将式（１）中代数

方程组的部分项或者全部项对时间微分的次数．根
据此定义，式（１）为 ｉｎｄｅｘ⁃３ 的 ＤＡＥｓ．许多学者投身

于对 ＤＡＥｓ 求解算法的深入研究．潘振宽等［８０］ 系统

地总结了求解 ＤＡＥｓ 方程的传统增广法、缩并法的

特点．Ｓｈａｂａｎａ 等［９４］系统总结了用于求解多体系统

大变形动力学问题的算法．对于描述多体系统的

ＤＡＥｓ，常用求解算法有：Ｂａｕｍｇａｒｔｅ 算法［９５］，Ｎｅｗ⁃
ｍａｒｋ 算法［９６］，ＨＨＴ 算法［９７］，广义⁃ａｌｐｈａ 算法［９８］等．
张雄与王天舒［９９］ 比较了以上算法的效率、精度以

及耗散特性．值得指出的是，带数值耗散 Ｎｅｗｍａｒｋ

８８３
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方法会使系统低频响应过分被耗散，导致求解精度

大幅降低［１００］ ．另外，近年来提出的求解描述结构动

力学问题的常微分方程组（Ｏｒｄｉｎａｒｙ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎｓ， ＯＤＥｓ）算法［１０１－１０４］也可以进行发展，用于

多柔体系统动力学问题的 ＤＡＥｓ 求解．
图 １ 给出了方程（１）的求解总体流程．ＤＡＥｓ 的

求解算法方法总体上可分为两类：一是首先采用降

指标方法［１０５－１０８］、广义坐标分离方法［１０９－１１１］、增广

拉格朗日方法［１１２，１１３］ 等，将 ＤＡＥｓ 转换为 ＯＤＥｓ，然
后采用隐式或显式数值算法（如：Ｒｕｎｇ⁃Ｋｕｔｔａ 算法、
ＢＤＦ 算法）求解 ＯＤＥｓ．如果采用隐式算法，那么在

迭代过程中需进一步采用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代

（以下简称牛顿迭代）来求解一高维非线性代数方

程组，以获得未知变量的增量．二是可通过数值差

分方法直接将 ＤＡＥｓ 离散为非线性代数方程组，进
一步采用牛顿迭代解此高维非线性代数方程组，获
得未知变量的增量．

图 １　 ＤＡＥｓ 求解的总体流程

Ｆｉｇ．１　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｆｏｒ ＤＡＥｓ

在解非线性代数方程组的牛顿迭代过程中，需
要计算残差向量对广义坐标的偏导数矩阵，即系统

的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵．推导便于高效计算的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵解

析公式需要具备扎实的连续介质力学与有限元基

础［１１４－１１６］，张量代数的运算较为复杂［１１７，１１８］，有时甚

至需要借助符号运算软件．当然，也可采用数值方

法（如差分或自动微分方法［１１９］ ）计算上述 Ｊａｃｏｂｉ
矩阵，甚至还可采用在迭代过程中不计算 Ｊａｃｏｂｉ 矩
阵的算法［１２０，１２１］ ．但是这些方法在数值稳定性、计算

精度与效率等方面均不如直接通过 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的

解析公式进行计算．刘铖等［５９，１２２，１２３］ 推导了多种绝

对节点坐标有限元的弹性力及其 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的高

效解析计算格式，采用数值耗散可控的 ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ⁃

α 算法（属于上述第 ２ 类方法）求解多柔体系统动

力学方程，其具体计算流程如图 ２ 所示．关于 ｇｅｎｅｒ⁃
ａｌｉｚｅｄ⁃α 算法的参数及详细迭代过程描述，可参见

文献［９８，１１８，１２３］．由图 ２ 可见，对于高维多柔体

系统，牛顿迭代过程中的线性代数方程组求解效率

决定着整个 ＤＡＥｓ 的求解效率．不同单元弹性力及

其 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的计算可采用简单的 ＯｐｅｎＭＰ 指令

并行化［１２３，１２４］ ．需要指出的是，对于某些含可能发生

屈曲构件的多柔体系统，采用经典的牛顿迭代法并

不能正确追踪这些构件的动响应历程，而会产生

“ｓｎａｐ⁃ｔｈｒｏｕｇｈ”问题．在求解 ＤＡＥｓ 的过程中，引入

弧长法可以有效解决这类问题，但计算效率会大大

降低［１２５］ ．

图 ２　 广义⁃ａｌｐｈａ 算法计算流程

Ｆｉｇ．２　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｆｏｒ

ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ⁃ａｌｐｈａ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

另外，相对于多刚体系统动力学方程，方程

（１）中柔性构件的材料非线性（如弹塑性、粘弹性、
超弹性等） ［１１４，１１５］会直接导致计算方程中 Ｆ 和 Ｄ 的

困难．另外，随着工程问题的复杂化、大型化，方程

（１）的维数一般非常高，可达数万甚至数十万阶．从
总体上看，可从以下三个方面提高 ＤＡＥｓ 的求解效

率：一是基于计算连续介质力学理论［１１４，１１５］、有限

元理论［１１６］、张量分析［１１７］ 等基础知识推导、建立方

程各项的高效计算格式．二是利用现代并行计算技

术［１２３，１２６－１２８］、基于稀疏矩阵格式的数据操作（如查

找、排序、四则运算等）技术［１２９－１３１］等发展高效并行

算法．三是发展高维多柔体系统的降维方法，如基

于模态阶段的降维方法［１３２－１３４］、基于本征正交分解

（Ｐｒｏｐｅｒ Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ， ＰＯＤ）的降维方

法［１３５－１３７］、系统撕裂⁃拼装算法［１３８，１３９］等．
２．２　 高维线性代数方程组的降维与并行递归算法

为提高牛顿迭代过程中的线性代数方程组的

求解效率，Ｌｉ 等［１３９］首先基于区域分解方法将高维

多柔体系统拆分（可在运动副或者单元节点处实

９８３
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施）为若干互相独立的子系统，然后采用静力缩聚

法（又称 Ｓｃｈｕｒ 补方法） ［１４０，１４１］ 对每个子系统的内

部广义坐标和拉格朗日乘子进行缩聚，仅保留边界

变量（边界广义坐标和边界拉格朗日乘子），降低

子系统本身的维数；然后，进一步采用多层区域分

解方法将边界变量做进一步子系统划分、内部自由

度缩聚，直到获得“界面问题”，即最简化的线性代

数方程组，也称“ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｐｒｏｂｌｅｍ” ［１４１］，从而形成

了一种高维线性代数方程组的多层递归并行算法．
下面简述该并行递归算法的思想，详细过程可参见

文献［１３９］．
（１）静力缩聚法基本思想

对于任意子结构，其有限元静力平衡方程如

下：
Ｋｉｉ Ｋｉｂ

Ｋｂｉ Ｋｂｂ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｕｉ

Ｕｂ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｒｉ

Ｒｂ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（２）

其中 Ｕｉ 和 Ｕｂ 分别是子结构内部节点（上标 ｉ）和

边界节点（上标 ｂ）的位移向量．Ｋｉｉ、Ｋｉｂ、Ｋｂｉ和 Ｋｂｂ

分别是结构刚度矩阵 Ｋ 的子矩阵，Ｒｉ 和 Ｒｂ 分别是

载荷向量的内部和边界分块向量．由于结构内部节

点和其它结构无关，故这些节点的坐标可以缩聚

掉．由式（２）可得到 Ｕｉ 的缩聚变换：
Ｕｉ ＝（Ｋｉｉ） －１（Ｒｉ－ＫｉｂＵｂ） （３）
将式（３）代入式（２），得到缩聚后该子结构的

静力平衡方程：
ＫＵｂ ＝Ｆ （４）

其中，
Ｋ＝Ｋｂｂ－Ｋｂｉ（Ｋｉｉ） －１Ｋｉｂ

Ｆ＝Ｒｂ－Ｋｂｉ（Ｋｉｉ） －１Ｒｉ{
式中 Ｋ 称为边界变量 Ｕｂ 的 Ｓｃｈｕｒ 补，故静力缩聚法

也称“Ｓｃｈｕｒ 补”方法．显然，式（４）的维数比式（２）要
低很多，对于高维系统更是如此．因此，可先求解式

（４）得到边界节点的位移 Ｕｂ，然后将计算结果回代

入式（３），得到内部节点的位移 Ｕｉ ．显然，对于图 ２ 所

示求解 ＤＡＥｓ 过程中的线性代数方程组，也可采用

该方法进行降维处理，从而大幅提高计算效率．
（２）多体系统内部变量的缩聚

复杂的多柔体系统可在单元节点或运动副处

人为拆分，形成多个子系统．对于图 ２ 所示牛顿迭

代过程中的系统线性代数方程组，可由拆分后的所

有子系统拼装为如下方程：

Ａ
ｎ

ｋ＝１

Ｋｋ ０

０ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

Ｐ２ΛＴ
ｋΛｋ Ｐ１ΛＴ

ｋ

Ｐ１Λｋ ０
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＝－Ａ

ｎ

ｋ＝１

Ｆｒ
ｋ

Ｆｃ
ｋ
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ë
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（５）
其中 Ａ 表示对系统进行组装，下标 ｋ 表示子系统

号，Δｑｋ 和 Δλｋ 分别表示第 ｋ 个子系统的广义坐标

增量与拉格朗日乘子增量．式（５）中的所有矩阵或

向量都可由图 ２ 中线性代数方程组对应的各项表

达出来，详见文献［１３９］ ．对于第 ｋ 个子系统，将变

量增量分为内部变量与边界变量增量变化方程的

表达式，得到：
Θｉｉ

ｋ Θｉｂ
ｋ

Θｂｉ
ｋ Θｂｂ

ｋ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Δ ｑｉ
ｋ

Δ ｑｂ
ｋ
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ú
＝ －

Ｆ ｉ
ｋ

Ｆｂ
ｋ

é

ë
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ê

ù

û

ú
ú

（６）
式中 Δ ｑｉ

ｋ 和 Δ ｑｂ
ｋ 分别表示第 ｋ 个子系统内部变量

（包括内部广义坐标与内部拉格朗日乘子）的增量

与边界变量（包括边界广义坐标与边界拉格朗日乘

子）的增量．式（６）中所有矩阵及向量均可由式（５）
对应的项通过推导表达出来．

图 ３　 高维多体系统的变量缩聚、界面问题生成及求解流程

Ｆｉｇ．３　 Ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｎｄｅｎｓａｔｉｏｎ， ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ａｎｄ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｌｏｗ ｆｏｒ ｈｉｇｈ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍ

如图 ３ 所示，按照静力缩聚思想对式（６）进行

内部变量缩聚，可以得到第 ｋ 个子系统边界变量的

线性代数方程组．值得注意的是：各子系统是从最

初的多体系统拆分而成，相互之间存在约束关系，
故单个子系统的线性代数方程组无法独立求解．如
图 ３ 所示，通过在拆分处引入各子系统之间的约束

方程及对应的拉格朗日乘子，对所有子系统进行组

０９３
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装，便可获得可求解的、仅含系统边界变量增量的

线性代数方程组（也称界面问题）．通过求解界面问

题，可以获得各子系统边界变量的增量，将其进行

并行回代，可获得各子系统内部变量的增量．这样

就可获得图 ２ 所示原 ＤＡＥｓ 求解过程中高维线性

代数方程组的全部解．对于界面问题，可利用多种

开源求解器程序包来处理，如 ｓｋｙｌｉｎｅ 求解包［１１６］、
ＨＳＬ 求 解 包［１４２］、 ＰＡＲＤＩＳＯ 求 解 包［１４３］ 和 Ｉｎｔｅｌ
ＭＫＬ［１４４］等．

（３）多层递归并行算法

为了降低图 ３ 中界面问题的维数，可进一步构

建基于多层区域分解的递归算法．如图 ４ 所示，首
先将高维多柔体系统划分为 ｎ 个子系统，记为第一

层网格（ｈ＝ １）．经过静力缩聚只留下每个子系统的

边界变量，记为第二层网格（ｈ ＝ ２）．对第二层网格，
可进一步进行子系统划分，使每个子系统由第一层

网格的若干子系统组成．故在第二层网格中，每个

子系统的刚度矩阵可由第一层网格中相应子系统

刚度矩阵的边界项组装得到．以此类推，可以创建

第三层、第四层…第 ｍ 层网格，从而使最后一层网

格（ｈ＝ｍ）的界面问题维数大幅降低．许多线性代数

方程求解器［１４２－１４４］ 均可高效获得最后一层的界面

问题的解，再将界面问题的结果进行并行回代，便
可获得系统所有变量的增量．另外，不同层变量缩

聚过程并不求解任何方程组，仅是矩阵或向量之间

的运算，这些运算也很容易实现并行化．

图 ４　 基于多层区域分解的递归算法

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｌｅｖｅｌ ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ ｄｏｍａｉｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　 　 Ｌｉ 等［１３９］ 通过对该算法的复杂度分析研究表

明，该多层网格并行递归算法的算法复杂度为

Ｏ（Ｎ１．５），其中 Ｎ 为多柔体系统的单元节点坐标总

数．如图 ５ 所示，针对同一算例，当系统的节点坐标

数少于 １０８ 时，该算法的计算效率比 Ｓｅｒｂａｎ 等［１４５］

提出的 ＢｉＣＧＳｔａｂ２⁃ＳＰＩＫＥ 算法效率要高很多．

３　 多柔体系统接触 ／碰撞动力学

３．１　 接触 ／碰撞动力学模型研究

根据相互接触物体的动量变化情况，可将接触

过程分为碰撞、连续接触两种状态．物体发生碰撞

时，其动量会出现瞬时突变；而物体发生连续接触

时，其动量呈现连续变化［１４６］ ．对于某些多柔体系

统，如空间网架式卫星展开天线、自旋展开太阳帆、
柔性抓取机械臂、软体机器人等，为了实现特定功

能，其部件不可避免地要与周围环境或自身发生接

触 ／碰撞．多柔体系统碰撞动力学的主要研究方法

及早期研究进展可参见文献［１７，５６，６３，７０］．对柔

体进行接触碰撞动力学分析，首先要建立能反映碰

撞过程的接触 ／碰撞力模型．主要采用两种方法计

算多柔体间的接触 ／碰撞法向力［１４７］，即：罚函数方

法和非光滑动力学方法．

１９３
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图 ５　 对于具有不同节点坐标数的多柔体模型采用并行递归算法

和并行 ＢｉＣＧＳｔａｂ２⁃ＳＰＩＫＥ 算法仿真 １ｓ 所需的 ＣＰＵ 时间对比

Ｆｉｇ．５　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ＣＰＵ ｔｉｍｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｆｏｒ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ

ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＤＯＦｓ ｕｓｉｎｇ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ａｎｄ ＢｉＣＧＳｔａｂ２⁃ＳＰＩＫＥ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

罚函数方法通过建立能反映接触过程中接触

界面相互嵌入、局部变形、能量耗散等特性的法向

接触力罚函数，将其作为外力引入多柔体系统动力

学方程（１）进行求解．罚函数方法假设，物体界面在

接触过程中能相互穿透，需要在数值迭代过程中计

算穿透量及穿透速度．但事实上，物体界面在接触

过程中并不发生相互穿透．另外，已提出的法向接

触力模型都有各自的适用范围［１４８－１５０］，对同一个问

题选择不同的接触模型可能得到不同的计算结果，
应用时需要特别注意接触模型的选择．

在非光滑动力学方法中［５６，１５１－１５５］，假定接触界

面不可穿透，接触过程瞬时完成，作用在物体上的

接触力是系统运动状态变量的非光滑函数，即函数

或其导函数是状态变量的非连续函数或分段连续

函数．通过单边约束条件，可计算接触力以确保接

触界面的不可穿透条件．对于非光滑多体系统接

触 ／碰撞动力学模型，可采用线性或非线性互补问

题 （ Ｌｉｎｅａｒ ／ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｉｔｙ Ｐｒｏｂｌｅｍ，
ＬＣＰ ／ ＮＣＰ）和微分变分不等式 （Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｖａｒｉａ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ， ＤＶＩ）描述．相对于 ＤＶＩ 方法，互补

问题公式推导与程序实现较为简单．Ｃｈｅｎ 等［１５６］ 针

对存在单边约束与双边约束的非光滑多柔体系统，
提出了非光滑 ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ⁃α 求解算法．其研究表

明，该方法比广泛应用于非光滑动力学补问题求解

的 Ｍｏｒｅａｕ – Ｊｅａｎ 算法具有更好的精度． Ｂｒüｌｓ
等［１５７］ 将 Ｇｅａｒ⁃Ｇｕｐｔａ⁃Ｌｅｉｍｋｕｈｌｅｒ （ ＧＧＬ） 条件引入

ＤＡＥｓ，进一步发展了非光滑 ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ⁃α 算法，并
提出了 Ｎｏｎｓｍｏｏｔｈ⁃α ＧＧＬ 算法，可使求解结果在位

置与速度水平上同时严格满足互补条件．ＤＶＩ 方法

计算效率较基于 ＬＣＰ 的算法高，且易实现并行化．
Ｔａｓｏｒａ 等［１５８，１５９］采用 ＤＶＩ 方法建立了数十万个粒

子的摩擦接触非光滑动力学模型，利用 ＧＰＵ 并行

计算技术实现了高效计算．关于 ＤＶＩ 方法的更多复

杂工程应用，可参见美国学者 Ｄａｎ Ｎｅｇｒｕｔ 教授实验

室发布的信息（ｈｔｔｐ： ／ ／ ｓｂｅｌ．ｗｉｓｃ．ｅｄｕ ／ ）
３．２　 含间隙运动副的多柔体系统动力学

由于加工误差、装配需要、磨损等原因，多柔体

系统的运动副含有不可避免的间隙．运动副间隙会

引起系统的振动、冲击和噪声，加速磨损，降低效率

和工作精度．基于 ３．１ 中的两类方法，众多学者开展

了含间隙运动副的多柔体系统动力学建模、计算与

实验研究［５０，５１，５６，１６０－１６４］ ．Ｗｅｂ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ 数据库统计

显示：以“ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｊｏｉｎｔ” 为主题的论文已有 １５００
余篇．含运动副间隙的多柔体系统不仅呈现出柔体

大范围运动和其变形的耦合特征，还呈现多时空尺

度耦合特征，即系统的大尺度范围运动与间隙内运

动副元件的微小尺度运动的相互耦合，以及系统的

长时间尺度运动与含间隙运动副在极短时间尺度

内的碰撞过程耦合．这些耦合特性致使对系统动力

学方程求解只能用采用微小时间步长进行．所以，
至今仅能对含少量间隙运动副的多柔体系统进行

动力学分析．例如，Ｌｉｕ 等［１６５］ 基于绝对节点坐标方

法对具有 ６ 个含间隙转动副（４ 个潜在碰撞点）的
柔性空间机械臂进行时间为 ２０ 秒的动力学仿真，
计算时间超过 １０ 个小时．对于含数十个、甚至上百

个间隙运动副的多柔体系统动力学问题，目前尚无

好的计算方法．
为了减少运动副磨损、提高机构使用寿命，人

们通常采用润滑剂来消除或减少间隙运动副内的

直接碰撞或称为干碰撞（Ｄｒｙ Ｉｍｐａｃｔ） ．因此，考虑润

滑特性的含间隙多柔体系统动力学研究对实际工

程设计具有重要意义．在不考虑轴瓦变形的假设

下，学者们已提出多种运动副液动力润滑力解析或

数值模型［１６６－１６９］ ．对含液动力润滑模型的多柔体系

统动力学求解的主要思路是：通过求解多柔体系统

的 ＤＡＥｓ，获得润滑运动副元件的相对位置、速度结

果，代入解析或数值润滑模型计算获得润滑力，再
转换为广义外力回代到多柔体系统的 ＤＡＥｓ 求解，
进而获得多柔体系统的动力学响应．与干碰撞问题

的研究不同，考虑润滑条件以后的运动副元件可在
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完全润滑状态、干碰撞状态、边界润滑状态之间相

互切换．因此，在求解 ＤＡＥｓ 过程中还需嵌入描述运

动副润滑状态的切换模型［１７０，１７１］ ．Ｄａｎｉｅｌ 等［１７２］研究

发现，润滑剂压力积分边界（轴瓦坐标系下润滑剂

压力为零的角度）对于液动力润滑模型计算结果的

影响极大；基于 Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ 或者 Ｇüｍｂｅｌ 边界条件

的液动力润滑力解析模型计算结果，不能与润滑剂

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 方程的数值解吻合．
对于高速、重载机械设备，运动副润滑剂的油

膜压力会导致运动副轴瓦变形，而轴瓦变形又会进

一步降低润滑剂油膜压力，最终导致轴承的承载能

力降低［１７３］ ．因此，考虑轴瓦变形与润滑剂压力场耦

合条件下的弹流润滑运动副研究是摩擦学领域的

研究热点．例如，人们非常关注人工弹流润滑髋关

节模型的研究［１７４，１７５］ ．由于摩擦学领域的研究主要

针对单个运动副本身，不能得到多柔体系统与弹流

润滑运动副之间的耦合动力学特性．因此，对弹流

润滑多柔体系统动力学的主要求解思路类似于求

解液动力润滑多柔体系统动力学问题．由于单个弹

流润滑运动副的自由度非常高，且要在求解多柔体

系统的 ＤＡＥｓ 过程中嵌入复杂的数值方法迭代求

解润滑剂的压力场．因此，具有弹流润滑运动副的

多柔体系统动力学的研究难点在于，提出便于高效

计算的、考虑大范围运动的弹流润滑运动副模型．
田强等［１７６，１７７］ 提出了基于 ＡＮＣＦ 的弹流润滑

圆副与球铰模型，其中弹流润滑球铰模型可望应用

于含弹流润滑人工髋关节的人体骨架动力学问题

研究．事实上，目前绝大多数［１６６－１６９，１７６，１７７］ 关于具有

液动力润滑或弹流润滑运动副的多柔体系统动力

学问题求解过程均是一种步进式、交互式过程，即：
在描述多柔体系统的 ＤＡＥｓ 与描述润滑剂的 Ｒｅｙｎ⁃
ｏｌｄｓ 方程联立求解过程中，单独求解其中一个方

程，再将结果代入另一个方程后求解，反映润滑剂

和运动副之间的 “弱耦合” 效应． Ｙａｎｇ 和 Ｌａｕｒｓ⁃
ｅｎ［１７８］基于 ｍｏｒｔａｒ 方法提出一种新颖的弹流润滑空

间旋转运动副的“强耦合”模型，可使得润滑剂压

力场与柔性轴瓦有限元模型能联立求解，为弹流润

滑运动副的研究开辟了新途径．
３．３　 软机器的接触 ／碰撞动力学

近年来，软体手术机器人、软体仿生机器人、软
抓取机构等软机器引起人们广泛关注［２８，１７９－１８２］ ．这
类软机器对复杂环境具有很强的适应能力，可望成

功应用于医疗、装配、探测等领域．软机器的主要部

件由杨氏模量小于 １ＧＰａ 的各种软材料组成［１８０］，
可通过主动或被动（或者两者结合）变形，实现不

同形态的运动、越过障碍物或者穿过比自身常态尺

寸小的缝隙，进入传统刚性机器无法进入的空间．
软机器在工作过程不仅会呈现出系统或部件的大

范围运动与大变形的耦合，还会与周围物体甚至自

身发生接触 ／碰撞，产生黏滑、缠绕、打结等复杂动

力学行为．软机器的接触 ／碰撞动力学特性不仅会

极大地影响其整体性能（如攀爬 ／穿越速度、抓取稳

定性、定位精度等），还可能导致整个系统的失效

（如卡死、打结等）．然而，目前对软机器的研究主要

集中于研发新材料和软机器原型设计，极少关注软

机器与环境或自身的接触 ／碰撞动力学问题［１８０，１８２］ ．
现有的多体系统接触 ／碰撞动力学研究主要局

限于 多 刚 体 系 统 或 具 有 小 变 形 的 多 柔 体 系

统［１７，５６，６３，７０，１８３］ ．Ｗａｎｇ 等对基于 ＡＮＣＦ 描述的大变

形刚性截面绳索系统进行了接触、碰撞、缠绕与打

结过程动力学研究，但计算结果尚未反映出绳索接

触区域的截面变形、绳索打结后的摩擦自锁现

象［１８４，１８５］ ．目前，软机器接触 ／碰撞动力学研究面临

的主要挑战如下：一是软部件间的多区域接触界面

会产生持续的大变形与大滑移现象，而已有的柔体

法向接触力模型主要适应小变形柔体之间的接触

力计算，能否应用于具有大变形柔体间的接触力计

算需要进一步研究．二是传统有限元方法对低曲

率、小变形接触界面可进行较为精确的逼近，但对

于高曲率、大变形的柔体进行接触分析时，会造成

接触界面的非光滑性，导致接触力计算产生伪振

荡，计算结果误差过大、甚至完全错误．三是采用传

统有限元方法进行接触分析时，需要追踪接触点在

单元边界上的位置，一旦接触点进入一个新单元，
就需要更新单元信息，这无疑会降低计算效率．四
是采用传统有限元方法进行接触分析时，部件的大

范围运动与大相对滑移会造成非协调离散单元之

间的接触［１８６］，对保证接触力的计算精度、效率与

稳定性带来很大困难．五是虽然人们已提出很多摩

擦模型来刻画多体接触时的摩擦效应［１８７，１８８］，但至

今对摩擦问题的认识仍不够深刻，很多摩擦机理尚

未发现，乃至国际著名期刊《Ｎａｔｕｒｅ》上还持续报道

关于摩擦的研究进展［１８９－１９１］ ．因此，考虑摩擦效应

的软机器接触动力学问题需要作进一步深入研究．
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３．４　 多柔体不确定性接触 ／碰撞动力学

由于制造和测量误差、材料的不均匀性、环境

变化等因素均会导致多柔体系统动力学模型的参

数具有不确定性．对于接触 ／碰撞动力学问题而言，
摩擦系数、碰撞模型参数 （刚度系数、恢复系数

等）、材料本构参数、运动副间隙尺寸等均具有不确

定性．研究表明［１９２］：如果将这些不确定性参数人为

地作为确定性参数，则对真实物理模型的极大简化

与粗化，会得出不合理或矛盾的结果．２００６ 年，美国

能源部 Ｓａｎｄｉａ 国家实验室就将不确定性结构动力

学建模与量化分析作为结构动力学研究领域极具

挑战的问题之一，邀请了相关领域著名学者进行了

专题研究，成果集中发表在计算力学研究领域的顶

级期刊《Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ》的专刊上［１９３］ ．在这些不确定性结构动

力学研究中，并不需要考虑结构的大范围运动与

其变形之间的耦合问题，也没有考虑多柔体系统

接触 ／碰撞动力学研究涉及的多尺度问题．如果多

柔体系统的接触 ／碰撞动力学涉及到不确定性接

触参数，其研究面临更多挑战．为发展不确定性多

柔体系统动力学研究新方法，２０１４ 年 ＩＵＴＡＭ 在

德国斯图加特召开了“Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｍｕｌｔｉ⁃
ｂｏｄｙ Ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ Ｄｅｓｉｇｎ Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓ” 专题研讨

会［１９４］ ．
不确定性参数的描述方法主要包括［１９５］：概率

方法、模糊方法和凸集方法．概率方法是目前工程

中进行不确定性问题分析的主流方法．该方法基于

概率论将不确定性参数视为随机变量，对问题进行

建模与分析，需要大量的观测数据以确定随机变量

的概率密度．模糊方法基于模糊集理论来描述不确

定性参数，需要知道不确定性参数的隶属度函数．
隶属度函数的确定有时比概率密度函数的确定更

为困难，主观选择性较强．因此，模糊方法获得的模

糊解集可能并不唯一，易导致分析结果不可靠．另
外，概率方法与模糊方法的计算效率均较低［１９６］ ．凸
集方法将不确性参数视为在具有已知边界凸集合

内取值的未知变量，得到的计算结果是包含可行解

集的一个最小集．这类方法主要包括［１９５］：凸模型方

法与区间方法．当不确定参数的变化范围不是凸集

时，凸模型方法将失去效用，故其适用范围有限．区
间方法采用区间数描述不确定性参数，按照区间算

术来计算系统的响应区间，计算效率比概率方法、

模糊方法要高，为研究不确定性问题开辟了新途

径．但该方法适用于处理模型统计信息不足以描述

不确定性参数的概率分布或隶属度函数，仅知道其

边界值的不确定性问题［１９７］，是概率方法与模糊方

法的一种很好的补充方法．区间方法的主要不足

是［１９８］：区间数的相关性（Ｉｎｔｅｒｖａｌ Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｙ）会导

致经区间算术运算得到的区间比真实结果范围要

大，及发生区间扩张，甚至还会造成误差爆炸（Ｅｒ⁃
ｒｏｒ Ｅｘｐｌｏｓｉｏｎ）问题，得到没用的结果．此外，随着不

确定性区间参数的增加，计算所需的不确定性信息

较多，计算效率也会随之大幅降低．
很多学者已对具有不确定性参数的多体系统

动力学问题进行了研究，例如，Ｓａｎｄｕ 等［１９９，２００］利用

多项式混沌理论分析了含不确定参数的多刚体系

统动力学问题．Ｗａｓｆｙ 等［１９９］将系统的材料属性和外

载荷定义为具有三角形隶属函数的模糊参数，用
α⁃截集法对这些模糊参数进行处理，获得了柔性航

天器的动响应．Ｗｕ 等［２０２］提出了不确定性区间函数

的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 扩展形式，研究了具有区间参数的简

单平面多刚体系统（如单摆、曲柄滑块机构）的动

力学问题．Ｗａｎｇ 等［２０３］研究了具有 ６ 个不确定性区

间长度参数的六连杆柔性空间机械臂动力学问题，
这是区间方法首次在多柔体系统动力学问题上的

应用．当然，上述研究尚未涉及接触 ／碰撞动力学问

题．在多柔体系统动力学框架下考虑不确定性接触

参数的接触 ／碰撞动力学研究，至今鲜有文献报

道［２０４］ ．

４　 柔性空间结构展开动力学研究

近年来，我国航天科技发展迫切需要掌握柔性

空间结构在轨展开技术，以满足卫星通信、天基对

地观测、深空探测等重大需求［５８，２０５］ ．这类空间结构

展开尺度大、柔软部件多、构形复杂，其展开过程会

呈现系统大范围运动与柔软部件大变形之间的非

线性耦合动力学．美国、俄罗斯等国在其航天任务

中，曾发生多起结构展开失败．由于这类结构的展

开动力学地面实验难度大、无法完全抵消重力影

响，故其展开过程的动力学数值模拟是确保结构在

轨展开成功的关键技术．
基于 ＡＮＣＦ 的非线性有限元能精确描述柔体

大范围运动和大变形的相互耦合动力学．采用 ＡＮ⁃
ＣＦ 对具有不同构形的空间结构柔性部件进行描
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述，需要建立相应的 ＡＮＣＦ 有限元．Ｌｉｕ 等基于连续

介质力学理论分别建立了薄膜［５９］、ＡＮＣＦ 曲梁 ／
壳［１２２］、复合材料层合板单元［１２３］，拓展了基于 ＡＮ⁃
ＣＦ 描述柔性部件的类型，为研究空间结构展开动

力学奠定了基础．目前，ＡＮＣＦ 有限单元已经较为丰

富与完善［１１－１３］ ．
基于 ＡＮＣＦ 描述含柔软部件的大型空间结构

展开过程，其 ＤＡＥｓ 的维数极高，可达数十万个自

由度；而需要模拟的时间历程可长达数十分钟，现
有的多体系统动力学商业软件无法对这类问题进

行动力学模拟．因此，我国航天研究院所长期缺少

有效的柔性空间结构展开动力学模拟软件．因此，
高维多柔体系统动力学方程 ＤＡＥｓ 的高效、精确求

解和工程化软件成为解决柔性空间结构在轨展开

动力学模拟的关键．
如图 ６ 所示，Ｌｉ 等［１３９］采用所提出的并行递归算

法研究了一个基于 ＡＮＣＦ 描述的、具有近 ２０ 万个广

义坐标的卫星环形天线反射器的展开动力学问题．
展开过程的时间为 ５００ 秒，计算时间近 ７８ 小时．详细

的建模与计算过程可参见文献［１３９］．如图 ７［２０４］ 所

示，Ｙｕ 等［２０６，２０７］对 ＡＮＣＦ 描述的 ８７ 跨空间索杆铰接

式伸展臂的伸展过程动力学进行了模拟．该模型具

有 １ 万多个广义坐标，整个伸展过程为 １２１０ 秒且伴

随复杂的接触动力学问题，计算耗时近 ６０ 小时．Ｔａｎｇ
等［２０８］提出了一种变长度 ＡＮＣＦ 绳索单元，利用该单

元研究了绳系多星系统动力学问题．

图 ６　 环形桁架天线反射器展开过程的动力学模拟

Ｆｉｇ．６　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｏｐ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａ ｄｅｐｌｏｙｍｅｎｔ ｐｒｏｃｅｓｓ

图 ７　 具有 ８７ 跨的空间索杆式伸展臂的动力学模型

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ａｂｌｅ ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ａｒｔｉｃｕｌａｔｅｄ ｍａｓｔ （ＡＤＡＭ） ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ８７⁃ｂａｙ

Ｌｉｕ 等［５９］对图 ８ 所示的六边形太阳帆自旋展

开过程进行了 ＡＮＣＦ 建模和动力学模拟．与图 ６ 所

示的环形桁架式结构相比，薄膜结构只有微小的抗

弯曲刚度，其运动过程非常容易产生褶皱，而褶皱

会极大地影响薄膜结构的静力学与动力学特性．因
此，在 ＡＮＣＦ 单元中必须考虑薄膜结构的褶皱与松

弛特性，才能获得正确的模拟结果．有趣的是，如果

对褶皱的描述不准确，将直接影响太阳帆展开过程

模拟的结果，即微小尺度的褶皱与宏观尺度的展开

动力学呈现出跨尺度耦合效应．

图 ８　 太阳帆薄膜结构自旋展开动力学模拟

Ｆｉｇ．８　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｓｏｌａｒ ｓａｉｌ ｓｐｉｎｎｉｎｇ ｄｅｐｌｏｙｍｅｎｔ ｐｒｏｃｅｓｓ

Ａｄｌｅｒ 等［２０９］将褶皱分为两类：材料褶皱与结构

褶皱．前者是材料初始缺陷造成的永久性褶皱，后
者是薄膜结构局部屈曲导致的褶皱．他们指出，采
用薄壳单元对薄膜结构进行建模分析时，需要划分

非常精细的网格才能反映出褶皱变形，但这将导致

计算效率低下．因此，采用该方法很难研究大型薄膜

结构的展开过程．为了提高计算效率，分析薄膜褶皱

时可采用张力场理论（Ｔｅｎｓｉｏｎ Ｆｉｅｌｄ Ｔｈｅｏｒｙ） ［２１０，２１１］，
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通过修正褶皱单元的本构关系或者变形梯度来模

拟褶皱．虽然该方法不能得到褶皱的波长、幅值及

数量等信息，但可高效地预测薄膜结构的褶皱区

域，因此被广泛应用于薄膜结构的褶皱分析．
事实上，薄膜结构会展现出非常复杂的力学行

为，至今仍是固体力学研究领域的热点问题，在著

名物理期刊《Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｌｅｔｔｅｒ》也持续有研究

报道［２１２－２１４］ ．若将这方面的研究与多柔体系统动力

学相结合，不仅可发现新的科学规律，还能促进多

柔体系统动力学去解决实际工程问题．
随着航天科技的进步，人们已逐步开始探索尺

度达数百米的拼装式柔性空间结构［２１５］、尺度达数公

里的空间太阳能发电站［２１６］、电磁连接可重构空间结

构［２１７，２１８］等新型空间结构．这些空间结构的动特性与

控制设计需求无疑为多柔体系统动力学研究带来许

多新的挑战，但同时也带来了新的发展空间．

５　 结语

综上所述，近年来世界范围内的多柔体系统动

力学取得了长足的进步，不仅在理论和方法研究中

已形成了体系，而且成功解决了一批过去无法解决

的工程问题，为工程师提供了可以信赖的数值仿真

结果．
在该领域的未来研究中，应充分注意到多柔体

系统动力学的学科交叉属性和学科应用属性．对于

以“科学为导向”的学者而言，其未来研究需要充

分借鉴固体力学、流体力学、控制理论、应用数学、
计算数学等领域的最新研究成果，从该学科所重点

关注的“柔体大范围运动与变形相互耦合”出发，
积极探索新的建模方法、计算方法和实验方法，发
现新机理、新规律，推动学科发展．对于“以问题为

导向”的学者而言，高端工程装备、生物医学仪器甚

至生活产品［２１９］ 的研制都对多柔体动力学提出许

多新的挑战，不仅要求发展解决问题的新方法，还
需要不断积累和完善可处理工程问题的软件系统，
并开展充分的实验研究．当然，对于具有较好研究

积累的学术团队而言，更应该两者并重，使自己的

研究成果既能“顶天”又能“立地”．
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