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基于 Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦的柔性滑移铰的建模与仿真

章杰　王琪
（北京航空航天大学航空科学与工程学院，北京　１００１９１）

摘要　对含Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦的柔性滑移铰系统进行动力学建模和仿真．将滑移铰中的滑块视为柔性体，滑道视

为刚性接触面，考虑滑道与滑块之间的间隙．由于柔性滑块与滑道的接触状态和摩擦情况比较复杂，采用有

限元方法建立了柔性滑块的力学模型，基于罚函数方法建立含Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦柔性滑移铰接触力模型，通过试

算迭代法判断柔性滑块各节点的接触状态，基于 ＫＥＤ方法和 Ｎｅｗｍａｒｋ方法给出了含该滑移铰机械系统动

力学方程的数值算法．最后，以含Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦的柔性滑移铰和驱动摆杆构成的机械系统为例进行动力学仿

真，分析了其动力学特性，验证了本文给出的方法的有效性．
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引言

滑移铰在机械系统中被广泛应用，但滑移铰中

双边约束、摩擦等非线性因素的存在使得相关动力

学问题的求解变得复杂，以往的研究常将滑移铰简

化为理想铰，即不考虑滑块与滑道之间的摩擦、间

隙、碰撞等因素，但这些因素在实际的含滑移铰机

械系统中广泛存在［１］．近年来不少关于滑移铰动力
学行为的研究开始考虑其间隙、摩擦和碰撞等因素

对系统动力学行为的影响．文献［１－２］考虑滑块
与滑道之间的间隙，用非光滑动力学方法对含滑移

铰的平面多刚体系统进行了建模仿真．文献［３］考
虑碰撞和摩擦，用线性互补方法对含滑移铰和转铰

的机械系统进行了研究．文献［４］考察了间隙、摩
擦和碰撞等因素对曲柄滑块机构动力学行为的影

响．文献［５－６］考虑摩擦，将间隙视为无穷小且忽
略块滑与滑道的碰撞，对含滑移铰的单自由度系统

动力学解的存在性和唯一性进行了研究．文献［７－
８］同样忽略滑移铰的间隙和碰撞，基于线性互补方
法对含库仑干摩擦滑移铰的多体系统动力学行为

进行了研究．文献［９－１１］对平面和空间含摩擦滑
移铰的动力学行为进行了研究．这些研究将滑移铰
视为刚体，忽略了滑块变形对系统动力学的影响，

如果使用修正的库仑摩擦模型时，无法反映粘滞状

态；如果使用库仑干摩擦时，可反映粘滞状态，但是

滑块处于粘滞状态时，由于滑道的约束和静摩擦力

的存在使得系统处于超静定状态，基于刚体模型已

无法唯一地求滑道作用于滑块上的接触力．
文献［１２－１３］考虑物体接触点的局部变形，

基于接触力学理论和线性互补问题的算法，给出

了含接触、碰撞以及库伦干摩擦，同时具有理想定

常约束和非定常约束的平面多刚体系统动力学的

建模与数值计算方法，但该方法不适用用于含双边

约束的滑移铰系统．
含驱动约束与摩擦的滑移铰在很多机械系统

中存在．文献［１４］将滑移铰视为柔性体，加入变形
协调条件，应用有限元方法系统地研究了间隙、库

仑摩擦和滑块变形对曲柄滑块机构动力学行为的

影响，但未考虑驱动约束．文献［１５－１６］对含驱动
约束与刚性滑移铰多体系统动力学问题进行了建

模和仿真，但该方法无法完全求出处于粘滞状态时

接触点的约束力．
本文在上述研究的基础上，研究了基于Ｋａｒｎｏｐｐ

摩擦模型［１７］的含间隙柔性滑移铰的建模和数值算

法．利用有限元方法和罚函数方法，建立柔性滑移铰
的力学模型，应用结构动力学方法建立滑移铰的动
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力学方程，基于ＫＥＤ方法和Ｎｅｗｍａｒｋ方法给出了含
该滑移铰机械系统动力学方程的数值算法，最后通

过数值仿真分析含驱动约束和柔性滑移铰机械系统

的动力学行为，验证该方法的有效性．

１　含驱动约束与摩擦的柔性滑移铰的建模

１．１　滑移铰的接触形式
设滑移铰由滑块和滑道构成，且存在有间隙，

因此滑块在滑道内的接触形式如图１所示．
形式１：单面接触状态，如图１（ａ）（ｂ）所示；
形式２：双面接触状态，如图１（ｃ）（ｄ）所示；
形式３：非接触状态，如图１（ｅ）所示．

图１　滑移铰的接触形式示意图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｔａｃｔｓｔａｔｅｓｏｆｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌｊｏｉｎｔ

１．２　Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦模型
摩擦是一种复杂的物理现象，摩擦力产生的机

理以及摩擦对系统动力学行为影响的研究已有几

百年的历史，基于经典的库仑摩擦和粘性摩擦模

型［１７－１９］，Ｋａｒｎｏｐｐ提出了 Ｋａｒｎｏｐｐ模型，该模型既
能反映静摩擦特征，也能反映摩擦的粘性特征，并

且通过定义零速区间 ｖ＜ＤＶ，避免了在仿真或控
制中的零速度检测问题以及黏滞和滑动摩擦状态

方程间的切换问题［１７，２０］．其数学描述如下［１７，１９］：

　Ｆ＝

－ｓｇｎ（ｖ）μＦＮ－ｆｖｖ　ｉｆ ｖ＞ＤＶ

ｍａｘ（－Ｆｅ（ｔ），－μ′ＦＮ）ｉｆ ｖ＜ＤＶ，Ｆ
ｅ（ｔ）≥０

ｍｉｎ（－Ｆｅ（ｔ），μ′ＦＮ）　ｉｆ ｖ＜ＤＶ，Ｆ
ｅ（ｔ）＜

{
０
（１）

其中，Ｆ是滑道作用于滑块上某一接触面的摩擦
力，ＦＮ为该接触面的法向力，μ′为静摩擦系数，μ为

动摩擦系数，ｖ为滑块质心速度，Ｆｅ（ｔ）为作用于滑
块上的所有外力（不含滑道与滑块间的作用力）在

滑道切向投影的代数和，ｆｖｖ为粘性摩擦部分，ｆｖ为
粘性系数，ｓｇｎ（ｘ）是符号函数

ｓｇｎ（ｘ）＝
＋１ ｘ＞０
０ ｘ＝０
－１ ｘ＜

{
０

１．３　含Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦的柔性滑移铰的接触模型
Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦模型中的摩擦力包括干摩擦部分

和粘性摩擦部分，首先对干摩擦部分进行建模．
罚函数方法是解决接触问题应用最广泛的方

法之一［１４，２０］，其物理意义是将接触面上各节点处

的接触力用线弹性模型描述［１４，２１－２３］．本文基于罚
函数方法，建立含Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦的柔性滑移铰的接
触模型．

应用有限元方法将滑块划分为若干个微小单

元，基于文献［１４］中接触力和摩擦力的表示方法，
将滑块接触面上第ｉ个节点处接触力表述如下：

当 ｖ＜ＤＶ且ＦｅＴ（ｔ）≥０，有：

Ｆｆｉ＝ｍａｘ（－ｋＴｃｉｄＴｉ，－μ′ｋＮｃｉｄＮｉ）　ｓｕｒｆａｃｅＡＢ

Ｆｆｉ＝ｍａｘ（－ｋＴｃｉｄＴｉ，μ′ｋＮｃｉｄＮｉ）　 ｓｕｒｆａｃｅＣＤ

ＦＮｉ＝－ｋＮｃｉｄ
{

Ｎｉ

（２）

其中：Ｆｆｉ为该节点切向摩擦力，ＦＮｉ为节点法向接触

力，其正方向与图１中坐标系正方向一致．ｋＴ和 ｋＮ
分别为切向和法向弹簧的弹簧刚度（罚函数方法中

称为罚因子）．ｄＴｉ和ｄＮｉ分别为该节点在该时刻的微

小变形位移在切向和法向上的投影．ＳｕｒｆａｃｅＡＢ和
ＣＤ分别为滑块的两个接触面，分别由 Ａｒｅａ１、２和

Ａｒｅａ３、４构成，如图１所示．ｃｉ为接触状态系数，定

义为

ｃｉ＝１ ｉｆ　ｃｏｎｔａｃｔｅｄ

ｃｉ＝{ ０ ｉｆ　ｎｏｔｃｏｎｔａｃｔｅｄ

当 ｖ＜ＤＶ且ＦｅＴ（ｔ）＜０，有：

Ｆｆｉ＝ｍｉｎ（－ｋＴｃｉｄＴｉ，μ′ｋＮｃｉｄＮｉ）　 ｓｕｒｆａｃｅＡＢ

Ｆｆｉ＝ｍｉｎ（－ｋＴｃｉｄＴｉ，－μ′ｋＮｃｉｄＮｉ）　ｓｕｒｆａｃｅＣＤ

ＦＮｉ＝－ｋＮｃｉｄ
{

Ｎｉ

（３）

当 ｖ＞ＤＶ，有：

４６２
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Ｆｆｉ＝－ｓｇｎ（ｖｃτ）μｋＮｃｉｄＮｉ　ｓｕｒｆａｃｅＡＢ

Ｆｆｉ＝ｓｇｎ（ｖｃτ）μｋＮｃｉｄＮｉ　 ｓｕｒｆａｃｅＣＤ

ＦＮｉ＝－ｋＮｃｉｄ
{

Ｎｉ

（４）

其中ｖｃτ为滑块质心速度在切向上的投影．
式（２）、（３）和（４）建立了节点接触力和节点微

小变形位移之间的函数关系，该节点摩擦力所处状

态和接触状态系数ｃｉ的判断可由文献［１４］给出的
方法确定．

由于Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦模型中包含干摩擦项，因此
滑块在滑道内的运动将会出现黏滞滑移（ｓｔｉｃｋｓｌｉｐ）
现象，图２，３为基于罚函数方法和干摩擦的性质建
立的柔性滑移铰接触模型示意图［１４］，分别描述了

滑块处于双面接触时的 ｓｔｉｃｋ状态和 ｓｌｉｐ状态．图
中用线性弹簧表示了节点接触力和该时刻节点微

小位移之间的线性关系，实线表示该节点与滑道接

触，虚线表示该节点未与滑道接触，细方框表示该

节点处切向摩擦力与法向接触力成正比例关系．

图２　Ｓｔｉｃｋ状态下滑移铰接触模型

Ｆｉｇ．２　Ｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｏｆｓｌｉｄｅｒｕｎｄｅｒｓｔｉｃｋｓｔａｔｅ

图３　Ｓｌｉｐ状态下滑移铰接触模型

Ｆｉｇ．３　Ｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｏｆｓｌｉｄｅｒｕｎｄｅｒｓｌｉｐｓｔａｔｅ

２　滑移铰系统动力学方程及其求解策略

设柔性滑移铰由ｎ个节点构成．该滑移铰接触

力向量 Ｆｃ＝ Ｆｆ１，ＦＮ１…Ｆｆｉ，ＦＮｉ…Ｆｆｎ，Ｆ[ ]Ｎｎ
Ｔ和该时

刻的滑移铰的微小变形位移 ｄ＝［ｄＴｉ，ｄＮｉ…ｄＴｉ，ｄＮｉ
…ｄＴｎ，ｄＮｎ］

Ｔ之间的关系可以用矩阵方程的形式表

示如下，

Ｆｃ＝Ｋｃｄ （５）
其中，Ｋｃ为滑移铰接触刚度矩阵．基于含柔性滑移
铰多体系统动力学的试算迭代方法［１４］，并根据接

触状态和运动状态，由（２）－（４）计算可得到该矩
阵．

考虑Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦模型中的粘性项 ｆｖ＝－ｋｖｖ，

应用有限元中的动力学方法［２３］，含 Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦
的柔性滑块动力学方程为

Ｍｑ̈＋Ｋｑ＝Ｆｅ＋Ｆｃ－ｋｖｖ （６）
其中Ｍ为滑块质量矩阵，ｑ为滑块的广义坐标，̈ｑ
为广义坐标对时间的二阶导数，Ｋ为滑块的总体刚
度矩阵，Ｆｅ为作用于滑块的外载荷向量（包含自身
重力，主动力，其它构件对其的作用力，但不包括滑

道对其的作用力），ｖ为滑块上处于接触状态的节
点的速度在切向投影的列向量．

应用牛顿欧拉法建立处滑移铰外其它刚体的

动力学方程，方程的一般形式如下：

Ｍ
～
ｑ～̈＝ｆ（ｑ～·，ｑ～，Ｆ′，ｔ） （７）

其中：Ｍ
～
为广义质量矩阵，ｑ～为其广义坐标，Ｆ′为滑

移铰与其它物体间的相互作用力．当用 Ｎｅｗｍａｒｋ
方法等经典的有限元数值算法联立求解方程（６）
和（７），在迭代过程中，由于加速度的震荡和接触
状态的判断耦合，会使得迭代过程不收敛．本文利
用试算法、柔性滑移铰多体系统动力学方法的

ＫＥＤ方法［１４］和 Ｎｅｗｍａｒｋ方法［２３］联立迭代求解方

程组（６）和（７）可求出系统的所有运动量和物体间
所有的相互作用力．

３　算例

设含柔性滑移铰的机械系统如图４所示，摆杆
ＡＢ铰接于滑块Ｂ并由电机驱动以角速度ω０转动．
滑道与滑块间的摩擦为 Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦，用本文给出
的方法对其进行动力学仿真．

在如图４所示系统中，均质滑块长为 ａ，高为
ｂ，质量为ｍ２，水平弹簧的刚度系数为 ｋ，外激励 Ｆ
＝Ｆ０ｓｉｎ（Ωｔ）作用于滑块质心．滑块和滑道之间的
动摩擦系数和静摩擦系数分别为 μ和 μ′．摆杆 ＡＢ

５６２
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质量为ｍ１，长度为 Ｌ，摆杆质心 Ｃ坐标为 ｘ１，ｙ１，滑
块质心Ｂ的坐标为 ｘ２，ｙ２．柔性滑块的弹性模量为
Ｅ，泊松比为ｖ，滑块被划分为６８４个平面三节点三
角形单元．相关的参数设定如下：

ｍ１＝２．０ｋｇ，ｍ２＝１．０ｋｇ，ａ＝０．６ｍ，ｂ＝０．５ｍ，

Ｆ０＝３．０Ｎ，ω０＝π／４ｓ
－１，ｋ＝１．０，Ｌ０＝０．２５ｍ，

Ω＝π／２ｓ－１，μ＝０．０３，μ′＝０．０４，Ｌ＝２．０ｍ，
Ｅ＝２．１×１０１１ｐａ，ｖ＝０．２５
系统初始条件为：

ｘ１＝１．０ｍ，ｙ１＝０．０ｍ，θ１＝０．０ｒａｄ
ｘ２＝０．０ｍ，ｙ２＝０．０ｍ

图４　滑移铰摆杆机构示意图

Ｆｉｇ．４　Ｓｌｉｄｅｒｂａｒｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｒｉｖｉｎｇｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

图５为滑块质心 ｘ２的时间历程图，图６为 ｘ２
的时间历程图，由图可以看出系统的稳态运动为周

期运动，其周期为８ｓ，滑块呈现出 ｓｔｉｃｋｓｌｉｐ运动状
态．

图５　滑块质心坐标ｘ２的时间历程图

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｘ２ｆｏｒｓｌｉｄｅｒｍａｓｓｃｅｎｔｅｒ

图７为 ｘ̈２的时间历程图，可以看出加速度会
有突变，这是因为当速度方向变化时，摩擦力方向

也发生变化，从而引起加速度．

图６　滑块质心速度ｘ２的时间历程图

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｘ２ｆｏｒｓｌｉｄｅｒｍａｓｓｃｅｎｔｅｒ

图７　滑块质心加速度 ｘ̈２的时间历程图

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｘ̈２ｆｏｒｓｌｉｄｅｒｍａｓｓｃｅｎｔｅｒ

图８为驱动力矩的时间历程图，可以看到在某
几个时刻会发生微小突变．该突变是由于摩擦力的
突变引起滑移铰加速度的突变导致驱动力矩的突

变．

图８　驱动力矩的时间历程图

Ｆｉｇ．８　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｄｒｉｖｉｎｇｍｏｍｅｎｔ

图９给出了柔性滑移铰四个区域摩擦力的时
间历程图，其中摩擦力在某段时间区间内恒为零，

则表明该区域处于未接触状态．
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图９　不同区域摩擦力的时间历程图

Ｆｉｇ．９　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｎｏｄａｌｆｒｉｃｔｉｏｎｆｏｒｃｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｒｅａｓ

４　结论

本文提出了含 Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦的柔性滑移铰系
统的建模与仿真方法，研究了 Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦、滑块
变形、驱动约束和间隙对滑移铰动力学行为的影

响．基于有限元方法和罚函数方法，建立含Ｋａｒｎｏｐｐ
摩擦的柔性滑移铰的接触模型并建立其动力学方

程，用试算迭代法确定柔性滑块各节点的接触状态

系数并计算各节点摩擦力，基于 ＫＥＤ方法和 Ｎｅｗ
ｍａｒｋ方法对含 Ｋａｒｎｏｐｐ摩擦的柔性滑移铰和驱动
摆杆构成的机械系统进行了数值仿真．仿真结果表
明了该方法的有效性，并揭示了滑块的摩擦与变

形，以及驱动摆杆对滑移铰动力学行为的影响．与
基于滑块刚体模型的方法相比，该方法不但能计算

滑块变形对该滑移铰动力学行为的影响，也能求解

该滑块处于双面接触且处于 ｓｔｉｃｋ状态时的接触
力．
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