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摘要　随着ＭＥＭＳ技术工艺的发展，微型结构在工程领域的应用越来越广泛．对于微型结构，经典连续介质

力学理论的本构关系中不包含任何特征长度尺度，不能反映结构在微米尺度下的尺寸效应．本文基于 Ｖｏｎ

Ｋａｒｍａｎ大变形理论和一阶剪切变形理论，把考虑尺寸效应的应变梯度理论推广至微型 Ｍｉｎｄｌｉｎ板的非线性

问题．分别计算微结构的应变能，包括宏观变形应变能和微观变形应变能两部分，结合微型 Ｍｉｎｄｌｉｎ板结构

的动能及外力功，代入Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，得到了微型Ｍｉｎｄｌｉｎ板在大变形情况下的非线性动力学方程及边界条

件．
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引言

近些年，微机电系统（ＭＥＭＳ）的迅速发展，使
得整个业界都呈现出了微型化的特点，此类结构的

尺寸都非常小，而实验结果表明：在微尺度下，结构

会出现明显的尺度效应．然而由于经典连续介质力
学理论中并不包含特征长度参数，因此并不能预测

在微尺度下板结构所表现出来的尺度效应．
从 Ｃｏｓｓｅｒａｔ兄弟提出偶应力理论开始，许多学

者针对微结构的尺度效应提出了一系列的理论，

１９６４年，Ｍｉｎｄｌｉｎ［１］给出了弹性全应变梯度理论，除
了通常的两个拉梅常数以外，还引入五个新的材料

常数；１９９２年，Ａｉｆａｎｔｉｓ和Ａｌｔａｎ在本构方程中引入了
应变张量的二阶梯度，提出了一种梯度弹性理论．
１９９２年，Ａｉｆａｎｔｉｓ［２］构建了一种简单的应变梯度理
论，采用了经典线性各向同性弹性理论所采用的拉

梅常数；该理论中只使用了一个长度尺度参数．２００３
年，Ｌａｍ［３］等引入了相同的高阶平衡约束，提出了一
种有三个额外材料参数的弹性应变梯度理论．

与此同时，许多学者利用应变梯度理论对微型

结构进行了研究，２００８年，ＰａｐａｒｇｙｒｉＢｅｓｋｏｕ和 Ｂｅｓ
ｋｏｓ［４］运用应变梯度理论分析了弹性梯度弯曲Ｋｉｒｃｈ
ｈｏｆｆ微型板结构的静态变形、稳定性和线性固有频

率；２０１０年，ＰａｐａｒｇｙｒｉＢｅｓｋｏｕ［５］等用他们以前得到的
基本方程分析了固定和简支圆形弹性梯度薄板的静

态变形；２０１１年，Ｗａｎｇ［６］等基于Ｌａｍ等提出的弹性
应变梯度理论提出了一种线性Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ微型板结构
模型，并研究了该结构的静态变形、固有频率和屈

曲；２０１２年，Ｒａｍｅｚａｎｉ［７］提出了基于标准弹性应变梯
度理论的一阶剪切变形微型板结构模型，主要研究

了结构的静态弯曲和线性固有频率；２０１４年，Ｌｉ［８］对
基于应变梯度理论的双层简支Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ微型板进行
了研究，得出尺寸效应对板的偏转、轴向应力以及零

应力面的位置有较大的影响．
以上各位学者针对微型结构进行的是线性研究，

而在大变形非线性研究方面：２００４年，Ｌａｚｏｐｏｕｌｏｓ［９］基
于Ａｉｆａｎｔｉｓ提出的弹性应变梯度理论，结合 ｖｏｎ
Ｋａｒｍａｎ几何非线性建立了Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ微型板结构的
方程；２０１１年，Ｒｅｄｄｙ［１０］研究了微结构 ＥｕｌｅｒＢｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ功能梯度材料梁的非线性振
动问题；２０１２年和２０１３年，Ｒａｍｅｚａｎｉ和 Ｒａｊａｂｉ［１１］

利用应变梯度理论研究了微型梁结构的非线性问

题，并发现非线性是提升结构固有频率的主要原

因，但在某些特殊的长厚比情况下，尺度效应也有

明显提升固有频率的效果．２０１３年，Ｒａｍｅｚａｎｉ［１２］基
于应变梯度理论对微型薄板结构进行了非线性振
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动的研究．
综上所述，针对微型结构的线性问题已进行了

深入的研究，而应用应变梯度理论进行非线性研究

工作目前还主要集中在梁结构和薄板结构，所以本

文针对微型Ｍｉｎｄｌｉｎ板，综合考虑一阶剪切变形、Ｖｏｎ
Ｋａｒｍａｎ大变形和尺寸效应的影响，把应变梯度理论
推广到Ｍｉｎｄｌｉｎ板的非线性问题，分别计算微结构的
势能，动能及外力功，代入Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，得到了微
型Ｍｉｎｄｌｉｎ板在大变形情况下的非线性动力学方程
及边界条件，该方程及边界条件可应用于ＭＥＭＳ结
构中微型Ｍｉｎｄｌｉｎ板结构，进行非线性动力学分析，
同时也可应用于微型机械结构、微型太阳能帆板等

微型Ｍｉｎｄｌｉｎ板结构的振动控制的研究．

１　应变梯度理论

应变梯度理论在本构关系中引入了材料的特

征长度尺寸，并考虑了应变梯度高阶张量对应变能

密度函数的影响，能够描述和解释微构件力学性能

的尺寸效应现象．应变梯度理论建立了连续介质框
架下考虑应变梯度影响的新的本构模型，成为刻划

微米尺度效应的有力工具，也是联系经典力学与原

子力学之间现实可行的桥梁，它们是一种广义连续

介质力学理论．
应变梯度理论有三种形式：

Ⅰ型应变梯度ηｉｊｋ＝ｕｋ，ｉｊ；
Ⅱ型应变梯度ηｉｊｋ＝εｊｋ，ｉ；
Ⅲ型应变梯度３ηｉｊｋ＝ｕｉ，ｊｋ＋ｕｊ，ｋｉ＋ｕｋ，ｉｊ，

本文研究的是大变形问题，由于Ⅱ型应变梯度理论是
由应变得到的，而Ⅰ型和Ⅲ型理论只与位移有关，所以
只有由Ⅱ型理论得到的应变梯度是非线性表达式，能
够反映大变形问题．所以本文基于Ⅱ型表达式，把应
变梯度理论推广到微型Ｍｉｎｄｌｉｎ板的非线性问题．微
型Ｍｉｎｄｌｉｎ板的应变能密度包括宏观应变能密度Ｗ
和微观应变能密度Ｗ＾两部分，可以表示为：

Ｗ（ε，η）＝Ｗ＋Ｗ＾ （１）
其中：

Ｗ＝σｘｘεｘｘ＋σｙｙεｙｙ＋τｘｙγｘｙ＋τｘｚγｘｚ＋τｙｚγｙｚ （２）

Ｗ＾＝ａ１ηｉｉｋηｋｊｊ＋ａ２ηｉｊｊηｉｋｋ＋ａ３ηｉｉｋηｊｊｋ＋
　ａ４ηｉｊｋηｉｊｋ＋ａ５ηｉｉｋηｋｊｉ （３）

ａＪ（Ｊ＝１，２，３，４，５）为材料的尺度参数．
根据（３）式可以得到高阶应力的表达式：

τｉｊｋ＝
Ｗ＾

ηｉｊｋ
＝１２ａ１（ηｉｉｐδｑｒ＋２ηｒｉｉδｐｑ＋ηｉｉｑδｐｒ）＋

　ａ２（ηｐｉｉδｑｒ＋ηｑｉｉδｐｒ）＋２ａ３ηｉｉｒδｐｑ＋
　２ａ４ηｐｑｒ＋ａ５（ηｒｑｐ＋ηｒｐｑ） （４）

δｉｊ为克罗内克函数．

２　模型的建立

针对微型Ｍｉｎｄｌｉｎ板，尺寸为ａ×ｂ×ｈ，

图１　结构示意图

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＭｉｎｄｌｉｎｐｌａｔｅ

综合考虑一阶剪切变形、ＶｏｎＫａｒｍａｎ大变形
和尺度效应的影响，利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立板结构
的非线性动力学模型．

对于Ｍｉｎｄｌｉｎ板，板结构内任意一点沿 Ｘ、Ｙ、Ｚ
方向的位移分别为：

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ）＋ｚφｘ（ｘ，ｙ，ｔ）

ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ）＋ｚφｙ（ｘ，ｙ，ｔ）

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ）

（５）

其中ｕ０，ｖ０，ｗ０为中面上任意点在Ｘ、Ｙ、Ｚ方向的位
移，φｘ，φｙ分别为绕Ｙ轴和Ｘ轴的转角．

由ＶｏｎＫａｒｍａｎ大变形理论，可以得到非线性
应变表达式：

εｘｘ＝
ｕ０
ｘ
＋１２

ｗ
( )ｘ

２

＋ｚ
φｘ
ｘ
＝ε（０）ｘｘ ＋ｚε

（１）
ｘｘ

εｙｙ＝
ｖ０
ｙ
＋１２

ｗ
( )ｙ

２

＋ｚ
φｙ
ｙ
＝ε（０）ｙｙ ＋ｚε

（１）
ｙｙ

γｘｙ＝
ｕ０
ｙ
＋
ｖ０
ｘ
＋ ｗ( )ｘ ｗ

( )ｙ ＋ｚφｘｙ＋φｙ( )ｘ ＝
　γ（０）ｘｙ ＋ｚγ

（１）
ｘｙ

γｘｚ＝φｘ＋
ｗ
ｘ

γｙｚ＝φｙ＋
ｗ
ｙ

（６）

由本构关系得到应力表达式为：

σｘｘ＝
Ｅ
１－υ２

（εｘｘ＋υεｙｙ）

σｙｙ＝
Ｅ
１－υ２

（εｙｙ＋υεｘｘ）

６０２
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τｘｙ＝
Ｅ

２（１＋υ）γｘｙ

τｘｚ＝
Ｅ

２（１＋υ）γｘｚ

τｙｚ＝
Ｅ

２（１＋υ）γｙｚ
（７）

Ｅ，υ分别为材料的弹性模量和泊松比．
设：

Ｑｘ
Ｑ{ }
ｙ

＝∫
ｈ
２

－ｈ２

τｘｚ
τ{ }
ｙｚ

ｄｚ

Ｎｘ
Ｎｙ
Ｎ

{ }
ｘｙ

＝∫
ｈ
２

－ｈ２

σｘｘ
σｙｙ
τ

{ }
ｘｙ

ｄｚ （８）

Ｍｘ
Ｍｙ
Ｍ

{ }
ｘｙ

＝∫
ｈ
２

－ｈ２

σｘｘ
σｙｙ
τ

{ }
ｘｙ

ｚｄｚ

其中：ｈ为板结构厚度．
基于经典连续介质力学，微型板结构宏观变形

的应变能表达式为：

Ｕ＝１２∫ΩＮｘｘε（０）ｘｘ ＋Ｎｙｙε（０）ｙｙ ＋Ｎｘｙγ（０）ｘｙ ＋
　Ｍｘε

（１）
ｘｘ ＋Ｍｙε

（１）
ｙｙ ＋Ｍｘｙε

（１）
ｘｙ ＋

　Ｑｘｚγｘｚ＋Ｑｙｚγｙｚ）ｄｘｄｙ

（９）

把由ＶｏｎＫａｒｍａｎ大变形理论得到的非线性应
变表达式（６）代入Ⅱ型应变梯度理论表达式 ηｉｊｋ＝

ηｉｋｊ＝εｊｋ，ｉ＝εｋｊ，ｉ（ｉ，ｊ，ｋ＝ｘ，ｙ，ｚ），得到非线性应变梯
度表达式如下：

ηｘｘｘ＝
２

ｘ２
ｕ０＋（


ｘ
ｗ）（

２

ｘ２
ｗ）＋ｚ（

２

ｘ２
φｘ）＝

　η（０）ｘｘｘ＋ｚη
（１）
ｘｘｘ

ηｘｘｙ＝ηｘｙｘ＝
２

ｘｙ
ｕ０＋

２

ｘ２
ｖ０＋（


ｘ
ｗ）（

２

ｘｙ
ｗ）＋

　（
ｙ
ｗ）（

２

ｘ２
ｗ）＋ｚ（

２

ｘｙφｘ
＋

２

ｘ２
φｙ）＝

　η（０）ｘｘｙ＋ｚη
（１）
ｘｘｙ＝η

（０）
ｘｙｘ＋ｚη

（１）
ｘｙｘ

ηｘｙｙ＝
２

ｘｙ
ｖ０＋（


ｙ
ｗ）（

２

ｘｙ
ｗ）＋ｚ（

２

ｘｙφｙ
）＝

　η（０）ｘｙｙ＋ｚη
（１）
ｘｙｙ

ηｘｘｚ＝ηｘｚｘ＝

ｘφｘ

＋
２

ｘ２
ｗ＝η（２）ｘｘｚ＝η

（２）
ｘｚｘ

ηｘｙｚ＝ηｘｚｙ＝

ｘφｙ

＋ 
２

ｘｙ
ｗ＝η（２）ｘｙｚ＝η

（２）
ｘｚｙ

ηｙｘｘ＝
２

ｘｙ
ｕ０＋（


ｘ
ｗ）（

２

ｘｙ
ｗ）＋ｚ（

２

ｘｙφｘ
）＝

　η（０）ｙｘｘ＋ｚη
（１）
ｙｘｘ

ηｙｘｙ＝ηｙｙｘ＝
２

ｙ２
ｕ０＋

２

ｘｙ
ｖ０＋（


ｙ
ｗ）（

２

ｘｙ
ｗ）＋

　（
ｘ
ｗ）（

２

ｙ２
ｗ）＋ｚ（

２

ｙ２
φｘ＋

２

ｘｙφｙ
）＝

　η（０）ｙｘｙ＋ｚη
（１）
ｙｘｙ＝η

（０）
ｙｙｘ＋ｚη

（１）
ｙｙｘ

ηｙｙｙ＝
２

ｙ２
ｖ０＋（


ｙ
ｗ）（

２

ｙ２
ｗ）＋ｚ（

２

ｙ２
φｙ）＝

　η（０）ｙｙｙ＋ｚη
（１）
ｙｙｙ

ηｙｘｚ＝ηｙｚｘ＝

ｙφｘ

＋ 
２

ｘｙ
ｗ＝η（２）ｙｘｚ＝η

（２）
ｙｚｘ

ηｙｙｚ＝ηｙｚｙ＝

ｙφｙ

＋
２

ｙ２
ｗ＝η（２）ｙｙｚ＝η

（２）
ｙｚｙ

ηｚｘｘ＝

ｘφｘ

＝η（２）ｚｘｘ

ηｚｘｙ＝ηｚｙｘ＝

ｙφｘ

＋
ｘφｙ

＝η（２）ｚｘｙ ＝η
（２）
ｚｙｘ

ηｚｙｙ＝

ｙφｙ

＝η（２）ｚｙｙ

ηｘｚｚ＝ηｙｚｚ＝ηｚｚｚ＝ηｚｘｚ＝ηｚｚｘ＝ηｚｙｚ＝ηｚｚｙ＝０（１０）
代入（４）式，得到非线性高阶应力表达式：
τｘｘｘ＝２（ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ５）ηｘｘｘ＋
　（ａ１＋２ａ２）ηｘｙｙ＋（ａ１＋２ａ３）ηｙｙｘ
τｘｘｙ＝（ａ１＋２ａ５）ηｙｘｘ＋（ａ１＋２ａ３）ηｙｙｙ＋
　２（ａ３＋ａ４）ηｘｘｙ
τｘｙｘ＝２（ａ４＋ａ５）ηｘｘｙ
τｘｙｙ＝（ａ１＋２ａ２）ηｘｘｘ＋（ａ１＋２ａ５）ηｙｙｘ＋
　２（ａ２＋ａ４）ηｘｙｙ
τｘｘｚ＝（ａ１＋２ａ５）ηｚｘｘ＋２（ａ３＋ａ４）ηｘｘｚ＋
　ａ１ηｚｙｙ＋２ａ３ηｙｙｚ
τｘｚｘ＝２（ａ４＋ａ５）ηｘｘｚ
τｘｙｚ＝２ａ４ηｘｙｚ＋２ａ５ηｚｘｙ
τｘｚｙ＝２ａ４ηｘｙｚ＋２ａ５ηｙｘｚ
τｘｚｚ＝（ａ１＋２ａ２）ηｘｘｘ＋ａ１ηｙｙｘ＋２ａ２ηｘｙｙ
τｙｘｘ＝（ａ１＋２ａ５）ηｘｘｙ＋（ａ１＋２ａ２）ηｙｙｙ＋
　（２ａ２＋２ａ４）ηｙｘｘ
τｙｚｙ＝（２ａ４＋２ａ５）ηｙｘｙ
τｙｙｘ＝（ａ１＋２ａ３）ηｘｘｘ＋（ａ１＋２ａ５）ηｘｙｙ＋
　（２ａ３＋２ａ４）ηｙｙｘ
τｙｙｙ＝（ａ１＋２ａ３）ηｘｘｙ＋（ａ１＋２ａ２）ηｙｘｘ＋
　（２ａ１＋２ａ２＋２ａ３＋２ａ４＋２ａ５）ηｙｙｙ
τｙｘｚ＝２ａ４ηｙｘｚ＋２ａ５ηｚｘｙ
τｙｚｘ＝２ａ４ηｙｘｚ＋２ａ５ηｘｙｚ
τｙｙｚ＝（ａ１＋２ａ５）ηｚｙｙ＋（２ａ３＋２ａ４）ηｙｙｚ＋

７０２
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　ａ１ηｚｘｘ＋２ａ３ηｘｘｚ
τｙｚｙ＝（２ａ４＋２ａ５）ηｙｚｙ
τｙｚｚ＝（ａ１＋２ａ２）ηｙｙｙ＋ａ１ηｘｘｙ＋２ａ２ηｙｘｘ
τｚｘｘ＝（ａ１＋２ａ５）ηｘｘｚ＋（２ａ２＋２ａ４）ηｚｘｘ＋
　ａ１ηｙｙｚ＋２ａ２ηｚｙｙ
τｚｘｙ＝２ａ４ηｚｘｙ＋２ａ５ηｙｘｚ
τｚｙｘ＝２ａ４ηｚｘｙ＋２ａ５ηｘｙｚ
τｚｙｙ＝（ａ１＋２ａ５）ηｙｙｚ＋（２ａ２＋２ａ４）ηｚｙｙ＋
　ａ１ηｘｘｚ＋２ａ２ηｚｘｘ
τｚｚｘ＝（ａ１＋２ａ３）ηｘｘｘ＋ａ１ηｘｙｙ＋２ａ３ηｙｙｘ
τｚｚｙ＝（ａ１＋２ａ３）ηｙｙｙ＋ａ１ηｙｘｘ＋２ａ３ηｘｘｙ
τｚｚｚ＝（ａ１＋２ａ３）ηｘｘｚ＋（ａ１＋２ａ３）ηｙｙｚ＋
　（ａ１＋２ａ２）ηｚｘｘ＋（ａ１＋２ａ２）ηｚｙｙ
τｚｘｚ＝τｚｙｚ＝０ （１１）

同时设：

Ｑ＾{ }
ｚｊｋ ＝∫

ｈ
２

－ｈ２
τ{ }
ｚｊｋｄｚ（ｊ，ｋ＝ｘ，ｙ）

Ｑ＾{ }
ｉｚｋ ＝∫

ｈ
２

－ｈ２
τ{ }
ｉｚｋｄｚ（ｉ，ｋ＝ｘ，ｙ）

Ｑ＾{ }
ｉｊｚ ＝∫

ｈ
２

－ｈ２
τ{ }
ｉｊｚｄｚ（ｉ，ｊ＝ｘ，ｙ）

Ｎ＾{ }
ｉｊｋ ＝∫

ｈ
２

－ｈ２
τ{ }
ｉｊｋｄｚ（ｉ，ｊ，ｋ＝ｘ，ｙ）

Ｍ＾{ }
ｉｊｋ ＝∫

ｈ
２

－ｈ２
τ{ }
ｉｊｋ ｚｄｚ（ｉ，ｊ，ｋ＝ｘ，ｙ） （１２）

则微观变形部分的应变能为：

Ｕ＾ ＝１２∫Ω（Ｎ＾ｉｊｋη（０）ｉｊｋ ＋Ｍ＾ｉｊｋη（１）ｉｊｋ ＋Ｑ＾ｚｊｋη（２）ｚｊｋ ＋
　Ｑ＾ｉｚｋη

（２）
ｉｚｋ ＋Ｑ

＾
ｉｊｚη

（２）
ｉｊｚ）ｄｘｄｙ （１３）

由此考虑尺度效应微型板结构的总应变能为：

Ｕ＝Ｕ＋Ｕ＾ （１４）
结构的动能和外力功分别为：

Ｔ＝１２∫Ω∫
ｈ
２

－ｈ２
ρ（ｕ２＋ｖ２＋ｗ２）ｄｘｄｙｄｚ （１５）

ＷＥ ＝∫Ω（ｑｗ）ｄｘｄｙ （１６）

其中：τｉｊｋ为高阶应力，ηｉｊｋ为应变梯度，ρ为材料密
度，ｑ（ｘ，ｙ）为结构所受横向分布力．

将（１４）、（１５）、（１６）三式代入Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理：

∫
ｔ２

ｔ１
（δＴ－δＵ＋δＷＥ）ｄｔ＝０ （１７）

同时设：

Ｉ０
Ｉ１
Ｉ

{ }
２

＝∫
ｈ
２

－ｈ２
ρ
１

ｚ

ｚ
{ }
２

ｄｚ

整理得到微型 Ｍｉｎｄｌｉｎ板的非线性动力学方
程：


ｘ
Ｎｘ＋


ｙ
Ｎｘｙ－

２

ｘ２
Ｎ＾ｘｘｘ－

２

ｘｙ
Ｎ＾ｘｘｙ－

２

ｘｙ
Ｎ＾ｙｘｘ－

　　
２

ｙ２
Ｎ＾ｙｘｙ＝Ｉ０

２ｕ０
ｔ２
＋Ｉ１
２φｘ
ｔ２

（１８）


ｘ
Ｎｘｙ＋


ｙ
Ｎｙ－

２

ｙ２
Ｎ＾ｙｙｙ－

２

ｘ２
Ｎ＾ｘｘｙ－

２

ｘｙ
Ｎ＾ｘｙｙ－

　　 ２

ｘｙ
Ｎ＾ｙｘｙ＝Ｉ０

２ｖ０
ｔ２
＋Ｉ１
２φｙ
ｔ２

（１９）


ｙ
Ｑｙ＋


ｘ
Ｑｘ－

２

ｘ２
Ｑ＾ｘｘｚ－

２

ｘｙ
Ｑ＾ｙｘｚ－

　　 ２

ｘｙ
Ｑ＾ｘｙｚ－

２

ｙ２
Ｑ＾ｙｙｚ＋２Ｎｘｙ

２ｗ
ｘ( )ｙ＋

　　Ｎｘ
２ｗ
ｘ( )２ ＋Ｎｙ 

２ｗ
ｙ( )２ ＋ Ｎｘｙ( )ｙ ｗ

( )ｘ ＋
　　 Ｎｙ

( )ｙ ｗ
( )ｙ ＋ Ｎｘ( )ｘ ｗ

( )ｘ ＋
　　 Ｎｘｙ

( )ｘ ｗ
( )ｙ － ｗ( )ｘ ２

ｘｙ
Ｎ＾( )ｘｘｙ －

　　 ｗ
( )ｙ ２

ｘｙ
Ｎ＾( )ｙｘｙ －

２ｗ
ｙ( )２ 

ｘ
Ｎ＾( )ｘｙｙ －

　　 ｗ
( )ｙ ２

ｘｙ
Ｎ＾( )ｘｙｙ －

２ｗ
ｘ( )２ 

ｙ
Ｎ＾( )ｙｘｘ －

　　 ｗ
( )ｘ ２

ｘｙ
Ｎ＾( )ｙｘｘ －２

２ｗ
ｘ( )ｙ 

ｘ
Ｎ＾( )ｘｘｙ －

　　 ｗ
( )ｙ ２

ｘ２
Ｎ＾( )ｘｘｙ －

２ｗ
ｘ( )２ 

ｘ
Ｎ＾( )ｘｘｘ －

　　 ｗ
( )ｘ ２

ｘ２
Ｎ＾( )ｘｘｘ －２

２ｗ
ｘ( )ｙ 

ｙ
Ｎ＾( )ｙｘｙ －

　　 ｗ
( )ｘ ２

ｙ２
Ｎ＾( )ｙｘｙ －

２ｗ
ｙ( )２ 

ｙ
Ｎ＾( )ｙｙｙ －

　　 ｗ
( )ｙ ２

ｙ２
Ｎ＾( )ｙｙｙ ＋ｑ＝Ｉ０

２ｗ
ｔ( )２ （２０）


ｘ
Ｍｘ＋


ｙ
Ｍｘｙ－Ｑｘ－

２

ｘ２
Ｍ＾ｘｘｘ－

　　 ２

ｘｙ
Ｍ＾ｘｘｙ－

２

ｘｙ
Ｍ＾ｙｘｘ－

２

ｙ２
Ｍ＾ｙｘｙ＋

　　
ｘ
Ｑ＾ｘｘｚ＋


ｙ
Ｑ＾ｙｘｚ＝Ｉ１

２ｕ０
ｔ２
＋Ｉ２
２φｘ
ｔ２

（２１）


ｘ
Ｍｘｙ＋


ｙ
Ｍｙ－Ｑｙ－

２

ｘ２
Ｍ＾ｘｘｙ－

　　 ２

ｘｙ
Ｍ＾ｘｙｙ－

２

ｘｙ
Ｍ＾ｙｘｙ－

２

ｙ２
Ｍ＾ｙｙｙ＋

　　
ｘ
Ｑ＾ｘｙｚ＋


ｙ
Ｑ＾ｙｙｚ＝Ｉ１

２ｖ０
ｔ２
＋Ｉ２
２φｙ
ｔ２

（２２）

８０２
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同时得到了微型 Ｍｉｎｄｌｉｎ板的边界条件：见表
１、表２：

表１　ｘ＝０，ａ边界条件

Ｔａｂｌｅ１　Ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｘ＝０，ａ

ｆｏｒｃｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

Ｎｘ－

ｘ
Ｎ＾ｘｘｘ＝０ ｕ０＝０

Ｎｘｙ－

ｘ
Ｎ＾ｘｘｙ＝０ ｖ０＝０

Ｑｘ－

ｘ
Ｎ＾ｘｘｚ＝０ ｗ＝０

Ｍｘ＋Ｑ
＾
ｚｘｘ＋Ｑ

＾
ｘｘｚ－


ｘ
Ｍ＾ｘｘｘ＝０ φｘ＝０

Ｍｘｙ＋Ｑ
＾
ｚｘｙ＋Ｑ

＾
ｘｙｚ－


ｘ
Ｍ＾ｘｘｙ＝０ φｙ＝０

Ｎ＾ｘｘｘ＝０
ｕ０
ｘ
＝０

Ｎ＾ｘｘｙ＝０
ｖ０
ｘ
＝０

Ｑ＾ｘｘｚ＋
ｗ
( )ｘＮ＾ｘｘｘ＝０ ｗ

ｘ
＝０

Ｍ＾ｘｘｘ＝０
φｘ
ｘ
＝０

Ｍ＾ｘｘｙ＝０
φｙ
ｘ
＝０

表２　ｙ＝０，ｂ边界条件

Ｔａｂｌｅ２　Ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｙ＝０，ｂ

ｆｏｒｃｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

Ｎｘｙ－

ｘ
Ｎ＾ｙｘｙ＝０ ｕ０＝０

Ｎｙ－

ｘ
Ｎ＾ｙｙｙ＝０ ｖ０＝０

Ｑｙ－

ｙ
Ｎ＾ｙｙｚ＝０ ｗ＝０

Ｍｘｙ＋Ｑ
＾
ｚｘｙ＋Ｑ

＾
ｙｘｚ－


ｙ
Ｍ＾ｙｘｙ＝０ φｘ＝０

Ｍｙ＋Ｑ
＾
ｚｙｙ＋Ｑ

＾
ｙｙｚ－


ｙ
Ｍ＾ｙｙｙ＝０ φｙ＝０

Ｎ＾ｙｘｙ＝０
ｕ０
ｙ
＝０

Ｎ＾ｙｙｙ＝０
ｖ０
ｙ
＝０

Ｑ＾ｙｙｚ＋
ｗ
( )ｙＮ＾ｙｙｙ＝０ ｗ

ｙ
＝０

Ｍ＾ｙｘｙ＝０
φｘ
ｙ
＝０

Ｍ＾ｙｙｙ＝０
φｙ
ｙ
＝０

分别把（７）、（１１）代入（８）和（１２）式，再代入
到动力学方程（１８）～（２２）和边界条件中，得到由
位移表示的非线性动力学方程和边界条件．限于篇
幅有限，本文并未列出．

３　结论

本文基于ＶｏｎＫａｒｍａｎ大变形理论和一阶剪切
变形理论，将应变梯度理论推广到 Ｍｉｎｄｌｉｎ板的非
线性问题，采用能够反映大变形的Ⅱ型应变梯度理
论，分别计算微结构宏观变形的应变能和微观变形

的应变能，结合微型 Ｍｉｎｄｌｉｎ板结构的动能及外力
功，基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，得到了微型Ｍｉｎｄｌｉｎ板大变
形情况下的非线性动力学方程及边界条件，方程和

边界条件中分别包含宏观变形项和微观变形项，为

ＭＥＭＳ结构中微型Ｍｉｎｄｌｉｎ板结构的非线性动力学
分析提供了理论基础，同时方程可应用于微型机械

结构、微型太阳能帆板等微型 Ｍｉｎｄｌｉｎ板结构的振
动控制的研究．
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