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摘要　应用谐波能量平衡法求解了强非线性单摆方程，谐波能量平衡法与经典的摄动法和谐波平衡法不

同，不是把微分方程和初始条件分离处理；而是把微分方程和初始条件同时处理．用谐波平衡，将描述动力

系统的二阶常微分方程，化为以角频率、振幅为变量的非线性代数方程组，考虑能量平衡，构成角频率、振幅

为变量的封闭方程组求得解析解．谐波能量平衡法将谐波平衡与能量平衡相结合，克服了二者的缺点吸取

了二者的优点．实例表明，谐波能量平衡法方法简单，取较少谐波就可以达到较高的精度．

关键词　强非线性，　单摆，　谐波能量平衡法

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５０４７

引言

角频率是描述周期振动的最主要因素，采用通

常的摄动法［１－２］不能求解强非线性振动问题．近三

十多年来，强非线性振动研究所取得的一系列成

果，其突破点一般最终都可导出振动频率的瞬变

性．比如时间变换法，椭圆函数法，频闪法，推广 Ｌ

Ｐ法，等效线性化方法，改进的多尺度法 ，ＦＦＴ快速

Ｇａｌｅｒｋｉｎ法，增量谐波平衡法和摄动增量法等［３－６］．

张琪昌［７］等将待定固有频率法与规范性方法

相结合研究强非线性振动问题的求解．

文献［８］将Ａｒｎｏｌｄ舌头的结构作了推广，给出

了强非线性强迫振动解的完整结构．提出了求解强

非线性简谐强迫振动的叠加迭代谐波平衡法．将

描述动力系统的二阶常微分方程，化为基本解的基

本微分方程和分岔解的增量微分方程．利用叠加

迭代谐波平衡法，得到了各种非线性板的
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李银山２００５年提出了求解强非线性振动问题

的谐波能量平衡法［１３］，其关键是采用谐波平衡加能

量平衡构成封闭的非线性代数方程组进行求解．文

献［１４－１５］研究了采用谐波能量平衡法求解对称

强非线性动力系统问题．文献［１６］研究了采用谐波

能量平衡法求解非对称强非线性动力系统问题．

本文采用谐波能量平衡法对强非线性单摆方

程进行求解研究，并与ＫＢＭ法进行了对比．

１　谐波能量平衡法

谐波能量平衡法的基本思想是把非线性微分
方程组的解，用等效的线性微分方程组的解来解析

逼近．首先采用谐波平衡，得到以振幅，角频率为未
知数的不完备非线性代数方程组（方程数小于未知

数）；然后利用能量守恒原理，增加关于初始条件、

振幅，角频率之间协调的补充方程，从而构成了关

于振幅，角频率为未知数的完备非线性代数方程

组；对这个非线性代数方程组进行求解，就可以得

到近似解析解．
研究形如

ｘ̈＋ｆ（ｘ）＝０ （１ａ）
的振动系统．这里，ｆ（ｘ）是其变量的非线性奇函数．
初始条件为：

ｘ（０）＝ｘ０，ｘ（０）＝０ （１ｂ）
强非线性自由振动微分方程（１），如用一个等

效的线性微分方程

ｙ̈＋ω２ｙ＝０ （２ａ）
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来代替．保持初始条件相同
ｙ（０）＝ｘ（０），ｙ（０）＝ｘ（０） （２ｂ）

保持轨道的周期相同，能量相同．即

Ｈ＝１２ｘ
２＋∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝１２ｙ２＋１２ω２ｙ２ ＝ｈ

（２ｃ）
Ｈ是系统的哈密顿能量函数，ｈ＝ｃｏｎｓｔ．设方程（１）
的近似解析解为

ｘ＝ａ０＋∑
∞

ｋ＝１
ａｋｃｏｓ（ｋωｔ）＋ｂｋｓｉｎ（ｋωｔ[ ]） （３）

将方程（１）式中的函数ｆ（ｘ）展开成傅里叶级数

ｆ（ｘ）＝ｃ０＋∑
∞

ｋ＝１
ｃｋｃｏｓ（ｋωｔ）＋ｄｋｓｉｎ（ｋωｔ[ ]）

（４）
其中傅里叶系数为：

ｃ０ ＝
１
２π∫

２π

０
ｆ（ｘ）ｄψ （５ａ）

ｃｋ ＝
１
π∫

２π

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓ（ｋψ）ｄψ （５ｂ）

ｄｋ ＝
１
π∫

２π

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎ（ｋψ）ｄψ　（ｋ＝１，２，…）

（５ｃ）
其中ψ＝ωｔ．
１．１　单项谐波能量平衡法

设对称性方程（１）的解为
ｘ＝ａ１ｃｏｓψ＋ｂ１ｓｉｎψ （６）

用ＲｉｔｚＧａｌｅｒｋｉｎ平均法：

∫
２π

０
ｘ̈＋ｆ（ｘ[ ]）ｃｏｓψｄψ＝０ （７ａ）

∫
２π

０
ｘ̈＋ｆ（ｘ[ ]）ｓｉｎψｄψ＝０ （７ｂ）

根据能量平衡式（２ｃ），得初始条件的约束方
程为

ｈ（ａ１）＝
１
２ｘ

２
０＋
１
２ω

２ｘ２０ （８）

由（７），（８）联立可解得ω，ａ１，ｂ１．
１．２　两项谐波能量平衡法

设对称性方程方程（１）的解为：
ｘ＝ａ１ｃｏｓψ＋ｂ１ｓｉｎψ＋ａ３ｃｏｓψ＋ｂ３ｓｉｎψ （９）

令ψ＝ωｔ用Ｒｉｔｚ平均法便有：

∫
２π

０
ｘ̈＋ｆ（ｘ[ ]）ｃｏｓ（ｓψ）ｄψ＝０，　（ｓ＝１，３）

（１０ａ）

∫
２π

０
ｘ̈＋ｆ（ｘ[ ]）ｓｉｎ（ｓψ）ｄψ＝０，　（ｓ＝１，３）

（１０ｂ）
根据能量平衡式（２ｃ），得初始条件的约束方程为：

ｈ（ａ１，ａ３）＝
１
２ｘ

２
０＋
１
２ω

２ｘ２０ （１１）

由（１０），（１１）联立可解得ω，ａ１，ｂ１，ａ３，ｂ３．

２　单摆振动的周期解

２．１　振动问题分类
单摆也称为数学摆，其运动方程为

θ̈＋ω２０ｓｉｎθ＝０ （１２）
初始条件为：

θ（０）＝θ０，θ（０）＝θ０ （１３）
其中固有角频率和周期

ω０ 槡＝ ｇ／ｌ，Ｔ０＝
２π
ω０

（１４）

若将ｆ（θ）＝ω２０ｓｉｎθ，在 θ＝０处展成麦克劳林级数
有，方程（１２）可化为

θ̈＋ω２０∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎθ２ｎ＋１
（２ｎ＋１）！＝０ （１５）

若将ｆ（ａｃｏｓψ）＝ω２０ｓｉｎ（ａｃｏｓψ），在 －π，[ ]π上展成

傅立叶级数有，方程（１２）可化为［１］

θ̈＋２ω２０∑
∞

ｎ＝０
（－１）２Ｊ２ｎ＋１（ａ）ｃｏｓ（２ｎ＋１）ψ＝０，

ψ＝ωｔ－φ （１６）

其中Ｊｋ（ａ）为贝塞尔函数．
当角位移 θ很小时（工程上一般要求 θ ＜

５°），取一项近似方程（１５）简化为

θ̈＋ω２０θ＝０ （１７）
这是线性振动方程．方程（１７）的解为

θ＝ａｃｏｓψ （１８ａ）
其中：

ψ＝ω０ｔ－φ，ａ＝ θ
２
０＋

θ０
ω( )
０槡
２

，φ＝ａｒｃｔａｎ
θ０
θ０ω０
（１８ｂ）

振动周期为

Ｔ０＝２π
ｌ
槡ｇ

（１８ｃ）

当角位移 θ比较小时（工程上一般要求５°≤
θ≤５７°），取两项近似，方程（１５）化为

θ̈＋ω２０（θ－εθ
３）＝０ （１９）

这是弱非线性振动方程（一般要求０＜ε１，这里ε
＝１／６），即著名的软弹簧Ｄｕｆｆｉｎｇ方程．
当角位移θ比较大时（５７°＜ θ＜１８０°），取方

程（１６）的前两项［１］

８９１
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θ̈＋２ω２０Ｊ１（ａ）ｃｏｓψ－２ω
２
０Ｊ３（ａ）ｃｏｓ３ψ＝０，

ψ＝ωｔ－φ （２０）
这是不需要考虑小参数的振动方程，称为强非线性

振动方程．
ＫＢＭ法第一次近似解［１］

θ１＝ａｃｏｓψ，　ψ＝ω１ｔ－φ （２１ａ）
幅—频关系

ω２１
ω２０
＝
２Ｊ１（ａ）
ａ （２１ｂ）

ＫＢＭ法第二次近似解［１］

θ２＝ａｃｏｓψ－
ω２０
４ω２１
Ｊ３（ａ）ｃｏｓ３ψ，　ψ＝ω２ｔ－φ

（２２ａ）
幅—频关系

ω２２
ω２０
＝
ω２１
ω２０
＋
ω２０
２ω２１
Ｊ３（ａ）Ｊ′３（ａ） （２２ｂ）

通常的振动问题按近似程度不同的工程要求

可以分为：线性振动方程、弱非线性振动方程和强

非线性振动方程．
图１为单摆运动的分类，它有四种轨线：曲线①

代表角位移很小时的周期振荡．曲线②代表角位移
较大时的非线性周期振荡．曲线①和②都是围绕中
心点（θ，θ）＝（０，０）的闭合曲线，它们通常可以用
Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数表征．曲线③代表角位移θ＝±π的
单摆运动，它是连接两个鞍点（θ，θ）＝（－π，０）
和（π，０），而且把振动和旋转分开的分型线，这里
（－π，０）和（π，０）实际为一个点，所以，此相轨为同
宿轨道（ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃｏｒｂｉｔ），它们通常可以用双曲正切
或双曲正割函数表征．曲线④代表单摆的旋转运动．

图１　单摆运动分类

Ｆｉｇ．１　Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｅｎｄｕｌｕｍｍｏｔｉｏｎ

由上分析可知：单摆运动由线性变为非线性，其

运动形态由单一的周期运动变为多样化的运动了．

２．２　精确解
２．２．１　单摆方程定性分析

对非线性单摆运动，令θ＝ｑ，θ＝ｐ，将单摆运动
微分方程（１２）写成

ｑ＝ｐ
ｐ＝－ω２０ｓｉｎ{ ｑ

（２３）

哈密顿函数为（取最低点为零势能点）

Ｈ＝１２ｐ
２＋ω２０（１－ｃｏｓｑ）＝ｈ （２４）

其中ｈ＝ｃｏｎｓｔ为积分常数．方程（２３）就可写成

ｑ＝Ｈ
ｐ

ｐ＝－Ｈ


{
ｑ

（２５）

因此，非线性单摆系统（１２）是一个保守系统或
Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．ｑｎ＝ｎπ是系统的平衡点（ｎ为整
数）．当ｎ为偶数时，ｑｎ为椭圆型不动点坐标；当 ｎ
为奇数时，ｑｎ为双曲型不动点坐标．从实际情况看，
这样的平衡位置只有两个：一个是（０，０），中心点，
若给它以微小的位移，单摆作周期振荡，平衡位置

是稳定的，它是单摆下垂，摆球位于下方的位置．另
一个是（±π，０），鞍点，若给它以微小的位移，单摆
不再在平衡位置附近振荡，而是旋转起来，平衡位

置是不稳定的，这是单摆摆球位于最上方的位置．

图２　单摆运动的相图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｐｅｎｄｕｌｕｍｍｏｔｉｏｎ

图２为单摆运动的相图，当能量值低于势垒峰
值（０≤ｈ＜２ω２０）时，相轨道对应于捕获粒子，是在
势阱中的周期振荡，相应于天平动．当能量值高于
势垒峰值（ｈ＞２ω２０）时，相轨道对应于非捕获粒子，
作无界的周期运动，相应于转动．以上两种情况都
属于周期运动．当能量值恰等于位势峰值（ｈ＝
２ω２０）时，相轨道通过双曲型不动点的分界线（或称
界轨）．两支界轨包围的区域如同一串无穷长珍珠
项链．项链中的每一个元胞由捕获轨道构成，非捕
获轨道则分布在项链的外侧两边．由于沿界轨的运

９９１
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动须经无限长时间才能到达或离开双曲型不动点，

因而界轨上的运动不是周期运动．它是介于天平动
和转动之间的临界运动．
２．２．２　捕获轨道、非捕获轨道和界轨的解

为了给出单摆方程（１２）一般相轨道的运动
解，引进能量参数

ｋ＝１２ω０
２槡ｈ （２６）

显然，ｋ＜１对应于捕获轨道，ｋ＞１对应于非捕获轨
道，ｋ＝１对应于界轨．

（ａ）当０≤ｈ＜２ω２０时，（０≤ｋ＜１）捕获轨道．
中心在（０，０），这是单摆振动的情况，设 ａ是

振幅，这时

ｋ＝ｓｉｎａ２ （２７）

而作用Ｉ的计算公式为

Ｉ＝ １２π∮ｐｄｑ＝４１２π∫
θ０

０
ｐｄｑ （２８）

其中

ｐ＝２ω０ ｋ
２－ｓｉｎ２ ｑ
槡 ２ （２９）

引入变量α来代替ｑ

α＝ａｒｃｓｉｎ １ｋｓｉｎ
ｑ( )２ （３０）

表达式（２８）可以改写成

Ｉ＝
８ω０
π
Ｅ（ｋ）－（１－ｋ２）Ｋ（ｋ[ ]） （３１）

其中Ｋ（ｋ）和Ｅ（ｋ）分别是第一类和第二类完全椭
圆积分．

等式（３１）确定了 ｋ的函数 Ｉ．将它两边对 ｋ微
分得

Ｉ
ｋ
＝
８ω０
π
ｋＫ（ｋ） （３２）

可见
Ｉ
ｋ≠
０，因此根据隐函数定理，等式（３１）对ｋ可

解，并且函数ｋ对Ｉ的导数为
ｋ
Ｉ
＝ π
８ω０ｋＫ（ｋ）

（３３）

显然，哈密顿函数 Ｈ只依赖于 Ｉ，由（２６）和（３１）确
定，得到

Ｈ＝２ω２０ｋ
２ （３４）

其中ｋ＝ｋ（Ｉ）是Ｉ＝Ｉ（ｋ）的反函数，由（３１）确定．
由（３３）和（３４）求得单摆振动角频率

ω＝ＨＩ
＝Ｈ
ｋ
ｋ
Ｉ
＝
πω０
２Ｋ（ｋ） （３５）

单摆振动的周期

Ｔ＝４Ｋ（ｋ）
ω０

（３６）

正则变换ｑ，ｐ→ψ，Ｉ的母函数，在变量替换（３１）下为
Ｖ（ｑ，Ｉ）＝４ωＥ（α，ｋ）－（１－ｋ２）Ｆ（α，ｋ[ ]）

（３７）
其中Ｆ（α，ｋ）和Ｅ（α，ｋ）分别是第一类和第二类椭
圆积分，α由等式（３０）确定，而 ｋ＝ｋ（Ｉ）由（３１）确
定．角变量为

ψ＝ＶＩ
＝Ｖ
ｋ
ｋ
Ｉ

（３８）

又由（３０）得
α
ｋ
＝－ｓｉｎαｋｃｏｓα

（３９）

由（３７）得
Ｖ
ｋ
＝４ω０ｋＦ（α，ｋ） （４０）

考虑到（３５）和（４０），由公式（３８）得出
２Ｋ（ｋ）ψ
π

＝Ｆ（α，ｋ）＝∫
α

０

ｄｘ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 ｘ

α＝ａｍ ２Ｋ（ｋ）ψ[ ]π
（４１）

由（２９），（３０）和（４１）可得单摆振动情况下引入作
用—角变量的正则变换

ｑ＝２ａｒｃｓｉｎｋｓｎ（２Ｋ（ｋ）ψπ
，ｋ[ ]） （４２ａ）

ｐ＝２ω０ｋｃｎ（
２Ｋ（ｋ）ψ
π

，ｋ） （４２ｂ）

其中ｓｎ（）和ｃｎ（）分别为Ｊａｃｏｂｉ椭圆正弦和余弦函
数，且方程（１２）的精确周期解为

θ＝２ａｒｃｓｉｎｋｓｎ（ω０ｔ，ｋ[ ]），　ｋ∈（０，１） （４３）
将式（３６）与线性单摆运动的周期式（１４）比较有

Ｔ
Ｔ０
＝２Ｋ（ｋ）
π

（４４）

将精确解（４３）的右端［冯·卡门（ＫａｒｍａｎＴＶ，
１８８１～１９６３）］展开成Ｆｏｕｒｉｅｒ级数，可得

θ＝８槡β１＋β
ｃｏｓψ－ ８β３／２

３（１＋β３）
ｃｏｓ３ψ＋… （４５）

其中

β＝ｅｘｐ －πＫ′（ｋ）Ｋ（ｋ( )） （４６）

（ｂ）当Ｈ＞２ω２０时，非捕获轨道．
这是单摆旋转的情况，方程（１２）的精确解为

θ＝２ａｒｃｓｉｎｓｎω０ｋｔ，
１( )[ ]ｋ ，　ｋ∈（０，１） （４７）

单摆旋转的周期

００２
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Ｔ＝
２Ｋ １( )ｋ
ω０ｋ

（４８）

（ｃ）当Ｈ＝２ω２０时，界轨．

这是单摆的同宿轨道．方程（１２）的精确解为

θ＝２ａｒｃｓｉｎｔａｎｈ（ω０ｔ[ ]） （４９）

２．３　谐波能量平衡法解

考察方程（１６），设两项谐波解为

θ＝ａ１ｃｏｓ（ωｔ）＋ａ３ｃｏｓ（３ωｔ） （５０）

令ψ＝ωｔ用Ｒｉｔｚ平均法：

∫
２π

０
θ̈＋ｆ（θ[ ]）ｃｏｓ（ｓψ）ｄψ＝０，　（ｓ＝１，３）

（５１）

① 单项谐波解幅—频关系为

ω２＝
２ω２０Ｊ１（ａ）
ａ１

（５２ａ）

初始条件的约束方程为：

ａ２１＝θ
２
０＋
θ２０
ω２

（５２ｂ）

由（５２）联立可解得ω，ａ１．

② 两项谐波解幅—频关系

－ａ１ω
２＋２ω２０Ｊ１（ａ）＝０ （５３ａ）

－９ａ３ω
２－２ω２０Ｊ３（ａ）＝０ （５３ｂ）

初始条件的约束方程为：

（ａ１＋ａ３）
２＝θ２０＋

θ２０
ω２

（５３ｃ）

由（５３）联立可解得ω，ａ１，ａ３．

关于初始条件的处理：当θ０＝０时，ａ＝θ０；当θ０

≠０时，需要迭代求解，初值取ａ（０）＝ θ２０＋
θ２０
ω槡 ２
０
，求得

ａ（１）１ ，ａ
（１）
３ ．第一次迭代取ａ

（１）＝ａ（１）１ ＋ａ
（１）
３ ，依次类推，

当 ａ（ｎ＋１）－ａ（ｎ） ＜Δ时结束，其中Δ给定误差值．

２．４　数值结果

图３给出了谐波能量平衡法与精确解周期随

振幅变化的关系Ｔ／Ｔ０～θｍａｘ的对比．

图３　周期变化关系（°°°本法；———精确解）

Ｆｉｇ．３　Ｐｅｒｉｏｄａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ

（°°°：ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄ＇ｓｒｅｓｕｌｔｓ；——— ：ｔｈｅｅｘａｃｔｒｅｓｕｌｔｓ）

表１给出了谐波能量平衡法与其它方法的数
值结果的比较．单项谐波法、两项谐波法和精确解
的振幅完全相同 θｍａｘ＝ａ，ＫＢＭ渐近法对方程（２２）
的二次近似解振幅为 θｍａｘ２，Ｋａｒｍａｎ对精确解的两
项级数展开法（４５）振幅为θｍａｘｉｉ．

表１　谐波能量平衡法与其它方法的数值结果比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｔｈｅｈａｒｍｏｎｉｃｅｎｅｒｇｙｂａｌａｎｃｅｍｅｔｈｏｄａｎｄｏｔｈｅｒｍｅｔｈｏｄｓ

θｍａｘ＝ａ

ｒａｄ ｄｅｇｒｅｅ

ｔｈｅｅｘａｃｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ω／ω０

ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ
ωＩ／ω０

ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ
ωＩＩ／ω０

ＫＢＭｍｅｔｈｏｄ Ｋａｒｍａｎ＇ｓｍｅｔｈｏｄ

θｍａｘ２ ω２／ω０ θｍａｘｉｉ ωｉｉ／ω０

０ ０° １ １ １ １ １ １ １
０．２ １１°２７′３３″ ０．９９７５０ ０．９９７５０ ０．９９７４１ ０．１９９９６ ０．９９７５１ ０．１９９９６ ０．９９７５１
０．４ ２２°５５′６″ ０．９９００１ ０．９９００２ ０．９８９６５ ０．３９９６６ ０．９９００３ ０．３９９６８ ０．９９００３
０．６ ３４°２２′３９″ ０．９７７５４ ０．９７７５８ ０．９７６７５ ０．５９８８ ０．９７７６３ ０．５９８９ ０．９７７６３
０．８ ４５°５０′１２″ ０．９６０１２ ０．９６０２６ ０．９５８７８ ０．７９７２ ０．９６０４０ ０．７９７３ ０．９６０４０
１．０ ５７°１７′４５″ ０．９３７７９ ０．９３８１４ ０．９３５８２ ０．９９４４ ０．９３８４７ ０．９９４６ ０．９３８４６
１．２ ６８°４５′１８″ ０．９１０５７ ０．９１１３１ ０．９０７９６ １．１９００ ０．９１２０１ １．１９０６ ０．９１１９８
１．４ ８０°１２′５１″ ０．８７８４８ ０．８７９８９ ０．８７５３３ １．３８３５ ０．８８１２２ １．３８４６ ０．８８１１４
１．６ ９１°４０′２４″ ０．８４１５１ ０．８４４０２ ０．８３８０３ １．５７４３ ０．８４６３ １．５７６３ ０．８４６１
１．８ １０３°０７′５７″ ０．７９９５７ ０．８０３８２ ０．７９６２０ １．７６１ ０．８０７６ １．７６５ ０．８０７２
２．０ １１４°３５′３０″ ０．７５２５０ ０．７５９４２ ０．７４９９３ １．９４３ ０．７６５４ １．９５１ ０．７４７６
２．２ １２６°０３′０３″ ０．６９９８９ ０．７１０９３ ０．６９９３０ ２．１１８ ０．７２００ ２．１３２ ０．７１８５
２．４ １３７°３０′３６″ ０．６４０９６ ０．６５８４０ ０．６４４３２ ２．２８３ ０．６７１９ ２．３０７ ０．６６９８
２．６ １４８°５８′８″ ０．５７４００ ０．６０１８０ ０．５８４８６ ２．４３２ ０．６２１６ ２．４７６ ０．６１３８
２．８ １６０°２５′４１″ ０．４９４８５ ０．５４０９７ ０．５２０５８ ２．５５８ ０．５６９９ ２．６３５ ０．５６１０
３．０ １７１°５３′１４″ ０．３８８９２ ０．４７５４３ ０．４５０７２ ２．６４２ ０．５１７９ ２．７８３ ０．５０２３
π １８０° ０ ０ ０ π ０ π ０

１０２
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图４　相图ａ＝π／３（°°°本法，———精确解）

Ｆｉｇ．４　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍａ＝π／３

（°°°：ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄ＇ｓｒｅｓｕｌｔｓ；——— ：ｔｈｅｅｘａｃｔｒｅｓｕｌｔｓ）

　　

图５　相图ａ＝π／２（°°°本法，———精确解）

Ｆｉｇ．５　ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍａ＝π／２

（°°°：ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄ＇ｓｒｅｓｕｌｔｓ；——— ：ｔｈｅｅｘａｃｔｒｅｓｕｌｔｓ）

图６　相图ａ＝２π／３（°°°本法，———精确解）

Ｆｉｇ．６　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍａ＝２π／３

（°°°：ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄ＇ｓｒｅｓｕｌｔｓ；——— ：ｔｈｅｅｘａｃｔｒｅｓｕｌｔｓ）

图４～图９分别给出了 ａ＝π／３，ａ＝π／２，ａ＝
２π／３，ａ＝５π／６，ａ＝２．８和 ａ＝３时单项谐波法、两
项谐波法与精确解的相图比较．

以ａ＝２．８为例，精确解为：
θ＝２ａｒｃｓｉｎ０．９８５４５ｓｎ（ω０ｔ，０．９８５４５[ ]），

单项谐波能量平衡法解：

θ＝２．８ｃｏｓ（０．５４０９７ω０ｔ），
两项谐波能量平衡法解：

θ＝３．０２３６ｃｏｓ（０．５２０５８ω０ｔ）－
　０．２２３６１ｃｏｓ（１．５６１７ω０ｔ），

ＫＢＭ渐近法二阶近似解：
θ＝２．８ｃｏｓ（０．５６９９ω０ｔ）－０．２４２ｃｏｓ（１．７０９７ω０ｔ），

Ｋａｒｍａｎ级数展开法二项近似解：

θ＝３．０２４６ｃｏｓ（０．５６１０ω０ｔ）－
　０．２５２３１ｃｏｓ（１．６８３０ω０ｔ）
将近似解与精确解按角频率比较，可知当ａ在

１６０°附近时，单项谐波解与精确解的误差为
９．３２０％，两项谐波解与精确解的误差为５．２００％，
ＫＢＭ法第二次近似解与精确解的误差为１５．１７％，
Ｋａｒｍａｎ法二项近似解与精确解的误差为１３．３７％．

图７　相图ａ＝５π／６（°°°本法，———精确解）

Ｆｉｇ．７　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍａ＝５π／６

（°°°：ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄ＇ｓｒｅｓｕｌｔｓ；——— ：ｔｈｅｅｘａｃｔｒｅｓｕｌｔｓ）

图８　相图ａ＝２．８（°°°本法，———精确解）

Ｆｉｇ．８　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍａ＝２．８

（°°°：ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄ＇ｓｒｅｓｕｌｔｓ；——— ：ｔｈｅｅｘａｃｔｒｅｓｕｌｔｓ）

图９　相图ａ＝３（°°°本法，———精确解）

Ｆｉｇ．９　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍａ＝３

（°°°：ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｍｅｔｈｏｄ＇ｓｒｅｓｕｌｔｓ；——— ：ｔｈｅｅｘａｃｔｒｅｓｕｌｔｓ）

３　结论

１）本文应用谐波能量平衡法求解了强非线性
单摆问题，分别给出了单项谐波解和两项谐波解与

精确解的比较．由图４～图９可见，当ａ＞５７°时，属
于强非线性，单项谐波解与精确解定性拓扑一致，

２０２
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而两项谐波解与精确解相当一致．这表明谐波能
量平衡法既简单，又精确．
２）表 １给出了谐波能量平衡法、ＫＢＭ渐近

法、Ｋａｒｍａｎ级数展开法和精确解的比较，结果表
明，对ａ≤５７°的弱非线性情况，ＫＢＭ渐近法、Ｋａｒ
ｍａｎ级数展开法可以得到很好的结果．对ａ＞５７°的
强非线性情况，ＫＢＭ渐近法、Ｋａｒｍａｎ级数展开法与
精确解的偏离都比较大，而两项谐波解与精确解相

当一致．这表明谐波能量平衡法对强非线性系统
可以得到很高的精度．
３）谐波能量平衡法引入了能量平衡得出的初

始条件约束方程，仅用两项谐波就可得到较高的精

度．克服了传统的谐波平衡法需要取比较多的谐波
数量才能得到较高精度的缺点．
４）谐波能量平衡法考虑了非线性等效特征．

克服了传统的等效线性化方法精度较差的缺点．
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