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长短波相互作用方程组的无穷序列新解
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摘要　本文对长短波相互作用方程组作行波变换后转化成第一种椭圆方程，利用第一种椭圆方程的解和

Ｂｃｋｌｕｎｄ变换，构造了长短波相互作用方程组的无穷序列新解．这里包括了椭圆函数解、双曲函数解、指数

函数解和有理函数解．

关键词　第一种椭圆方程，　无穷序列新解，　Ｂｃｋｌｕｎｄ变换

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５０７６

引言

在文献［１］中，ＡｈｍｅｒＢｅｋｉｒ等人通过Ｇ′（ξ）Ｇ（ξ）
展

开法得到了长短波交互系统的三种不同形式的解．

长短波交互系统可表示为

ｉψｔ（ｘ，ｔ）＋ψｘｘ（ｘ，ｔ）－ψ（ｘ，ｔ）ｖ（ｘ，ｔ）＝０，

ｖｔ（ｘ，ｔ）＋ｖｘ（ｘ，ｔ）＋（｜ψ（ｘ，ｔ）｜
２）ｘ＝０，

（１）

这里ψ（ｘ，ｔ）便是长波的振幅，ｖ（ｘ，ｔ）表示短波包

络．

一直以来，有许多关于长短波相互作用方程组

的研究．如，文献［２］中利用 Ｆ展开法获得了方程

（１）的由Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数表示的周期波解；文献［３］

中推广了Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展开法［４］得到了长短波

相互作用方程的准确包络周期解；文献［５］中利用

多项式完全判别系统方法［６－１２］得到了方程（１）的

所有单行波解的分类，这些解包括三角函数、双曲

函数和椭圆函数解．

文献［５］获得了长短波交互系统的由三角函

数、双曲函数和椭圆函数组成的有限多个解．本文

通过行波变换，将方程（１）转换成了第一种椭圆方

程，进而利用第一种椭圆方程的解和 Ｂｃｋｌｕｎｄ变

换构造了方程（１）的无穷序列新解．

１　第一种椭圆方程的解和Ｂｃｋｌｕｎｄ变换

１．１　第一种椭圆方程（２）的解

［ｚ′（ξ）］２＝［ｄｚ（ξ）ｄξ
］２＝Ａ＋Ｂｚ２（ξ）＋Ｃｚ４（ξ），（２）

文献［１３］给出第一种椭圆方程（２）的下列解．
情况１．　当Ａ＝１，Ｂ＝－１－ｋ２，Ｃ＝ｋ２时，（３）

～（４）式是第一种椭圆方程（２）的解：

ｚ（ξ）＝
ｓｎ（ξ，ｋ） Ｋ（ｋ）≤ξ≤５Ｋ（ｋ），
１， 其他{ ，

（３）

ｚ（ξ）＝
１， ξ≤Ｋ（ｋ），

ｓｎ（ξ，ｋ）， Ｋ（ｋ）≤ξ≤３Ｋ（ｋ），
－１， ３Ｋ（ｋ）≤ξ

{
，

（４）

情况２．　当 Ａ＝１－ｋ２，Ｂ＝２ｋ２－１，Ｃ＝－ｋ２

时，得到第一种椭圆方程（２）的如下解：

ｚ（ξ）＝
１， ξ≤０，

ｃｎ（ξ，ｋ）， ０≤ξ≤２Ｋ（ｋ），
－１， ξ≥２Ｋ（ｋ

{
），

（５）

情况３．　当 Ａ＝－１＋ｋ２，Ｂ＝２－ｋ２，Ｃ＝－１
时，获得了第一种椭圆方程（２）的下列解：

ｚ（ξ）＝
１－ｋ槡

２， ξ≤Ｋ（ｋ），
ｄｎ（ξ，ｋ）， Ｋ（ｋ）≤ξ≤２Ｋ（ｋ），
１， ξ≥２Ｋ（ｋ

{
），

（６）

其中式（３）～（６）中Ｋ（ｋ）＝∫
π
２

０

１
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 φ

ｄφ＝
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　∫
１

０

１
（１－ｘ２）（１－ｋ２ｘ２槡 ）

ｄｘ，０≤ｋ≤１．

情况４．　当Ａ＝０时，获得了第一种椭圆方程
（２）的如下形式的解：

ｚ（ξ）＝
－Ｂ
Ｃｓｅｃ

２［（－Ｂ）
１
２ξ[ ]］

１
２
（Ｂ＜０，Ｃ＞０），

０
{

，

（７）

ｚ（ξ）＝

－Ｂ
Ｃｃｓｃ

２［（－Ｂ）
１
２ξ[ ]］

１
２
（Ｂ＜０，Ｃ＞０），

± －Ｂ
槡Ｃ

（Ｂ＜０，Ｃ＞０









 ），

（８）

ｚ（ξ）＝
Ｂ
Ｃｃｓｃｈ

２［Ｂ
１
２ξ[ ]］

１
２
（Ｂ＞０，Ｃ＞０），

０
{

，

（９）

情况５．　当Ｂ２－４ＡＣ＝０时，得到第一种椭圆
方程（２）的如下解：

ｚ（ξ）＝槡Ｂ
２槡Ｃ
ｔａｎ（槡Ｂ

槡２
ξ）　（Ｂ＞０，Ｃ＞０），

（１０）

ｚ（ξ）＝槡
－Ｂ１＋ｅｘｐ（ －２槡 Ｂξ[ ]）
２槡Ｃ１－ｅｘｐ（ －２槡 Ｂξ[ ]）

　（Ｂ＜０，Ｃ＞０），

（１１）

情况６．　当Ａ＝Ｂ＝０时，（１２）式是第一种椭
圆方程（２）的解：

ｚ（ξ）＝ １

槡Ｃξ
　（Ｃ＞０）， （１２）

１．２　第一种椭圆方程的Ｂｃｋｌｕｎｄ变换
若ｚｎ－１（ξ）（ｎ＝１，２，…）是第一种椭圆方程

（２）的解，则下列ｚｎ（ξ）（ｎ＝１，２，…）也是第一种椭
圆方程（２）的解．

ｚ２ｎ（ξ）＝
２Ａ＋（Ｂ± Ｂ２－４槡 ＡＣ）ｚ２ｎ－１（ξ）

±Ｂ＋ Ｂ２－４槡 ＡＣ±２Ｃｚ２ｎ－１（ξ）
，（１３）

ｚｎ（ξ）＝
ｉＢ Ｓ＋Ｌｚ２ｎ－１（ξ[ ]）

槡Ｂ ＳＬｉＢ （－２ＳＣ＋ＢＬ）２

Ｂ槡 ２ ｚｎ－１（ξ）－２ 槡Ｃ ＳＬｚ２ｎ－１（ξ）
·

　　（Ｂ２－４ＡＣ＝０）， （１４）

ｚｎ（ξ）＝
ｌ 槡－ Ｃｚ

２
ｎ－１（ξ）＋ｚ′ｎ－１（ξ[ ]）

ｇ＋ｚｎ－１（ξ）ｆ＋ｒｚｎ－１（ξ[ ]） ＋ｍｚ′ｎ－１（ξ）
，

　　（Ａ＝Ｂ＝０）． （１５）
其中ＳＬ＜０，ｌ，ｍ，ｇ，ｆ，ｒ是任意常数，Ａ，Ｂ和 Ｃ

是方程（２）的系数．

２　方程（１）的无穷序列新解

对方程（１）作行波变换

ψ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）ｅｉη，ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ），

ξ＝ｘ－ｃｔ，η＝ｐｘ＋ｑｔ，
（１６）

后，得到如下方程

ｃ＝２ｐ， （１７）

ｖ（ξ）＝ １
２ｐ－１ｕ

２（ξ）＋ｈ， （１８）

ｕ″（ξ）－ｕ（ξ）ｖ（ξ）－（ｐ＋ｑ２）ｕ（ξ）＝０， （１９）
这里ｐ，ｑ和ｃ是待定常数，ｈ是积分常数．

将式（１８）代入式（１９），化简后用ｕ′（ξ）乘以方
程的两边，并对ξ积分一次后得到下列方程

（ｕ′（ξ））２＝ａ＋ｂｕ２（ξ）＋ｄｕ４（ξ）， （２０）

这里ｄ＝ １
４ｐ－２，ｂ＝ｈ＋ｐ

２＋ｑ，ａ＝２ｈ，ｐ，ｑ和 ｈ是任

意常数．
观察方程（２０）后得知，方程（２０）是第一种椭

圆方程．由上面提到的第一种椭圆方程（２）的解和
Ｂｃｋｌｕｎｄ变换可得到方程（２０）的无穷序列新解．

情况１．　长短波相互作用方程组（１）的椭圆
函数型无穷序列解

通过下列迭代公式可得到长短波相互作用方

程组（１）的椭圆函数型无穷序列解．

ψ（ｘ，ｔ）＝ｕｎ（ξ）ｅ
ｉη，ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ），

ξ＝ｘ－ｃｔ，η＝ｐｘ＋ｑｔ，ｃ＝２ｐ，

ｕ０（ξ）＝
１， ξ≤Ｋ（ｋ），

ｓｎ（ξ，ｋ）， Ｋ（ｋ）≤ξ≤３Ｋ（ｋ），
－１， ３Ｋ（ｋ）≤ξ

{
，

ｄ＝ １４ｐ－２＝ｋ
２，ｂ＝－１－ｋ２＝ｈ＋ｐ２＋ｑ，ａ＝１＝２ｈ，

ｕ２ｎ（ξ）＝
２ａ＋（ｂ± ｂ２－４槡 ａｄ）ｕ２ｎ－１（ξ）

±ｂ＋ ｂ２－４槡 ａｄ±２ｄｕ２ｎ－１（ξ）
，

　　（ｎ＝１，２，…）





















．
（２１）

情况２．　长短波相互作用方程组（１）的双曲
函数型无穷序列解

利用以下公式，可构造长短波相互作用方程组

（１）的双曲函数型无穷序列解．

４９１
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ψ（ｘ，ｔ）＝ｕｎ（ξ）ｅ
ｉη，ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ），

ξ＝ｘ－ｃｔ，η＝ｐｘ＋ｑｔ，ｃ＝２ｐ，

ｕ０（ξ）＝
ｂ
ｄｃｓｃｈ

２［ｂ
１
２ξ[ ]］

１
２
（ｂ＞０，ｄ＞０），

０
{

，

ｄ＝ １
４ｐ－２，ｂ＝ｈ＋ｐ

２＋ｑ，ａ＝２ｈ＝０，

ｕ２ｎ（ξ）＝
２ａ＋（ｂ± ｂ２－４槡 ａｄ）ｕ２ｎ－１（ξ）

±ｂ＋ ｂ２－４槡 ａｄ±２ｄｕ２ｎ－１（ξ）
，

　　（ｎ＝１，２，…）





















．
（２２）

情况３．　长短波相互作用方程组（１）的指数
函数型无穷序列解

由式（１１），（１４），（１６）和（１７），可得到长短波
相互作用方程组（１）的指数函数型无穷序列解．

ψ（ｘ，ｔ）＝ｕｎ（ξ）ｅ
ｉη，ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ），

ξ＝ｘ－ｃｔ，η＝ｐｘ＋ｑｔ，ｃ＝２ｐ，

ｕ０（ξ）＝
槡－ｂ１＋ｅｘｐ（ －２槡 ｂξ[ ]）
２槡ｄ１－ｅｘｐ（ －２槡 ｂξ[ ]）

（ｂ＜０，ｄ＞０），

ｂ２－４ａｄ＝０，ｄ＝ １
４ｐ－２，ｂ＝ｈ＋ｐ

２＋ｑ，ａ＝２ｈ，

ｕｎ（ξ）＝
ｉｂＳ＋Ｌｚ２ｎ－１（ξ[ ]）

槡ｂ ＳＬｉｂ （－２ＳＣ＋ｂＬ）２

ｂ槡 ２ ｚｎ－１（ξ）－２ 槡ｄ ＳＬｚ２ｎ－１（ξ）
，

　　（ｎ＝１，２，…）





















．
（２３）

情况４．　长短波相互作用方程组（１）的有理
函数型无穷序列解

通过下列叠加公式，可获得长短波相互作用方

程组（１）的有理函数型无穷序列解．

ψ（ｘ，ｔ）＝ｕｎ（ξ）ｅ
ｉη，ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ），

ξ＝ｘ－ｃｔ，η＝ｐｘ＋ｑｔ，ｃ＝２ｐ，

ｕ０（ξ）＝
１

槡ｄξ
　（ｄ＞０），

ｄ＝ １
４ｐ－２，ｂ＝ｈ＋ｐ

２＋ｑ＝０，ａ＝２ｈ＝０，

ｕｎ（ξ）＝
ｌ 槡－ｄｕ

２
ｎ－１（ξ）＋ｕ′ｎ－１（ξ[ ]）

ｇ＋ｕｎ－１（ξ）ｆ＋ｒｕｎ－１（ξ[ ]） ＋ｍｕ′ｎ－１（ξ）
，

　　（ｎ＝１，２，…）



















．
（２４）

这里式（２１）～（２４）中Ｋ（ｋ）＝∫
π
２

０

１
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 φ

ｄφ＝

∫
１

０

１
（１－ｘ２）（１－ｋ２ｘ２槡 ）

ｄｘ，０≤ｋ≤１．

ＳＬ＜０，ｌ，ｍ，ｇ，ｆ，ｒ，ｐ，ｑ，ｈ，ｃ是任意常数，ａ，ｂ和
ｄ是方程（２０）的系数．

３　结论

文献［５］得到了长短波相互作用方程组（１）的
三角函数、双曲函数和椭圆函数解，也包含了文献

［１］中获得的解．本文利用行波变换将长短波相互
作用方程组（１）转化成了第一种椭圆方程，进而利
用第一种椭圆方程的解和 Ｂｃｋｌｕｎｄ变换构造了长
短波相互作用方程组（１）的椭圆函数型、双曲函数
型、指数函数型和有理函数型的无穷序列新解．
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