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摘要　主要考虑弯曲变形的细长轴向运动梁，可以作为工程中广泛应用在航天器天线、液体输送管道、汽车

驱动带、电梯缆索等的简化机构．对轴向运动柔性梁线性微分方程，采用复模态分析方法导出两端简支和固

支边界条件下的固有频率方程；采用Ｒｉｔｚ法建立轴向运动梁的有限单元法模型．基于该模型在多种边界条

件下进行梁的横向振动分析，并开展定点激励下激励功率谱的辨识．仿真结果表明，与传统的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断

方法相比．有限元方法能够克服分析方法的建模困难，对复杂边界梁进行有效的分析，对激励的功率谱能够

有效地辨识．
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引言

工程中存在着大量细长运动结构，例如：航天

器天线、液体输送管道、汽车驱动带、电梯缆索等，

主要考虑弯曲变形时此类结构可简化为轴向运动

梁．当受到外部载荷激励时，结构的横向振动会产
生负面效应．对于航空航天结构，外部载荷功率谱
辨识的研究有利于地面振动台试验的激励设计．因
此，研究轴向运动梁的横向振动和功率谱的辨识问

题有着实际工程的应用背景和理论意义．
１９６５年，Ｍｏｔｅ［１］在对带锯的研究中，推导出轴

向运动梁的横向振动微分方程，并采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截
断法得出了简支梁的前三阶固有频率和模态振型．
１９９０年，Ｗｉｃｋｅｒｔ［２］和 Ｍｏｔｅ提出复模态分析法开展
对轴向运动梁的进行研究，并得出简支和固支边界

轴向运动梁的固有频率与模态函数；?ｚ［３］通过线性
梁的假定求出了固支边界下进行了固有频率计算

及稳定性分析．１９９４年，Ｓｔｙｌｉａｎｏｕ［４，５］则建立伸展机
构的轴向运动梁的有限元模型，分析了响应及稳定

性问题．近年来，国内学者也积极开展了轴向运动
梁稳定性、非线性及受迫振动等问题的研究．２００６
年，陈立群等［６］研究了粘弹性轴向运动梁在混合边

界条件下的振动与稳定性问题；２００７年，张哲荣［７］

等利用有限元模型分析了 Ｒａｙｌｅｉｇｈ梁的横向振动
稳定性问题．２００８年，李德双等［８］研究了轴向运动

带的横向与纵向运动的耦合振动问题．２０１０年，黄
建亮［９］等采用增量谐波平衡法研究了轴向运动梁

在纵向与横向振动耦合下的自由振动响应．２０１１
年，王亮等［１０］研究了高速轴向运动梁的模态及频

率特征；同年，李彪等［１１］研究了两端自由的轴向运

动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的横向振动问题．２０１３年，丁
虎［１２］等对轴向运动梁的横向振动问题非线性问题

进行了综述分析．
上述文献中对于梁的分析多针对两端简支和

两端固支条件这两种边界条件，而对于复杂条件下

的轴向运动梁较少涉及；对于轴向运动梁的激励功

率谱辨识方面的研究也较少．本文依据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原
理建立轴向运动柔性梁的运动微分方程，导出了两

端简支梁和两端固支梁边界下的系统固有频率方

程，采用 Ｒｉｔｚ法对微元运动微分方程进行离散化，
建立了有限元法的单元运动方程，并基于此模型开

展了定点随机激励下的功率谱辨识的研究．应当说
明的是，我们前期已经开展了基于Ｒｉｔｚ法离散的轴
向运动梁的功率谱辨识研究，并取得了较好的结

果，详细内容可以参考文献［１３］．
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１　动力学方程

１．１　运动微分方程
考虑等截面轴向运动柔性梁的横向弯曲振动，

如图１所示．假定柔性梁有恒定轴向运动速度 υ，
轴向有恒定张力 Ｐ，横向作用有分布式外部载荷 ｆ
（ｘ，ｔ），等截面面积为Ａ，截面的惯性矩为Ｉ，弹性模
量为Ｅ，密度为ρ，长度ｌ．则在ｘ方向的应变εｘｘ为

εｘｘ ＝
^ｕ
ｘ
＋１２

^ｕ
( )ｘ

２
＋ ^ｖ
( )ｘ[ ]２ ＋ＰＥＡ （１）

其中，^ｕ＝ｕ－ｚｖ
ｘ
和 ｖ^＝ｖ分别为纵向与横向位移

场．

图１　轴向运动梁模型

Ｆｉｇ１　Ｍｏｄｅｌｏｆａｎａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅａｍ

忽略纵向振动对横向振动的影响，令
ｕ
ｔ
＝０及

ｕ
ｘ
＝０，并略去三次以上高阶项，由式（１）可得
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２
＋ＰＥＡ （２）

　　在截面Ａ及长度［０，ｌ］区间内进行积分，由此
得出梁的总势能与总动能分别为

Ｕ＝１２∫
ｌ

０∫ＡＥε２ｘｘｄＡｄｘ
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ｌ
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( )ｔ
２
＋２υｖｔ

ｖ
ｘ
＋υ２ ｖ

( )ｘ[ ]２ ｄｘ
（４）

外力ｆ（ｘ，ｔ）所做虚功为

δＷ ＝∫
ｌ

０
ｆ（ｘ，ｔ）δｖｄｘ （５）

　　对势能Ｕ与动能 Ｔ进行变分，由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原

理，∫
ｔ２

ｔ１
（δＴ－δＵ＋δＷ）ｄｔ＝０，可得

ρＡ
２ｖ
ｔ２
＋２ρＡυ

２ｖ
ｘｔ

＋（ρＡυ２－Ｐ）
２ｖ
ｘ２

＋ＥＩ
４ｖ
ｘ４
＝ｆ（ｘ，ｔ） （６）

式（６）即为轴线运动梁的线性运动微分方程．
１２　固有频率分析

对于两端简支和两端固支简单边界，可以采用

复模态分析法［１４，１５］对系统固有频率进行分析．令 ｖ
（ｘ，ｔ）＝φ（ｘ）ｅｊωｔ＋珔φ（ｘ）ｅ－ｊωｔ（ｊ为虚数单位），代入
式（６）中，并令ｆ（ｘ，ｔ）＝０，则有

ＥＩφ（４）＋（ρＡυ２－Ｐ）φ″＋

２ｊρＡυωφ′－ρＡω２φ＝０
（７）

令关于φ的特征根方程的解为ｊβ，代入式（７）可得

ＥＩβ４－（ρＡυ２－Ｐ）β２

－２ρＡυωβ－ρＡω２ ＝０
（８）

　　设式（８）有解 βｉ（ｉ＝１～４），由此导出复模态

振型为φ（ｘ）＝Ｃ１［ｅ
ｊβ１ｘ＋Ｃ２ｅ

ｊβ２ｘ＋Ｃ３ｅ
ｊβ３ｘ＋Ｃ４ｅ

ｊβ４ｘ］．
考虑梁具有不同简单的边界条件

两端简支：
φ（０）＝０，　φ″（０）＝０

φ（ｌ）＝０，　φ″（ｌ）＝{ ０
（９ａ）

两端固支：
φ（０）＝０，　φ′（０）＝０

φ（ｌ）＝０，　φ′（ｌ）＝{ ０
（９ｂ）

由于振型函数 φ（ｘ）不恒为零，则通过式（９）
得到关于系数Ｃｉ齐次线性方程组系数矩阵的行列
式为零．则有

１ １ １ １

β２１ β２２ β２３ β２４
ｅｊβ１ｌ ｅｊβ２ｌ ｅｊβ３ｌ ｅｊβ４ｌ

β２１ｅ
ｊβ１ｌ β２２ｅ

ｊβ２ｌ β２３ｅ
ｊβ３ｌ β２４ｅ

ｊβ４ｌ

＝０ （１０ａ）

１ １ １ １

β１ β２ β３ β４
ｅｊβ１ｌ ｅｊβ２ｌ ｅｊβ３ｌ ｅｊβ４ｌ

β１ｅ
ｊβ１ｌ β２ｅ

ｊβ２ｌ β３ｅ
ｊβ３ｌ β４ｅ

ｊβ４ｌ

＝０（１０ｂ）

式（１０ａ）与式（１０ｂ）分别对应两端简支与固支边界条
件的行列式系数方程．由式（８）和式（１０）组成关于

ω、βｉ（ｉ＝１～４）的非线性方程组，即可得出梁的固有
振动频率．应当说明的是，在轴向运动梁的横向振动
问题的分析中，随着轴向速度的增大或轴向压力的

增大，梁的固有频率会随之减小．当第一阶固有频率
为零时，其所对应的轴向运动速度称为临界速度，超

过临界速度之后梁的运动将变得不稳定［１６］．
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在实际应用中，复模态分析法计算响应存在困

难；针对简单边界条件，可以采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法对轴
向运动梁的运动微分方程进行离散化，令

ｖ（ｘ，ｔ）≈∑
ｎ

ｉ＝１
φｉ（ｘ）ｑｉ（ｔ）＝

φ１
φ２


φ














ｎ

Ｔ ｑ１
ｑ２


ｑ














ｎ

＝Φ１×ｎＱｎ×１ （１１）
其中，φｉ（ｘ）为对应边界条件的无轴向速度梁的振
型函数，ｎ为 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法计算阶数．将式（１１）代入
微分方程式（６）中，并左乘ΦＴ，在［０，ｌ］区间积分可
得

珚ＭＱ̈（ｔ）＋珔ＣＱ（ｔ）＋珔ＫＱ（ｔ）＝珔Ｆ（ｔ） （１２）
其中，质量阵、阻尼力阵、刚度阵和外力阵分别为

珚Ｍ ＝ρＡ∫
ｌ

０
（ΦＴΦ）ｄｘ

珔Ｋ＝ＥＩ∫
ｌ

０
（ΦＴΦ（４））ｄｘ＋（ρＡυ２－Ｐ）∫

ｌ

０
（ΦＴΦ″）ｄｘ

珔Ｃ＝２ρＡυ∫
ｌ

０
（ΦＴΦ′）ｄｘ

珔Ｆ＝∫
ｌ

０
ΦＴｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ

令珔Ｆ＝０，即可对离散化的系统（１２）进行固有频率
的分析．
１３　有限元模型创建

以下采用Ｒｉｔｚ法建立轴向运动梁的有限元模
型．设单元的长度为 Δｌ，单元左右节点 ｉ与 ｊ的横
向位移与转角分别为ｖｉ、φｊ、ｖｉ、φｊ．

图２　有限单元划分示意图

Ｆｉｇ２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｂｅａｍｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

将有限单元的形函数ｇｋ（ｘ）设为
［４］

ｇ１（ｘ）＝１－３
ｘ
Δ( )ｌ

２
＋２ ｘ

Δ( )ｌ
３

ｇ２（ｘ）＝Δｌ
ｘ
Δｌ
－２ ｘ

Δ( )ｌ
２
＋３ ｘ

Δ( )ｌ[ ]３

ｇ３（ｘ）＝３
ｘ
Δ( )ｌ

２
－２ ｘ

Δ( )ｌ
３

ｇ４（ｘ）＝Δｌ－
ｘ
Δ( )ｌ

２
＋３ ｘ

Δ( )ｌ[ ]















 ３

（１３）

由此得到单元长度Δｌ内的内插函数ｖｅ（ｘ，ｔ）

ｖｅ ｘ，( )ｔ≈

ｇ１
ｇ２
ｇ３
ｇ














４

Ｔ ｖｉ
φｉ
ｖｊ
φ














ｊ

＝Ｎ
ｖｅ
ｉ

ｖｅ
[ ]ｊ ＝ＮＶｅ （１４）

当不考虑附加质量ｍ和刚度 ｋ时，将 ｖｅ（ｘ，ｔ）
的内插函数代入势能式（３）、动能式（４）和虚功式
（５）中；由Ｌａｇｒａｎｇｅ方程得到单元的运动微分方程

Ｍｅ̈Ｖｅ＋ＧｅＶｅ＋ＫｅＶｅ＝Ｆｅ （１５）
其中，单元的质量阵、陀螺力阵、刚度阵和外力阵分

别为

Ｍｅ＝ρＡ∫
Δｌ

０
（ＮＴＮ）ｄｘ

Ｇｅ＝ρＡｖ∫
Δｌ

０
（ＮＴＮ′－Ｎ′ＴＮ）ｄｘ

Ｋｅ＝ＥＩ∫
Δｌ

０
（Ｎ″ＴＮ″）ｄｘ－（ρＡｖ２－Ｐ）∫

Δｌ

０
（Ｎ′ＴＮ′）ｄｘ

Ｆｅ＝∫
Δｌ

０
ＮＴｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ

考虑附加质量ｍ和刚度ｋ后，对应节点处的单
元矩阵需要做出对应改变．如图２所示，ｉ节点质量
阵施加附加质量ｍ，ｊ节点刚度阵施加附加刚度 ｋ．
将单元矩阵进行组集与施加附加边界条件，可得系

统的运动方程

ＭＶ¨（ｔ）＋ＧＶ·（ｔ）＋ＫＶ（ｔ）＝Ｆ（ｔ） （１６）
其中，总质量阵Ｍ为对称正定阵，总陀螺力项 Ｇ为
对称正定阵，因此系统的运动将具有陀螺系

统［１７，１８］的特征．
相较Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，有限元法克服了寻找形函

数的困难，并且能够适应较为复杂的模型建模，因

此可以应用到更加复杂模型中进行建模．

２　响应计算与功率谱辨识

２１　有限元模型的响应
　　由于式（１６）中陀螺力项 Ｇ的存在，振动分析
需采用复模态法．将式（１６）改写为状态方程形
式［１７］

ＡＹ（ｔ）＋ＢＹ（ｔ）＝Ｓ（ｔ） （１７）

其中，Ｙ（ｔ）＝
Ｖ（ｔ）
Ｖ（ｔ[ ]）、Ａ＝

Ｍ[ ]Ｋ为对称正定矩
阵，Ｂ＝

Ｇ Ｋ
－Ｋ[ ]０为反对称阵，Ｓ（ｔ）＝

Ｆ（ｔ）
　[ ]０ 为外

力阵，Ｍ、Ｋ为ｍ阶方阵．以下考虑系统的复模态求

８８１
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解．参考文献１７可令

Ｙ（ｔ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
［φＲｉαｉ（ｔ）＋φ

Ｉ
ｉβｉ（ｔ）］ （１８）

其中，φＲｉ、φ
Ｉ
ｉ为各阶实模态和虚模态向量，且满足

表１的正则化正交关系

表１　模态的正则化正交关系

Ｔａｂｌｅ１　Ｎｏｒｍａｌｉｔｙａｎｄｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙｒｅｌａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｄｅｓ

（φＲｉ）
ＴＡφＲｊ＝δｉｊ （φＩｉ）

ＴＡφＩｊ＝δｉｊ （φＩｉ）
ＴＡφＲｊ＝０

（φＲｉ）
ＴＢφＲｊ＝０ （φＩｉ）

ＴＢφＩｊ＝０ （φＩｉ）
ＴＢφＲｊ＝ωｉδｉｊ

其中，ωｉ为第ｉ阶固有振动频率，δｉｊ＝
１，１＝ｊ
０，ｉ≠{ ｊ

．

利用正交性条件，对式（１８）进行变换，有
αｉ（ｔ）

β
·

ｉ（ｔ
[ ]

）
＝

０ ωｉ
－ωｉ

[ ]０
αｉ（ｔ）

βｉ（ｔ
[ ]

）
＋［φＲｉ　φ

Ｉ
ｉ］
ＴＳ（ｔ）

（１９）
　　由式（１５）可以解得外力作用下的各单元的外力
阵，组集后可得Ｓ（ｔ）；则Ｑ（ｔ）的响应值为Ｙ（ｔ）的下
半部分，且考虑到单元形式的插值函数式（１４），由此
得出梁上任意一点在外力作用下的响应

ｖ（ｘ，ｔ）＝ＴＴＳ［０　Ｉ］Ｙ（ｔ） （２０）
其中，ＴＳ为响应ｖ（ｘ，ｔ）插值转换矩阵．
２２　有限元模型的功率谱辨识

考虑如下情况的响应，在定点 ｘｆ处施加随机

外力ｆ（ｔ），即令ｆ（ｘ，ｔ）＝ｆ（ｔ）δ（ｘ－ｘｆ），其中δ（·）
为Ｄｉｒａｃ函数．将ｆ（ｘ，ｔ）代入式（１９）可得
αｉ（ｔ）

β
·

ｉ（ｔ
[ ]

）
＝

０ ωｉ
－ωｉ

[ ]０
αｉ（ｔ）

βｉ（ｔ
[ ]

）
＋ φＲｉ　φ[ ]Ｉ

ｉ
Ｔ
ＴＦ[ ]０ ｆ（ｔ）

（２１）
其中，ＴＦ为外力ｆ（ｘ，ｔ）的插值转换矩阵．

考虑梁初始处于静平衡状态，将式（２１）代入
式（１８），并两端同时取傅里叶变换可得

Ｙ（ω）＝∑
ｍ

ｉ＝１
［φＲｉ，φ

Ｉ
ｉ］
ｊω －ωｉ
ωｉ ｊ[ ]ω

－１

［φＲｉ，φ
Ｉ
ｉ］
Ｔ×［ＴＴＦ　０］

Ｔｆ（ω） （２２）
考虑点ｘｓ处横向振动响应ｖ（ｘｓ，ｔ）的自相关函

数ＲＳ（ｔ），由式（２０）可得

ＲＳ（ｔ）＝ｌｉｍ珔Ｔ∞
１
珔Ｔ∫

珔Ｔ
２

－
珔Ｔ
２
ｖ（ｘｓ，τ）（ｘｓ，τ－ｔ）ｄτ

＝
０
Ｔ[ ]
Ｓ

Ｔ

ｌｉｍ
珔Ｔ∞

１
珔Ｔ∫

珔Ｔ
２

－
珔Ｔ
２
Ｙ（τ）ＹＴ（τ－ｔ）ｄ[ ]τ ０

Ｔ[ ]
Ｓ

（２３）

由Ｗｉｅｎｅｒ－Ｋｈｉｎｃｈｉｎ定理［１９］，对响应的自相

关函数ＲＳ（ｔ）取傅里叶变换可得对应的功率谱密
度函数

Ｓｖ（ω）＝

０
Ｔ[ ]
Ｓ

Ｔ

∫
＋∞

－∞
ｌｉｍ
珔Ｔ∞

１
珔Ｔ∫

珔Ｔ
２

－
珔Ｔ
２
Ｙ（τ）ＹＴ（τ－ｔ）ｄ( )τｅ－ｊωｔｄ[ ]ｔ ０Ｔ[ ]

Ｓ

＝
０
Ｔ[ ]
Ｓ

Ｔ

ｌｉｍ
珔Ｔ∞

１
珔ＴＹ（ω）Ｙ

Ｔ（－ω[ ]） ０
Ｔ[ ]
Ｓ

（２４）

将式（２２）代入式（２４），可得
Ｓｖ（ω）＝Ｈ（ω）Ｈ（－ω）Ｓｆ（ω） （２５）

其中，Ｓｆ（ω）＝ｌｉｍ珔Ｔ∞
１
珔Ｔｆ（ω）ｆ（－ω）为外力 ｆ（ｔ）对应

的功率谱密度函数，Ｈ（ω）满足

Ｈ（ω）＝
０
Ｔ[ ]
Ｓ

Ｔ

∑［φＲｉ，φ
Ｉ
ｉ］
ｊω －ωｉ
ωｉ ｊ[ ]ω

－１

［φＲｉ，φ
Ｉ
ｉ］
Ｔ
ＴＦ[ ]０

由式（２５）易得

Ｓｆ（ω）＝
Ｓｖ（ω）

Ｈ（ω）Ｈ（－ω）
（２６）

式（２６）即为定点激励的功率谱辨识公式．

３　数值仿真

本节进行数值仿真以验证文中所给有限元方

法的有效性．分别考虑两端固支和复杂边界条件下
的轴向运动梁的横向振动问题．

首先考虑两端固支梁边界条件下的轴向运动梁

的功率谱辨识，参考文献［１５］设定如下参数：等截面
均质钢材，长度ｌ＝２ｍ，圆截面半径Ｒ＝００５ｍ，密度

ρ＝７８５０ｋｇ／ｍ３，弹性模量Ｅ＝１９６ＧＰａ．考虑在梁上一
定点施加集中力，梁的轴向运动速率为ｖ＝１０ｍ／ｓ，梁
的轴向压力Ｐ＝－１０ｋＮ（负值表示处于轴向受压状

态）．对其进行静力屈曲校核，Ｆｃｒ＝
π２ＥＩ
（０５Ｌ）２

＝

９４９５ｋＮ，远未达到屈曲；参考文献［１６］可得，在线性

条件下的临界速度ｖｃｒ＝
π２ＥＩ＋Ｐｌ２

ρＡｌ槡 ２ ＝１９５８ｍ／ｓ；因

此，设定的条件下轴向运动梁的运动稳定．
考虑梁横向振动初始处于静止平衡位置，梁上

ｘｆ＝０４ｍ处一定点施加集中力 ｆ（ｔ），得出点 ｘｓ＝
１８ｍ处响应，由此进行功率谱的辨识，Ｇａｌｅｒｋｉｎ截
断数值方法截断阶数 ｎ取为１０．在 ｘｆ处施加集中
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载荷ｆ（ｔ）＝［１３ｓｉｎ（７ｔ）＋１１ｓｉｎ（１９ｔ）＋ｒａｎｄ（ｔ）］
（Ｎ），其中ｒａｎｄ（ｔ）为取样时间内的随机激励，其方
差为２．通过复模态分析法进行迭代求解得出的前
三阶 固 有 频 率 分 别 为 １１１０９Ｈｚ、３０６４２Ｈｚ、
６００８２Ｈｚ，通过Ｇａｌｅｒｋｉｎ法与有限元方法计算得到
的前三阶固有频率的与迭代解的相对误差在１０－６

以内；说明 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法与有限元法的分析是有效
的．图３为采用有限元模型进行响应与功率谱辨识
的数值仿真结果，其中（ａ）为ｘｓ处的频响曲线；（ｂ）
为施加的激励的功率谱与辨识功率谱．由图中结果
可以看出，本文的方法能够有效地进行定点随机外

载荷的功率谱辨识．

图３　两端固支梁的定点频响曲线与载荷功率谱辨识结果

Ｆｉｇ．３　ＰｏｉｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎａｎｄＰＳＤ

ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｌａｍｐｅｄａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅａｍ

然后考虑复杂边界条件下的轴向运动梁的功

率谱辨识，由于边界条件的复杂性，采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法很难找到一组适合的形函数，而有限元方法则

能够较为容易的克服该困难．如图４所示，设定复
杂条件下的轴向运动梁有如下参数：等截面均质钢

材料，密度 ρ＝７８５０ｋｇ／ｍ３，弹性模量 Ｅ＝１９６ＧＰａ，

长度ｌ＝２４ｍ，横截面积 Ａ＝００１５ｍ２，截面惯性矩

Ｉ＝１２５×１０－５ｍ４．梁的轴向运动速率为ｖ＝１５ｍ／ｓ，

轴向力Ｐ＝０Ｎ．在ｌ１＝０４ｍ与 ｌ３＝１８ｍ处施加简
直边界；在ｌ２＝１４ｍ处有集中质量 ｍ＝６０ｋｇ；在梁
的两端分别施加有线弹簧，劲度系数分别为 ｋ１＝

３５×１０４Ｎ／ｍ，ｋ２＝４５×１０
４Ｎ／ｍ．

图４　复杂边界条件下的轴向运动梁

Ｆｉｇ４　Ｍｏｄｅｌｏｆａｎａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅａｍｕｎｄｅｒｃｏｍｐｌｅｘｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

图５　复杂条件的定点频响曲线与载荷功率谱辨识结果

Ｆｉｇ５　ＰｏｉｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎａｎｄＰＳＤｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅａｍｕｎｄｅｒｃｏｍｐｌｅｘｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

考虑在梁上ｘｆ＝０４８ｍ处施加集中力ｆ（ｔ），得
出点ｘｓ＝２１６ｍ处响应，考虑初始处于静止平衡位
置．在ｘｆ处施加集中载荷ｆ（ｔ）＝［１３ｓｉｎ（７ｔ）＋１１ｓｉｎ
（１９ｔ）＋ｒａｎｄ（ｔ）］（Ｎ），其中 ｒａｎｄ（ｔ）为取样时间内
的随机激励，其方差为１．由有限元法计算得到系
统的前三阶固有频率分别为７５５８Ｈｚ、１７４７８Ｈｚ、
２９１１２Ｈｚ．由于边界条件复杂，不能直接计算出临
界速度，但由前面的计算可知，固有频率大于零，因

此在此条件下的轴向运动稳定．图５为有限元方法
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数值仿真的结果，其中（ａ）为ｘｓ处的频响曲线；（ｂ）
为施加的激励的功率谱与辨识功率谱．由图中结果
可以看出，本文的方法能够有效地进行定点随机外

载荷的功率谱辨识．

４　结束语

本文以轴向运动梁为研究对象，采用复模态分

析方法建立了两端简支和固支梁的固有频率方程，

采用Ｒｉｔｚ法建立梁的运动有限元分析模型，并基于
此导出了定点载荷的功率谱辨识方法．仿真结果表
明，通过有限元方法能够有效地克服传统分析方法

中形函数选取的困难，本文的方法能够有效地对定

点随机外载荷进行功率谱辨识．
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