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摘要　采用解析法研究了不同边界条件下薄壁圆柱壳的高阶模态振动特性．首先基于Ｌｏｖｅ壳体理论，在简

支简支、固支固支和固支自由三种边界条件下，通过伽辽金法建立了动力学模型，对模态特性进行求解，

得到了高阶固有频率和三维模态振型，并通过文献和有限元法进行了比较．算例结果表明，两端简支边界条

件下采用解析法得到的固有频率误差值不超过２％，当周向波数较小时固有频率先减小后增加，在高阶时的

固有频率逐渐升高，当轴向半波数增加时固有频率明显增大，通过解析法、文献和有限元法得到的三维模态

振型相吻合．
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引言

薄壁圆柱壳是指壁厚与其它最小特征尺寸之

比在１／８０和１／５之间的壳体［１］．薄壁圆柱壳构件
在航空航天和造船等领域中应用广泛，例如航空发

动机的机匣、鼓筒和卫星外壳等，在外界复杂工况

下的振动行为复杂，可能会产生高阶共振、失稳和

损伤等故障，对薄壁圆柱壳构件的高阶振动特性进

行深入研究，具有重要的应用价值．
目前，关于薄壁圆柱壳构件低阶固有特性的研

究较多，而许多薄壁壳体的振动疲劳问题中，主要

是高阶模态所对应的共振引起的，国外学者的研究

成果如下：ＲｏｎｇｏｎｇＪＡ和 ＴｏｍｌｉｎｓｏｎＧＲ［２］针对带
阻尼层的薄壁圆环，对其高节径（即周向波数）的

振动特性进行了研究．ＷａｎｇＣ和 ＬａｉＪＣＳ［３］采用
波动方法预测了有限长圆柱壳的固有频率，但没有

考虑相应的模态振型．ＥｌＫａａｂａｚｉＮ和 Ｋｅｎｎｅｄｙ
Ｄ［４］基于 Ｄｏｎｎｅｌｌ、Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ和 Ｆｌüｇｇｅ理论，采用
ＷｉｔｔｒｉｃｋＷｉｌｌｉａｍｓ方法研究了变厚度圆柱壳的固有
特性，而对高阶模态特性并不太清楚．ＥｌＭｏｕｓｌｙ
Ｍ［５］通过对三种壳体理论方程，仅对固有频率进行
了求解．我国学者对圆柱壳类结构的低阶固有特性
进行了许多研究，但是对高阶固有频率和三维模态

振型的研究较少［６～９］．陈正翔和陈维衡［１０］对圆柱

壳中较高阶周向模态振动波的频散特性进行了研

究，得到了自由振动波随频率变化的规律．韩清凯、
王宇和李学军［１１］对圆柱壳的高阶固有频率进行了

求解，但是没有考虑模态振型的特性［１１］．李晖［１２］

等利用实验方法对约束态圆柱壳的模态振型进行

了测试，得到了部分低阶模态振型．陈丽华［１３］等用

哈密顿原理和 Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ方法研究了简支、自
由和固定边界条件下三阶剪切变形板的固有频率

和振型．
针对薄壁圆柱壳构件，基于 Ｌｏｖｅ薄壳理论，在

简支简支、固支固支和固支自由三种边界条件下，
采用解析法对高阶模态特性进行了求解，通过算例

分析得到了其高阶固有频率和三维模态振型，并通

过相关文献和有限元法对振动特性进行了比较．

１　薄壁圆柱壳的模态特性求解

１．１　力学模型
如图１所示为薄壁圆柱壳模型．
在柱坐标系Ｏｘθｚ中，坐标原点Ｏ为端面圆心，

纵向ｘ轴与轴线重合，径向 ｚ轴在端面径向上，切
向θ为端面上偏离 ｚ轴初始位置的偏转角，ｕ、ｖ和
ｗ表示中面上任意一点在轴向、切向和径向的位
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移，Ｌ、Ｈ和Ｒ分别表示薄壁圆柱壳的长度、厚度与
中面半径．

图１　圆柱坐标系中的薄壁圆柱壳模型

Ｆｉｇ．１　ｔｈｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

１．２　模态特性求解
薄壳理论假定应力与应变服从 Ｈｏｏｋｅ′ｓ定律，

各点的振动位移比厚度 Ｈ小得多，基于 Ｌｏｖｅ壳体
理论［１４］采用位移ｕ（ｘ，θ，ｔ）、ｖ（ｘ，θ，ｔ）和 ｗ（ｘ，θ，ｔ）
表示的动力学平衡方程为

ＬＵ－ρＨＵ
··

＝０ （１）
式中，‘·’表示位移对时间的求导，ρ为材料密度，
Ｌ算子的表达式为

Ｌ＝

Ｌ１１ Ｌ１２ Ｌ１３
Ｌ２１ Ｌ２２ Ｌ２３
Ｌ３１ Ｌ３２ Ｌ









３３

，Ｕ＝

ｕ（ｘ，θ，ｔ）
ｖ（ｘ，θ，ｔ）

ｗ（ｘ，θ，ｔ









）

．

式中，Ｌｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３）表示微分算子，具体表达式为

　　Ｌ１１ ＝Ｋ
２

ｘ２
＋Ｋ１－μ

２Ｒ２
２

θ２
，Ｌ１２ ＝Ｋ

１＋μ
２Ｒ

２

ｘθ
，

Ｌ１３ ＝Ｋ
μ
Ｒ

ｘ
，Ｌ２１ ＝Ｋ

１＋μ
２Ｒ

２

ｘθ
，

Ｌ２２ ＝Ｋ
１－μ
２
２

ｘ２
＋Ｋ１
Ｒ２
２

θ２
＋Ｄ（１－μ）

２Ｒ２
２

ｘ２

＋Ｄ１
Ｒ４
２

θ２
，

Ｌ２３ ＝Ｋ
１
Ｒ２

θ
－Ｄ１
Ｒ４

θ３
－Ｄ１
Ｒ２

３

ｘ２θ
，

Ｌ３１ ＝Ｋ
μ
Ｒ

ｘ
，Ｌ３２ ＝Ｋ

１
Ｒ２

θ
－Ｄ１
Ｒ４
３

θ

－Ｄ１
Ｒ２

３

ｘ２θ
，

Ｌ３３ ＝Ｋ
１
Ｒ２
＋Ｄ

４

ｘ４
＋Ｄ１
Ｒ４
４

θ４
＋Ｄ２
Ｒ２

４

ｘ２θ２
．

选取振动位移解的形式为

　ｕ（ｘ，θ，ｔ）＝珔Ｕｍｎ
ｄ（ｕｍ（ｘ））
ｄ（ｘ／Ｌ）φ

ｕ
ｎ（θ）Ｔｍｎ（ｔ）（２ａ）

ｖ（ｘ，θ，ｔ）＝珔Ｖｍｎ
ｖ
ｍ（ｘ）φ

ｖ
ｎ（θ）Ｔｍｎ（ｔ） （２ｂ）

ｗ（ｘ，θ，ｔ）＝珚Ｗｍｎ
ｗ
ｍ（ｘ）φ

ｗ
ｎ（θ）Ｔｍｎ（ｔ） （２ｃ）

式中，ｍ表示轴向半波数，ｎ表示周向波数，珚Ｕｍｎ、珔Ｖｍｎ
和珚Ｗｍｎ为振型幅值系数，Ｔｍｎ（ｔ）为模态坐标，轴向
振型函数ｋｍ（ｘ）（ｋ＝ｕ，ｖ，ｗ）表示为

φｕｍ（ｘ）＝φ
ｖ
ｍ（ｘ）＝φ

ｗ
ｍ（ｘ）＝ａ１ｃｏｓｈ（

λ１ｘ
Ｌ）＋

ａ２ｃｏｓ（
λ１ｘ
Ｌ）－σ１［ａ３ｓｉｎｈ（

λ１ｘ
Ｌ）＋ａ４ｓｉｎ（

λ１ｘ
Ｌ）］

（３）
式中，λ１、σ１和αｉ（ｉ＝１，２，３，４）的数值由边界条件
确定，具体表达式如下：

（１）简支－简支边界条件
λｍ ＝ｍπ，σｍ ＝１，ａ１＝ａ２＝ａ３＝０，ａ４＝－１

（４）
（２）固支－固支边界条件

ｃｏｓ（λｍ）ｃｏｓｈ（λｍ）＝１，σｍ ＝
ｃｏｓｈλｍ －ｃｏｓλｍ
ｓｉｎｈλｍ －ｓｉｎλｍ

，

ａ１ ＝ａ３ ＝１，ａ２ ＝ａ４ ＝－１ （５）
（３）固支－自由边界条件

ｃｏｓ（λｍ）ｃｏｓｈ（λｍ）＝－１，σｍ ＝
ｃｏｓｈλｍ ＋ｃｏｓλｍ
ｓｉｎｈλｍ ＋ｓｉｎλｍ

，

ａ１ ＝ａ３ ＝１，ａ２ ＝ａ４ ＝－１ （６）
周向振型函数φｋｎ（θ）（ｋ＝ｕ，ｖ，ｗ）表示为
φｕｎ（θ）＝φ

ｗ
ｎ（θ）＝ｃｏｓ（ｎθ），φ

ｖ
ｎ（θ）＝ｓｉｎ（ｎθ）

（７）
将式（２）代入式（１），进行Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散得

∫ｘ∫θ（Ｌ１１ｕ＋Ｌ１２ｖ＋Ｌ１３ｗ－ρＨ
２ｕ
ｔ２
）珚Ｕｍｎｄθｄｘ＝０

（８ａ）

∫ｘ∫θ（Ｌ２１ｕ＋Ｌ２２ｖ＋Ｌ２３ｗ－ρＨ
２ｖ
ｔ２
）珔Ｖｍｎｄθｄｘ＝０

（８ｂ）

∫ｘ∫θ（Ｌ３１ｕ＋Ｌ３２ｖ＋Ｌ３３ｗ－ρＨ
２ｗ
ｔ２
）珚Ｗｍｎｄθｄｘ＝０

（８ｃ）
对式（８）进行积分运算，得到固有频率特征方

程为

ω２ｍｎ－ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３
ｃ２１ ω２ｍｎ－ｃ２２ －ｃ２３
ｃ３１ －ｃ３２ ω２ｍｎ－ｃ











３３

珚Ｕｍｎ
珔Ｖｍｎ
珚Ｗ

{ }
ｍｎ

＝０

（９）

２３１
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式中，ｃｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３）的具体表达式为

ｃ１１ ＝－
Ｋ
ρＨ Ｔ２－

ｎ２（１－μ）
２Ｒ( )２ ，

ｃ１２ ＝Ｋ
ｎ（１＋μ）
２ρＨＲ

Ｔ１，

ｃ１３ ＝Ｋ
μ
ρＨＲ
Ｔ１，ｃ２１ ＝－Ｋ

ｎ（１＋μ）
２ρＨＲ

Ｔ１，

ｃ２２ ＝－
（ＫＲ２＋Ｄ）
ρＨＲ２

１－μ
２ Ｔ２－

ｎ２

Ｒ( )２ ，
ｃ２３ ＝－

Ｄｎ
ρＨＲ２

Ｔ２－
ｎ２

Ｒ( )２ ＋ ＫｎρＨＲ２，
ｃ３１ ＝－Ｋ

μ
ρＨＲ
Ｔ１，

ｃ３２ ＝－
Ｄｎ
ρＨＲ２

Ｔ２－
ｎ２

Ｒ( )２ ＋ ＫｎρＨＲ２，
ｃ３３ ＝－Ｄ

ｎ２

ρＨＲ２
２Ｔ２－

ｎ２

Ｒ( )２ ＋ Ｋ
ρＨＲ２

＋Ｄ
ρＨ
Ｔ３，

Ｔ１ ＝２１．０５３，Ｔ２ ＝９５．０９６，Ｔ３ ＝１．５ｅ５．
由式（９）得到固有频率的求解公式为
（ω２ｍｎ）

３＋β２（ω
２
ｍｎ）

２＋β１ω
２
ｍｎ＋β０ ＝０（１０）

式中，

β０ ＝ｃ１１ｃ２３ｃ３２＋ｃ１２ｃ２１ｃ３３＋ｃ１３ｃ２２ｃ３１－ｃ１２ｃ２３ｃ３１－
ｃ１３ｃ２１ｃ３１－ｃ１１ｃ２２ｃ３３，β１ ＝ｃ１１ｃ２２＋ｃ１１ｃ３３＋
ｃ２２ｃ３３－ｃ１２ｃ２１－ｃ１３ｃ３１－ｃ２３ｃ３２，

β２ ＝－（ｃ１１＋ｃ２２＋ｃ３３）．
通过式（１０）求解固有频率，然后利用振型函数式

（２）可得到三种边界条件下对应的三维模态振型．

２　算例分析

利用解析法、有限元法和文献［１５］，在简支简
支、固定固定和固定自由三种边界条件下，求解
薄壁圆柱壳的ｍ＝１～３和 ｎ＝１～２５阶固有频率
和三维模态振型，其材料参数和几何参数如表１所
示．利用有限元程序ＡＮＳＹＳ进行求解时，取三维高
阶实体单元 ＳＯＬＩＤ１８６，采用 ＶＲＯＡＴＡ命令从截面
绕轴旋转生成圆柱壳模型，通过从相邻面扫掠体的

方法生成网格，共计３４２０个单元，１９５３０个节点．
表１　薄壁圆柱壳的材料参数和尺寸参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｍａｔｅｒｉａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｎｄｇｅｏｍｅｔｒｉｃ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆａｔｈｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ

Ｌｅｎｇｔｈ Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
Ｍｉｄｄｌｅ－ｓｕｒｆａｃｅ

ｒａｄｉｕｓ
Ｙｏｕｎｇ
ｍｏｄｕｌｕｓ

Ｐｏｉｓｓｏｎ′ｓ
ｒａｔｉｏ

Ｄｅｎｓｉｔｙ

０．０９５ｍ ０．００２ｍ ０．１４３ｍ ２×１０１１Ｐａ ０．３ ７８５０ｋｇ／ｍ３

（１）简支简支边界条件
在简支简支边界条件下，采用解析法、文献和

有限元法得到的各阶固有频率随轴向半波数和周

向波数变化的关系如图２所示．由图２（ａ）可知，通
过三种方法求得的固有频率随着周向波数的变化

趋势相同，当周向波数较小时，固有频率先减小后

增大，当 ｍ＝１，ｎ＝７时的固有频率达到最小值
２４０４Ｈｚ，当周向波数继续增大时的固有频率逐渐升
高；同时，随着轴向半波数的增加固有频率也随之

增加，在高阶ｍ＝３，ｎ＝２５时的固有频率达到最大
值．由图２（ｂ）可知，通过解析法与文献和有限元法
的固有频率误差比较可知，在 ｍ＝１～３，ｎ＝１～２５
范围内，固有频率的最大误差值均小于２％，通过
文献求得的固有频率值稍大于解析法求得的结果，

而通过有限元法求得的固有频率值略小于解析法

的频率值，这是因为有限元法是一种近似方法，其

模态分析只能针对线性结构，文献得到的结果是基

于经验公式，而解析法的位移解是基于梁函数的假

设，导致了三种方法计算误差的存在．

图２　简支简支边界条件下薄壁圆柱壳的固有频率

Ｆｉｇ．２　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｕｎｄｅｒｓｉｍｐｌｙ

ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

薄壁圆柱壳的三维模态振型如表２所示，由解
析法和有限元法得到的三维模态振型相互吻合，在

圆周方向上表现为均匀的花瓣形状，例如在固有频

３３１
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率最低的第（１，７）阶三维模态振型表现为周向波
数为７的花瓣形状；由于两端简支的边界条件对上
下两侧边界上节点的限制作用相同，引起壳体中部

的振动幅度最大；最低阶模态也是构件最容易发生

共振的一阶模态，并且在低阶固有频率的振动模态

以周向振动为主．

表２　简支简支边界条件下薄壁圆柱壳的三维模态振型

Ｔａｂｌｅ２　３Ｄｍｏｄａｌｓｈａｐｅｓｏｆａｔｈｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｕｎｄｅｒｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｏｒｄｅｒ
Ａｎａｌｙｔｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

ｍ＝１ ｍ＝２ ｍ＝１ ｍ＝２

ｎ＝６

ｎ＝７

ｎ＝８

　　（２）固支固支边界条件
在固支固支边界条件下，薄壁圆柱壳的固有

频率变化曲线如图３所示，三维模态振型如表３所
示．可以看出，低阶固有频率先减小后增加，当
ｍ＝１，ｎ＝７时的固有频率最小值为３１４６Ｈｚ，高阶固
有频率值随着周向波数的增加而逐渐升高；另外，

随着轴向半波数的增大，固有频率值也随之增大；

薄壁圆柱壳构件的三维模态振型在低阶时以周向

模态振动为主，在高阶时出现轴向模态和周向模态

的组合振型．这是因为两端固支的边界条件对壳体
的作用，限制了边界上各节点的全部自由度，引起

中部出现最大振动位移．

图３　固支固支边界条件下薄壁圆柱壳的固有频率

Ｆｉｇ．３　 Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆａｔｈｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ

ｕｎｄｅｒｃｌａｍｐｅｄｃｌａｍｐｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
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表３　固支固支边界条件下薄壁圆柱壳的三维模态振型

Ｔａｂｌｅ３　ｍｏｄａｌｓｈａｐｅｓｏｆａｔｈｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｕｎｄｅｒｃｌａｍｐｅｄｃｌａｍｐｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｏｒｄｅｒ ｎ＝６ ｎ＝７ ｎ＝８

ｍ＝１

ｍ＝２

表４　固支自由边界条件下薄壁圆柱壳的三维模态振型

Ｔａｂｌｅ４　３Ｄｍｏｄａｌｓｈａｐｅｓｏｆｔｈｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｕｎｄｅｒｃｌａｍｐｅｄｆｒｅｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｏｒｄｅｒ ｎ＝５ ｎ＝６ ｎ＝７

ｍ＝１

ｍ＝２

　　（３）固支自由边界条件
在固支自由（即悬臂）边界条件下固有频率随

周向波数和轴向半波数的关系曲线如图４所示，三

维模态振型图如表４所示．可以看出，利用解析法
求得的固有频率和简支简支和固支固支两种边

界条件所求得的结果变化趋势相似，在低阶处的固

５３１
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有频率值先减小后增大，最小值出现在第（１，６）
阶，对应的固有频率为１６６８Ｈｚ，在高阶时的固有频
率随着周向波数的增加而逐渐升高；同时，随着轴

向半波数的增大固有频率明显增加；如表４所示，
固支自由边界条件下的三维模态振型主要表现为
自由端周向节点的振动，即悬臂端的振动位移最

大，这是因为下端是固定的，对于圆柱壳有较强的

约束作用，而对于上部约束影响较小，引起固有频

率和模态振型发生相应变化；同时，固有频率最低

的（１，６）阶对应的三维模态振型表现为周向波数
为６的花瓣形状，是构件在服役过程中容易发生共
振和产生故障的一阶模态，应当采取减振措施对振

动进行预防和控制．

图４　固支自由边界条件下薄壁圆柱壳的固有频率

Ｆｉｇ．４　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆａｔｈｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ

ｓｈｅｌｌｕｎｄｅｒｃｌａｍｐｅｄｆｒｅｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

３　结论

在简支简支、固支固支和固支自由三种边界

条件下，给出了求解薄壁圆柱壳高阶模态特性的解

析法，利用文献和有限元法对结果进行了比较，算

例结果表明：求得的固有频率值和文献与有限元法

得到的结果变化趋势相同，固有频率的误差绝对值

在２％以内；当周向波数较小时的固有频率先减小

后增加，在高阶时的固有频率逐渐升高，当轴向半

波数增加时固有频率依次增大，在简支简支和固

支固支边界条件下的最低阶固有频率发生在第

（１，７）阶，而固支自由边界条件下的最低阶固有频

率发生在（１，６）阶，最低阶模态也是构件在服役过

程中最容易发生共振的一阶模态；同时，通过解析

法和有限元法得到的三维模态振型吻合，主要表现

为周向节点的振动，并且在低阶时以周向花瓣形状

的振动模态为主，在高阶时出现轴向模态和周向模

态的组合振型．
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