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含间隙齿轮传动系统的非线性动力学特性的研究
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（北京工业大学，北京　１００１２４）

摘要　含间隙齿轮传动系统存在着丰富的非线性动力学行为，建立了两自由度齿轮传动系统的动力学模

型，首先利用数值方法分析了齿轮传动系统的分岔和混沌动力学行为，然后将非光滑的间隙函数用光滑函

数拟合，通过对系统进行多尺度摄动分析和计算，得到间隙函数拟合后的齿轮传动系统的非线性动力学现

象，并与无拟合非光滑系统的数值结果进行比较分析，为含间隙齿轮传动系统的研究奠定了基础．

关键词　间隙，　非光滑，　分岔

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５０４２

引言

随着我国空间技术的迅速发展，空间飞行器日

益大型化和柔性化，空间结构日趋庞大，空间可展

机构在现代航天领域中得到广泛应用［１］．空间可展
机构中绝大部分都可以视为由铰链作为连接器构

成的，由于制造误差、折叠误差及磨损和材料变形

等造成的铰链间隙，使结构在展开过程中运动副之

间会出现接触和碰撞，导致空间可展机构具有非光

滑力学特征，以致出现大型空间结构失稳、指向精

度下降等问题，进而影响飞行器的姿态运动和展开

精度［２－４］．
齿轮运动副是可展机构中很重要的一种连接

部件，机构锁定之后，齿轮副之间的间隙会使齿轮

之间产生碰撞—分离—碰撞这种复杂的冲击现象，

产生较大的冲击、振动和噪声，严重时会造成机构

的损坏，因此，对含齿侧间隙的齿轮传动系统进行

动力学分析有着十分重要的意义［５－６］．对齿轮传动
系统的间隙非线性问题已进行了大量的研究，分别

建立了单自由度［７－１０］、三自由度［１１］间隙非线性动

力学模型，考虑周期时变刚度的影响，并用各种方

法研究齿轮系统的周期运动、混沌响应及分岔［１２］．
但由于齿轮系统中的间隙分段函数产生的非光滑

动力学特性的研究仍然是一个难点，本文将间隙分

段函数拟合为光滑函数，对比了拟合后的齿轮传动

系统与原非光滑系统的动力学行为，对含间隙齿轮

传动系统的研究具有一定的促进作用．

１　力学模型及运动微分方程

图１为一含间隙的两自由度齿轮传动系统的
力学模型，两个质量 Ｍ的质块分别由刚度 Ｋ１、Ｋ３
的线性弹簧和阻尼连接于支撑，两质块之间通过

Ｋ２和 Ｃ２连接，两质块分别受简谐激振力 Ｐｊ（ｔ）＝
Ｐｊｃｏｓωｔ，ｊ＝１，２．取间隙的中点作为坐标原点，水平
向右为正方向，建立坐标系，当右边质块的位移差

等于Ｂ或－Ｂ时，将会与刚度为Ｋ４的弹簧接触（即
齿轮开始啮合），经过一定时间改变速度方向后，以

新的初值运动，啮合分开，然后再与刚度Ｋ４的弹簧
接触，如此反复．

图１　两自由度齿轮传动系统的模型

Ｆｉｇ．１ＭｏｄｅｌｏｆＴｗｏｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

图１所示齿轮传动系统的运动微分方程为
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ＭＸ̈１＋（Ｃ１＋Ｃ２）ｘ１－Ｃ２ｘ２＋（Ｋ１＋Ｋ２）Ｘ１－
　Ｋ２Ｘ２＋Ｆ（Ｘ１）＝Ｐ１ｃｏｓωｔ （１ａ）
ＭＸ̈２＋（Ｃ３＋Ｃ２）ｘ２－Ｃ２ｘ１＋（Ｋ３＋Ｋ２）Ｘ２－
　Ｋ２Ｘ１＝Ｐ２ｃｏｓωｔ （１ｂ）

式中

Ｆ（Ｘ１）＝

Ｋ４（Ｘ１－Ｂ） Ｘ１＞Ｂ

０ Ｘ１ ＜Ｂ

Ｋ４（Ｘ１＋Ｂ） Ｘ１
{ ＞Ｂ

（２）

２　含间隙齿轮传动系统的数值研究

对原方程（１）无量纲化进行数值模拟，取无量
纲量

μｍ＝１，ｆ０＝Ｐ２／（Ｐ１＋Ｐ２），
γ１＝Ｃ１／Ｃ２（ｉ＝１，３），ｋｊ＝Ｋｊ／Ｋ２（ｊ＝１，３，４），

ω＝Ω Ｍ２／Ｋ槡 ２，ｔ＝Ｔ Ｋ２／Ｍ槡 ２，ζ＝Ｃ２／２ Ｋ２Ｍ槡 ２，

δ＝ＢＫ２／（Ｐ１＋Ｐ２），ｘｉ＝ＸｉＫ２／（Ｐ１＋Ｐ２）
则方程（１）化为无量纲方程

μｍＸ̈１＋（２γ１＋１）ζｘ１－２ζｘ２＋（ｋ１＋１）ｘ１－
　ｘ２＋ｆ（ｘ１）＝（１－ｆ０）ｃｏｓωｔ （３ａ）
Ｘ̈２＋２ζ（γ３＋１）ｘ２－２ζｘ１＋（ｋ３＋１）ｘ２－ｘ１＝
　ｆ０ｃｏｓωｔ （３ｂ）

式中

ｆ（ｘ１）＝

ｋ４（ｘ１－δ） ｘ１＞δ

０ ｘ１ ＜δ

ｋ４（ｘ１＋δ） ｘ１＞
{

δ

（４）

取初始参数 μｍ＝１，ζ＝０．０２，γ１＝２，γ３＝２，ｋ１
＝５，ｋ３＝５，ｋ４＝３０，ｆ０＝０．５，δ＝０．０２，固定这些参
数，改变外激励频率，研究齿轮传动系统的非线性

动力学行为．由数值仿真得到图２所示的分岔图
（图中：横坐标为激励频率；纵坐标为右边质块运动

到弹性约束处的速度），揭示了齿轮传动系统的全局

图２　系统的全局分岔图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｇｌｏｂａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

动力学特性：外激励频率在一定范围内变化时，非

线性系统的动态特性呈现出周期运动与混沌运动

交替出现的运动规律．
可见，当参数ω变化时，齿轮传动系统存在丰

富的非线性动力学行为，为了更详细地描述系统的

分岔行为，对系统进行相图响应分析，如图３所示．

图３　相图

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍ

３　拟合间隙函数的齿轮传动系统的分析

式（２）中，令 ｘ１＝Ｘ１／Ｂ，则方程（１ａ）中的间隙

函数Ｆ（Ｘ１）变为如下形式

ｆ（ｘ２）＝

Ｋ４（ｘ１－１） ｘ１＞１

０ ｘ１ ≤１

Ｋ４（ｘ１＋１） ｘ１＜－
{

１

（５）

６１１



第２期 张晨旭等：含间隙齿轮传动系统的非线性动力学特性的研究

为了能够求得系统的解析解，利用高次多项式

拟合分段间隙函数，拟合多项式的次数越高曲线越

精确，不同拟合次数的多项式与原间隙函数的对比

如图４所示．间隙函数可以写成如下近似表达式

ｆ（ｘ１）＝ｍ１ｘ１＋∑Ｎ

ｉ＝１
ｍ２ｉ＋１ｘ１２ｉ＋１ （６）

图４　分段间隙函数的拟合多项式与原函数的对比

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｆｉｔｔｅｄｐｏｌｙｎｏｍｉａｌａｎｄ

ｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｐｉｅｃｅｗｉｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎ

将（６）式代入（１）式，取ｉ＝１，方程（１）化为
ＭＸ̈１＋（Ｃ１＋Ｃ２）ｘ１－Ｃ２ｘ２＋（Ｋ１＋Ｋ２＋
　Ｋ４ｍ１）ｘ１－Ｋ２ｘ２＋Ｋ４ｍ３ｘ１

３＝Ｐ１ｃｏｓωｔ （７ａ）
ＭＸ̈２＋（Ｃ３＋Ｃ２）ｘ２－Ｃ２ｘ１＋（Ｋ３＋Ｋ２）ｘ２－
　Ｋ２ｘ１＝Ｐ２ｃｏｓωｔ （７ｂ）
为了简化对式（７）的分析，需要对上述两式解

耦，并将系统原有坐标变换成主坐标．首先要求系
统的振型矩阵，方程（７）的自由振动微分方程为

Ｍ ０
０[ ]Ｍ

Ｘ̈１
Ｘ̈[ ]
２

＋
Ｋ１＋Ｋ２＋Ｋ４ｍ１ －Ｋ２

－Ｋ２ Ｋ２＋Ｋ[ ]
３

ｘ１
ｘ[ ]
２

＝０

（８）
令ｘｉ＝Ａｉｓｉｎ（Ωｔ＋φ），（ｉ＝１，２），代入方程（８）得

（Ｋ１＋Ｋ２＋Ｋ４ｍ１－ＭΩ
２）Ａ１－Ｋ２Ａ２＝０ （９ａ）

－Ｋ２Ａ１＋（Ｋ２＋Ｋ３－ＭΩ
２）Ａ２＝０ （９ｂ）

Ω为系统的固有频率．
利用上式的特征方程求得系统的固有频率

Ω１、Ω２，代入（９）得系统的振型矩阵

［Ａｐ］＝
Ｋ２＋Ｋ３－ＭΩ

２
１

Ｋ２
Ｋ２＋Ｋ３－ＭΩ

２
２

Ｋ２








１ １
（１０）

令

ａ＝
Ｋ２＋Ｋ３－ＭΩ

２
１

Ｋ２
，ｂ＝

Ｋ２＋Ｋ３－ＭΩ
２
２

Ｋ２
下面进行坐标变换，将方程（７）改写为

［ＭＰ］
ｘ̈１
ｘ̈[ ]
２
＋［ＣＰ］

ｘ·１
ｘ·[ ]
２
＋［ＫＰ］

ｘ１
ｘ[ ]
２
＋

　［ＡＰ］
Ｔ
Ｋ４ｍ３｛ａｘ１＋ｂｘ２｝[ ]０

＝

　［ＡＰ］
Ｔ
Ｐ１ｃｏｓωｔ

Ｐ２ｃｏｓω[ ]ｔ （１１）

其中

［ＭＰ］＝［ＡＰ］
Ｔ Ｍ ０
０[ ]Ｍ ［ＡＰ］＝

　
Ｍａ２＋Ｍ ０

０ Ｍｂ２[ ]＋Ｍ
＝
Ｍ１ ０

０ Ｍ[ ]
２

（１２）

［ＫＰ］＝［ＡＰ］
Ｔ
Ｋ１＋Ｋ２＋Ｋ４ｍ１ －Ｋ２

－Ｋ２ Ｋ２＋Ｋ[ ]
３

［ＡＰ］＝

　
ｋ１ ０

０ ｋ[ ]
２

（１３）

［ＣＰ］＝［ＡＰ］
Ｔ
Ｃ１＋Ｃ２ －Ｃ２
－Ｃ２ Ｃ３＋Ｃ[ ]

２

［ＡＰ］＝
ｃ１ ｃ２
ｃ３ ｃ[ ]

４

（１４）

［ＡＰ］Ｔ＝
Ｐ１
Ｐ[ ]
２

＝
ｐ１ ０

０ ｐ[ ]
２

（１５）

［ＡＰ］
Ｔ为振型矩阵［ＡＰ］的转置矩阵．
将式（１１）展开，省去 ｘ上面的横线，并分别除

以Ｍ１、Ｍ２得

Ｘ̈１＋γ１ｘ１＋γ２ｘ２＋Ω
２
１ｘ１＋ｎ１ｘ

３
１＋ｎ２ｘ

３
２＋

　ｎ３ｘ
２
１ｘ２＋ｎ４ｘ１ｘ

２
２＝ｆ１ｃｏｓωｔ （１６ａ）

Ｘ̈２＋γ３ｘ１＋γ４ｘ２＋Ω
２
２ｘ２＋ｎ５ｘ

３
１＋ｎ６ｘ

３
２＋

　ｎ７ｘ
２
１ｘ２＋ｎ９ｘ１ｘ

２
２＝ｆ２ｃｏｓωｔ （１６ｂ）

其中

γ１＝
ｃ１
Ｍ１
，γ２＝

ｃ２
Ｍ１
，γ３＝

ｃ３
Ｍ２
，γ４＝

ｃ４
Ｍ２
，

ｆ１＝
ｐ１
Ｍ１
，ｆ２＝

ｐ２
Ｍ２
，

ｎ１＝
ａ３Ｋ４ｍ３
Ｍ１

，ｎ２＝
ａｂ３Ｋ４ｍ３
Ｍ１

，

ｎ３＝
３ａ４ｂＫ４ｍ３
Ｍ１

，ｎ４＝
３ａｂ３Ｋ４ｍ３
Ｍ１

，

ｎ５＝
ａ３ｂＫ４ｍ３
Ｍ２

，ｎ６＝
ｂ４Ｋ４ｍ３
Ｍ２

，

ｎ７＝
３ａ２ｂ２Ｋ４ｍ３
Ｍ２

，ｎ８＝
３ａｂ３Ｋ４ｍ３
Ｍ２

对方程（１６）进行多尺度摄动分析，选取共振
关系为

ω＝Ω＋εσ，Ω２１≈Ω
２
２＝Ω

２ （１７）
σ为系统的调谐参数．引入小参数

７１１
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γ１→εγ１，γ２→εγ２，γ３→εγ３，γ４→εγ４，
ｆ１→εｆ１，ｆ２→εｆ２，ｎ１→εｎ１，ｎ２→εｎ２，
ｎ３→εｎ３，ｎ４→εｎ４，ｎ５→εｎ５，
ｎ６→εｎ６，ｎ７→εｎ７，ｎ８→εｎ８ （１８）
将式（１８）代入式（１６）得
Ｘ̈１＋εγ１ｘ１＋εγ２ｘ２＋Ω

２ｘ１＋εｎ１ｘ
３
１＋εｎ２ｘ

３
２＋

　εｎ３ｘ
２
１ｘ２＋εｎ４ｘ１ｘ

２
２＝εｆ１ｃｏｓ（Ω＋ωσ）ｔ

（１９ａ）
Ｘ̈２＋εγ３ｘ１＋εγ４ｘ２＋Ω

２ｘ２＋εｎ５ｘ
３
１＋εｎ６ｘ

３
２＋

　εｎ７ｘ
２
１ｘ２＋εｎ９ｘ１ｘ

２
２＝εｆ２ｃｏｓ（Ω＋ωσ）ｔ

（１９ｂ）
设方程的一致渐近解为

ｘ１（ｔ，ε）＝ｘ１０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｘ１１（Ｔ０，Ｔ１）＋…
（２０ａ）

ｘ２（ｔ，ε）＝ｘ２０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｘ２１（Ｔ０，Ｔ１）＋…
（２０ｂ）

式中Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝εｔ．
定义下列算子

ｄ
ｄｔ＝


Ｔ０
Ｔ０
ｔ
＋
Ｔ１
Ｔ１
ｔ
＋…＝Ｄ０＋εＤ１＋…

（２１ａ）
ｄ２

ｄｔ２
＝（Ｄ０＋εＤ１＋…）

２＝Ｄ２０＋２εＤ０Ｄ１＋…

（２１ｂ）

式中Ｄｎ＝

Ｔｎ
，ｎ＝０，１．

将式（２０）～（２１）代入式（１９），得到
ε０阶
　Ｄ２０ｘ１０＋Ω

１ｘ１０＝０ （２２ａ）

　Ｄ２０ｘ２０＋Ω
２ｘ２０＝０ （２２ｂ）

ε１阶
　２Ｄ０Ｄ１ｘ１０＋Ｄ

２
０ｘ１１＋γ１Ｄ０ｘ１０＋γ２Ｄ０ｘ２０＋Ω

２ｘ１１＋

　　ｎ１ｘ
３
１０＋ｎ２ｘ

３
２０＋ｎ３ｘ

２
１０ｘ２０＋ｎ４ｘ１０ｘ

２
２０＝

　　ｆ１ｃｏｓ（ΩＴ０＋σＴ１） （２３ａ）

　２Ｄ０Ｄ１ｘ２０＋Ｄ
２
０ｘ２１＋γ３Ｄ０ｘ１０＋γ４Ｄ０ｘ２０＋Ω

２ｘ２１＋

　　ｎ５ｘ
３
１０＋ｎ６ｘ

３
２０＋ｎ７ｘ

２
１０ｘ２０＋ｎ８ｘ１０ｘ

２
２０＝

　　ｆ２ｃｏｓ（ΩＴ０＋σＴ１） （２３ｂ）
设０阶方程组的解为
ｘ１０＝Ａ１（Ｔ１）ｅ

ｉΩＴ０＋Ａ１（Ｔ１）ｅ
ｉΩＴ０ （２４ａ）

ｘ２０＝Ａ２（Ｔ１）ｅ
ｉΩＴ０＋Ａ２（Ｔ１）ｅ

ｉΩＴ０ （２４ｂ）
式中Ａ表示Ａ的复共轭项．

将通解（２４）代入方程（２３）得
Ｄ２０ｘ１１＋Ω

２ｘ１１＝（－２ｉΩＤ１Ａ１－ｉΩγ１Ａ１－

　ｉΩγ２Ａ２－３ｎ１Ａ
２
１Ａ１－３ｎ２Ａ

２
２Ａ２－

　ｎ３Ａ
２
１Ａ２－２ｎ３Ａ１Ａ２Ａ１）－２ｎ４Ａ１Ａ２Ａ２－

　ｎ４Ａ１Ａ
２
２＋
１
２ｆ１ｅ

ｉσＴ１）ｅｉΩＴ０＋ＣＣ＋ＮＳＴ

（２５ａ）
Ｄ２０ｘ２１＋Ω

２ｘ２１＝（－２ｉΩＤ１Ａ２－ｉΩγ３Ａ１－
　ｉΩγ４Ａ２－３ｎ５Ａ

２
１Ａ１－３ｎ６Ａ

２
２Ａ２－

　ｎ７Ａ
２
１Ａ２－２ｎ７Ａ１Ａ２Ａ１）－２ｎ８Ａ１Ａ２Ａ２－

　ｎ９Ａ１Ａ
２
２＋
１
２ｆ２ｅ

ｉσＴ１）ｅｉΩＴ０＋ＣＣ＋ＮＳＴ

（２５ｂ）
其中ＣＣ、ＮＳＴ表示方程的共轭项和长期项．

消除方程（２５）的长期项，令系数等于零，得到
下列复数形式的平均方程

Ｄ１Ａ１＝－
１
２γ１Ａ１－

１
２γ２Ａ２＋

ｉ３ｎ１Ａ
２
１Ａ１

２Ω
＋

　
ｉ３ｎ２Ａ

２
２Ａ２

２Ω
＋
ｉｎ３Ａ

２
１Ａ２
２Ω

＋
ｉｎ３Ａ１Ａ２Ａ１
Ω

＋

　
ｉｎ４Ａ１Ａ２Ａ２
Ω

－
ｉｎ４Ａ１Ａ

２
２

２Ω
－
ｉｆ１ｅ

ｉσＴ１

４Ω
（２６ａ）

Ｄ１Ａ２＝－
１
２γ３Ａ１－

１
２γ４Ａ２＋

ｉ３ｎ５Ａ
２
１Ａ１

２Ω
＋

　
ｉ３ｎ６Ａ

２
２Ａ２

２Ω
＋
ｉｎ７Ａ

２
１Ａ２
２Ω

＋
ｉｎ７Ａ１Ａ２Ａ１
Ω

＋

　
ｉｎ８Ａ１Ａ２Ａ２
Ω

－
ｉｎ９Ａ１Ａ

２
２

２Ω
－
ｉｆ２ｅ

ｉσＴ１

４Ω
（２６ｂ）

函数Ａｉ和Ａｉ表示为如下形式
Ａ１＝α１ｅ

ｉβ１，Ａ２＝α２ｅ
ｉβ２，

Ａ１＝α１ｅ
－ｉβ１，Ａ２＝α２ｅ

－ｉβ２ （２７）
将方程（２７）代入方程（２６），分离实部虚部，得到极
坐标形式的平均方程如下

ｄα１
ｄＴ１
＝－１２γ１α１－

１
２γ２α２ｃｏｓ（β１－β２）＋

　
３ｎ２α

３
２

２Ω
ｓｉｎ（β１－β２）＋

ｎ３α
２
１α２
２Ω

ｓｉｎ（β２－β１）＋

　
ｎ３α

２
１α２
Ω
ｓｉｎ（β１－β２）＋

ｎ４α１α
２
２

２Ω
ｓｉｎ（２β１－２β２）＋

　
ｆ１
４Ω
ｓｉｎ（σＴ１－β１） （２８ａ）

α１
ｄβ１
ｄＴ１
＝１２γ２α２ｓｉｎ（β１－β２）＋

３ｎ１α
３
１

２Ω
＋

　
３ｎ２α

３
２

２Ω
ｃｏｓ（β１－β２）＋

３ｎ３α
２
１α２

２Ω
ｃｏｓ（β１－β２）＋
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ｎ４α１α

２
２

Ω
＋
ｎ４α１α

２
２

２Ω
ｃｏｓ（２β１－２β２）－

　
ｆ１
４Ω
ｃｏｓ（σＴ１－β１） （２８ｂ）

ｄα２
ｄＴ１
＝－１２γ３α１ｃｏｓ（β２－β１）－

１
２γ４α２＋

　
３ｎ５α

３
１

２Ω
ｓｉｎ（β２－β１）＋

ｎ７α
２
１α２
２Ω

ｓｉｎ（２β２－２β１）＋

　
ｎ３α１α

２
２

Ω
ｓｉｎ（β２－β１）＋

ｎ８α１α
２
２

２Ω
ｓｉｎ（β１－β２）＋

　
ｆ２
４Ω
ｓｉｎ（σＴ１－β２） （２８ｃ）

α２
ｄβ２
ｄＴ１
＝１２γ３α１ｓｉｎ（β２－β１）＋

　
３ｎ５α

３
１

２Ω
ｃｏｓ（β２－β１）＋

　
３ｎ６α

３
２

２Ω
＋
ｎ７α

２
１α２
２Ω

ｃｏｓ（２β２－２β１）＋

　
ｎ７α

２
１α２
Ω

＋
３ｎ８α１α

２
２

２Ω
ｃｏｓ（β２－β１）－

　
ｆ２
４Ω
ｃｏｓ（σＴ１－β２）

（２８ｄ）
令φ１＝σＴ１－β１，φ２＝σＴ１－β２，考虑稳态响应，即

ｄα１
ｄＴ１
＝０，　

ｄφ１
ｄＴ１
＝０

ｄα２
ｄＴ１
＝０，　

ｄφ２
ｄＴ１
＝０

得到幅频响应方程

［
１
２γ１α１＋

１
２γ２α２ｃｏｓ（β１－β２）－

　
３ｎ２α

３
２

２Ω
ｓｉｎ（β１－β２）－

ｎ３α
２
１α２
２Ω
ｓｉｎ（β２－β１）－

　
ｎ３α

２
１α２
Ω
ｓｉｎ（β１－β２）－

　
ｎ４α１α

２
２

２Ω
ｓｉｎ（２β１－２β２）］

２＋［－σα１＋

　１２γ２α２ｓｉｎ（β１－β２）＋
３ｎ１α

３
１

２Ω
＋

　
３ｎ２α

３
２

２Ω
ｃｏｓ（β１－β２）＋

　
３ｎ３α

２
１α２

２Ω
ｃｏｓ（β１－β２）＋

ｎ４α１α
２
２

Ω
＋

　
ｎ４α１α

２
２

２Ω
ｃｏｓ（２β１－２β２）］

２＝
ｆ２１
１６Ω２

（２９ａ）

［
１
２γ３α１ｃｏｓ（β２－β１）＋

１
２γ４α２－

３ｎ５α
３
１

２Ω
ｓｉｎ（β２－

　β１）－
ｎ７α

２
１α２
２Ω

ｓｉｎ（２β２－２β１）－
ｎ８α１α

２
２

Ω
ｓｉｎ（β２－

　β１）－
ｎ８α１α

２
２

２Ω
ｓｉｎ（β１－β２）］

２＋［－σα２＋

　１２γ３α１ｓｉｎ（β２－β１）＋
３ｎ５α

３
１

２Ω
ｃｏｓ（β２－β１）＋

　
３ｎ６α

３
２

２Ω
＋
ｎ７α

２
１α２
２Ω

ｃｏｓ（２β２－２β１）＋
ｎ７α

２
１α２
Ω

＋

　
３ｎ８α１α

２
２

２Ω
ｃｏｓ（β２－β１）］

２＝
ｆ２２
１６Ω２

（２９ｂ）

４　数值结果对比

将原方程的数值结果与拟合后的数值结果进

行对比，考察将间隙分段函数拟合后方程的近似解

析解能够在多大程度上反映原方程的非线性动力

学特性．

图５　相图响应曲线对比图

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍ

将拟合后得到的平均方程进行数值模拟，与原

方程的相图响应曲线进行比较，如图５所示，可以
看到，当系统为单倍周期时，拟合后的结果与原方

程的结果相差较小，但当系统运动的周期数增加

时，拟合后的结果与原方程相差较大．图６为两种
不同频率下原方程的幅频响应曲线与拟合后方程

的幅频响应曲线的对比，图中蓝色的“·”表示直

接由方程（１）得到的数值解，红色的“·”表示由平
均方程（２９）得到的结果，可以看到两种方法得到
的幅频响应曲线同样呈现硬弹簧特性，两种结果相
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差不大．表示这种将间隙函数拟合后用多尺度进行
解析研究的方法，只能用于近似研究运动情况相对

简单的系统，而对于运动情况复杂的系统还需要用

其他方法进行研究．

图６　不同频率对应的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．６　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｄｉａｇｒａｍｓ

５　结　论

１）含间隙的齿轮传动系统，由于受到外部扰
动的影响，系统中将会出现周期运动、混沌运动等

现象．随着外激励频率的变化，系统依次经历单倍
周期运动，混沌运动，多倍周期运动，又回到二倍周

期运动，最后系统再次进入单倍周期运动．
２）通过分析含间隙齿轮传动系统出现的几种

形式的非线性现象，对于选择合适的系统参数，减

小甚至是消除振动对系统的损耗有一定的参考意

义．
３）将分段间隙函数拟合后，分别在平均方程

和原方程的基础上作出了幅频响应曲线和相图响

应曲线，对比表明，将分段间隙函数拟合是研究较

简单非光滑系统的有效工具，这种方法给出了一种

用解析方法近似研究非光滑动力学系统的途径，对

非光滑系统的进一步研究奠定了基础．
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