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碳纳米管增强复合材料板的混沌动力学研究

孙海翰　张伟

（北京工业大学机械工程与应用电子技术学院，北京　１００１２４）

摘要　基于碳纳米管增强复合材料板结构的非线性动力学方程，利用多尺度法得到该系统在１：３内共振情

况下的平均方程．运用规范型理论对平均方程化简，研究了化简后系统未受扰部分的非线性动力学行为和

扰动项对系统流形的影响．同时，利用能量－相位法验证了系统存在多脉冲跳跃轨线，进而证明在一定参数

条件下碳纳米管增强复合材料板结构中存在Ｓｍａｌｅ马蹄意义下的混沌．所得结论具有重要理论价值，对实际

工程具有指导意义．
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引言

碳纳米管复合材料具有质量轻，强度大和多功

能等突出的优点，在航空航天、汽车工业、化工、纺

织甚至医疗领域都有广泛的用途．从力学角度来
看，碳纳米管的硬度很高，而柔韧性却十分良好，可

以拉伸，在材料中引入碳纳米管可以使材料的横向

力学性能大幅提高，大大增加剪切强度和抗冲击性

能．近年来国内和国际的相关学者在对碳纳米管复
合材料领域做了大量的研究．如Ｋｉｒｅｉｔｓｅｕ等人［１］讨

论了碳纳米管在增强复合材料的刚度和结构强度

方面的作用．Ｊａｎａ等人［２－３］在环氧树脂基中加入碳

纳米管，发现这种复合材料在受热过程中，可以改

善残余应力问题，提高材料性能．Ｊｉａ等人［４］指出多

壁碳纳米管复合材料中，基体与碳纳米管之间可以

进行能量传导，因而这种设计的复合材料具有减震

的效果．
而复合材料板结构的研究近年来也是十分热

门的项目，复合材料板在航天器、发动机制造等领

域有着重要应用，而传统的线性理论早已不能满足

研究需要，通过非线性理论才能更好的解释结构的

复杂的动力学行为，而解析的求解系统的动力学行

为，目前来看还存在着诸多困难，但意义重大，有不

少学者在这方面取得了丰硕的成果．１９９５年，Ｈａｌ

ｌｅｒ等［５］建立了完整的能量相位法理论体系，这种

方法与广义 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ法相比具有计算相对简单且
意义直观等优点，因此迅速的被运用到工程实际问

题中．Ｚｈａｎｇ［６］研究了参数激励下的薄板１：１内共
振情况的单脉冲混沌动力学，并通过数值模拟发现

了板在一定的参数条件下存在混沌运动现象，用数

值实验验证了理论分析的正确性．Ｙａｏ等［７］利用能

量相位法研究了外激励和参数激励作用下四边简

支矩形板的多脉冲混沌动力学．Ｚｈａｎｇ等［８］研究了

压电材料层合板的混沌动力学．Ｚｈａｎｇ等［９］利用能

量相位法研究了功能梯度材料矩形板１∶１内共振
情况下的多脉冲混沌动力学．但总体来看，目前高
维非线性系统非线性动力学解析研究的相关理论

较少，且对系统限制条件很多，现有的研究成果远

远不能满足工程实际问题的需要．
本文对碳纳米管增强复合材料板结构的非线

性动力学方程进行摄动分析，运用多尺度法得到系

统在１∶３内共振情况下的平均方程组．该方程组为
一个四维非线性系统，运用规范型理论对系统进行

了化简，讨论了化简后系统的未受扰动部分的动力

学行为和扰动项对系统流形的影响．运用能量相
位法验证了系统中存在多脉冲跳跃轨线，进而证明

了在一定的参数条件下碳纳米管增强复合材料板

结构中存在Ｓｍａｌｅ马蹄意义下的混沌．本文的研究
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具有重要学术价值并对实际工程问题具有重要指

导意义．

１　控制方程和规范型

碳纳米管增强复合材料板的动力学模型如图

１所示．考虑边界条件为四边简支，板的长、宽、厚
度分别为ａ、ｂ和 ｈ，基体材料为环氧树脂．板受到
横向载荷 Ｆ＝Ｆ０－Ｆ１ｃｏｓΩ２ｔ和面内载荷 Ｐ＝Ｐ０－
Ｐ１ｃｏｓΩ２ｔ．并假设碳纳米管在板内均匀铺设．

图１　碳纳米管复合材料板力学模型

Ｆｉｇ．１　ＭｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅＣＮＴｃｏｍｐｏｓｉｔｅｐｌａｔｅ

根据 Ｒｅｄｄｙ三阶剪切理论，Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理及
Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散我们可以得到二自由度碳纳米管增

强复合材料板的非线性控制方程［１０］：
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其中具体参数参照Ｇｕｏ的文献［１０］．

运用多尺度法对方程组（１）进行摄动分析，考
虑１∶３内共振的情况，共振关系为
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在此共振关系下可以得到平均方程：
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易见，方程（３）有一个平凡解（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝
（０，０，０，０），其特征方程为：
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２＋σ２１－
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１
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２＋
σ２２
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条件都满足时，特征方程有一对零特征根和一对纯

虚根，λ１，２＝０，λ３，４＝±ｉ
σ２
３ ．这里可以引入变换，

令σ１＝－
ａ１
２＋σ１，且不失一般性可令 ａ１＝１，并将

σ，μ，ｆ２作为摄动参数．根据Ｚｈａｎｇ的程序
［１１］，可以

用规范型理论对不含摄动参数的方程进行进一步

化简．再引入开折变换和极坐标变换：
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消去σ１的非线性项，得到最终的规范型：
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其中μ１＝
μ２
４－σ１（１－σ１），γ１＝

９ａ３ａ５
ｂ４
，可以看出系

统的未扰动部分是Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｈ（ｕ１，ｕ２，Ｉ，φ）＝
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于是系统可以简化的写成如下形式

ｕ１＝
Ｈ
ｕ２
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０１１
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其中

ｇｕ１＝０，ｇｕ２＝－μｕ２，ｇＩ＝－μＩ，ｇφ＝０．

２　能量相位法

２．１　未扰动系统动力学
当ε＝０时，我们得到系统（８）的未受扰动系

统，此时有Ｉ＝０，因此Ｉ可以看作一个常数，系统的
前两维方程就可以解耦得到
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，０）是一对中心点．并且系统存在一对

链接鞍点的同宿轨线，由Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理可知鞍点处
的能量等于同宿轨线上的能量，由此可以得到同宿

轨线的表达式．
Ｈ（ｕ１，ｕ２）＝Ｈ（０，０） （１１）

结合（９），（１０）和（１１）式，可以解出一对同宿轨线
为：
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其中Ｒ＝２ａ５Ｉ
２－μ１．

在（０，０）处使得 ＤＩＨ（０，０，Ｉｒ）＝０成立的值 Ｉｒ
成为共振值，由上式可以解出系统存在三个共振

值，Ｉ１＝０，Ｉ２，３＝±
－σ２
ｂ槡 ３
，结合实际的物理意义，只

需要考虑Ｉｒ＝
－σ２
ｂ槡 ３
，当 Ｉ２ｒ＞

μ１
２ａ５
时，在 Ｉｒ的充分小

的邻域内系统奇点的类型不变，即存在区间 Ｉｒ∈
［Ｉ１，Ｉ２］，系统存在双曲不动点和一对同宿轨线链
接．于是在四维相空间（ｕ１，ｕ２，Ｉ，φ）中有一正规双
曲不变流形：

Ｓ＝｛（ｕ，Ｉ，φ）∈Ｒ２×Ｒ２×Ｔ ｕ＝（０，０），
Ｉ∈［Ｉ１，Ｉ２］，φ∈［０，２π］｝ （１３）

不变流形Ｓ有三维稳定流形 Ｗｓ（Ｓ）和三维不稳定
流形Ｗｕ（Ｓ），它们在同宿流形上相互融合．图２给
出正规双曲不变流形Ｓ附近的几何结构．

图２　正规双曲不变流形附近的几何结构

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｍａｎｉｆｏｌｄｓＳ，Ｗｓ（Ｓ）ａｎｄＷｕ（Ｓ）

计算相位漂移角，相位漂移角表示同宿轨线两

端点的相位差
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　 －
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２．２　受扰动系统动力学
正规双曲不变流形受扰动后由 Ｓ变为慢变流

形Ｓε，其中

Ｓε＝｛（ｕ，Ｉ，φ）∈Ｒ
２×Ｒ２×Ｔ ｕ＝（０，０）＋Ｏ（ε）

Ｉ∈［Ｉ１，Ｉ２］，φ∈［０，２π］｝ （１５）

但由于流形Ｓ是正规双曲不变流形，所以在受扰动

之后仍保持其双曲流形的性质．

１１１
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进一步，我们研究后两维系统受扰动的情况，

引入时间尺度变换

Ｉ＝Ｉｒ＋槡εｈ，τ＝槡εＴ１ （１６）

将（１６）式代入（６ｃ），（６ｄ）得到系统的慢变流形．

ｈ′＝－μＩｒ－
ｆ２
６ｓｉｎφ－槡εμｈ （１７ａ）

φ′＝２ｂ３ｈＩｒ＋槡ε（ｂ３ｈ
２－
ｆ２
６Ｉｒ
ｃｏｓφ） （１７ｂ）

当ε＝０时，系统为Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，Ｈａｍｉｌｔｏｎ函

数为

Ｈ^（ｈ，φ）＝μＩｒφ－
ｆ２
６ｃｏｓφ＋ｂ３ｈ

２Ｉｒ （１８）

令（１７）式右端得零，可求得系统的两个奇点，

ｑｓ＝（０，－ａｒｃｓｉｎ
６μＩｒ
ｆ２
），ｑｃ＝（０，π＋ａｒｃｓｉｎ

６μＩｒ
ｆ２
）．

奇点处的特征方程为

λ２＋１３ｂ３Ｉｒｆ２ｃｏｓφ＝０ （１９）

在ｂ３＜０时，ｑｓ点处的特征根为两异号实根，所以

为鞍点．ｑｃ点处的特征根为两共轭纯虚数，所以为

中心点．

考虑ε≠０时，系统在小扰动下几何结构的变

化情况．奇点处的特征方程变为

（λ２＋εμ）２＋１３ｂ３Ｉｒｆ２ｃｏｓφ＝０ （２０）

可以看出在小扰动下 ｑｓ仍然保持为鞍点，而 ｑｃ由

中心点变为了焦点．慢变流形的受扰动系统的几何

结构的变化如图３所示．

图３　正规双曲不变流形的几何结构

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｎｏｒｍａｌｌｙｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ

ｉｎｖａｒｉａｎｔｍａｎｉｆｏｌｄ

２．３　验证多脉冲轨道存在性
首先，我们要计算能量差分函数．由于 ｇφ＝０，

ｇｘ，ｇｙ中都不含有 Ｉ和 φ，所以能量差分函数可以
写成以下形式

Δｎ^ＨＤ（φ）＝Δ
ｎ^Ｈ（φ）－

　∑ｎ

ｉ－１∫
＋∞

－∞
＜ＤＨ，ｇ＞

ｕｉ（ｔ）
ｄｔ＝Δｎ^Ｈ（φ）－

　ｎ∫Ａ ｄｄｘｇｕ１＋ｄｄｙｇｕ[ ]２ ｄｕ１ｄｕ２－ｎ∫
Ａ

ｇＩｄφ （２１）

其中Ａ表示有同宿轨线所围成区域．Ａ表示 Ａ的
边界．由（１８）式可得

Δｎ^Ｈ（φ）＝^Ｈ（ｈ，φ＋ｎΔφ）－^Ｈ（ｈ，φ）＝

　－
ｆ２
６（ｃｏｓ（φ＋ｎΔφ）－ｃｏｓφ）＋ｎμＩｒΔφ（２２）

由ｇＩ＝－μＩ可得－ｎ∫
Ａ
ｇＩｄφ＝ｎμＩｒΔφ．

再由ｇｕ１＝０，ｇｕ２＝－μｕ２可以计算出（２１）式中
的第二项

－ｎ∫Ａ ｄｄｘｇｕ１＋ｄｄｙｇｕ[ ]２ ｄｕ１ｄｕ２ ＝ｎμ∫
Ａ

ｄｕ１ｄｕ２ ＝

　２ｎμ∫
－２Ｒ
γ槡１

０

２
－γ槡 １
Ｒｔａｎｈ（槡ＲＴ１）ｓｅｃｈ（槡ＲＴ１）·

　ｄｕ１ ＝－
２ｎμＲ
γ１

＝ｎμ槡Ｒ４ａ５
Δφ （２３）

于是得到能量差分函数的表达式

Δｎ^Ｈ（φ）＝
ｆ２
３ｓｉｎ（φ＋

ｎ
２Δφ）ｓｉｎ（

ｎ
２Δφ）＋

　ｎμ槡Ｒ４ａ５
Δφ＋２ｎμ

－σ２
３ｂ槡 ３
Δφ （２４）

根据上式得到的能量差分函数的表达式计算

能量差分函数的零点．

Ｚｎ {＝ （ｈ，φ） Δｎ^Ｈ（φ）＝０，ＤφΔ
ｎ^Ｈ（φ）≠０，

　　φ∈［－π２，
３π
２ }］ （２５）

将（２４）式代入（２５）式得

φ＋ｎ２Δφ＝ｋπ＋（－１）
ｋα （２６）

其中α＝

ｎμ槡Ｒ
４ａ５

Δφ＋２ｎμ
－σ２
３ｂ槡 ３
Δφ

ｆ２
２ｓｉｎ

ｎ
２Δφ

．

在区间［－π２，
３π
２］上的能量差分零点为

φｎ－，１＝
３π
２－［－α＋

ｎ
２Δφ］ｍｏｄ２π （２７ａ）

φｎ－，２＝
３π
２－［π＋α＋

ｎ
２Δφ］ｍｏｄ２π （２７ｂ）

为了对慢变时间系统内部轨线进行分类，我们根据

未扰动系统是Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的特性，考虑定义范围

内的内部轨线的能级．设有同宿链接的鞍点处的能

２１１
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量为，中心点处的能量为Ｈ∞，在同宿链接所围成的

范围内的ｎ阶能级周期轨线的能量为 Ｈｎ．可以分

别求得

Ｈ０（ｑｓ）＝μＩｒ（－ａｒｃｓｉｎ
６μＩｒ
ｆ２
）－
ｆ２
６ １－

６μＩｒ
ｆ( )
２槡

２

（２８ａ）

Ｈ∞（ｑｃ）＝μＩｒ（π＋ａｒｃｓｉｎ
６μＩｒ
ｆ２
）＋

　
ｆ２
６ １－

６μＩｒ
ｆ( )
２槡

２

（２８ｂ）

Ｈｎ＝ｍａｘ［^Ｈ（０，φ
ｎ
－，１），^Ｈ（０，φ

ｎ
－，２）］ （２８ｃ）

通过这样的定义，我们在后两维未扰动系统中链接

鞍点的同宿轨线范围内，定义了一个单调的能级序

列，Ｈ０＜Ｈｎ＜Ｈ∞．

接下来只需要验证以中心点 ｑｃ为起跳点经过

ｎ次脉冲跳跃后的渐进着陆点（０，φｃ＋ｎΔφ）落在

吸引域内，即可证明系统存在多脉冲跳跃轨线．对

着陆点进行平移，定义在区间［－π２，
３π
２］上距离着

陆点２ｋπ的点如下

φｎｓ＝φｓ＋［φｃ＋ｎΔφ－φｓ］ｍｏｄ２π （２９）

其中φｃ＝π＋ａｒｃｓｉｎ
６μＩｒ
ｆ２
，φｓ＝－ａｒｃｓｉｎ

６μＩｒ
ｆ２
．根据我

们对轨线能级的划分，若要验证渐近着陆点落在吸

引域内，只需要验证平移后的渐近着陆点处的能量

大于鞍点处的能量即可，由（１８）式可得

Ｈ^（０，φｎｓ）＞^Ｈ（０，φｓ） （３０）

化简不等式得到

ｆ２
６（ｃｏｓφｓ－ｃｏｓφ

ｎ
ｓ）＞μＩｒ（φｓ－φ

ｎ
ｓ） （３１）

图４　Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ多脉冲跳跃轨线

Ｆｉｇ．４　ＭｕｌｔｉｐｕｌｓｅｏｒｂｉｔｓｏｆＳｈｉｌｎｉｋｏｖｔｙｐｅ

即只要参数满足（３１）式，那么对充分小的 ε＞０有

渐近着陆点落在双曲汇的吸引域内．此时系统存在

Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ型多脉冲跳跃轨线．进而说明系统中存在

混沌动力学现象．图４给出了Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ型多脉冲跳

跃轨线的结构示意图．

３　小结

目前对高维非线性系统的动力学研究仍然是

一项非常有挑战性的工作．本文首次研究了碳纳米
管增强复合材料板在１∶３内共振情况下所对应的
四维非线性系统的复杂动力学行为．运用规范型理
论对系统四维平均方程进行化简，讨论了未受扰动

系统的动力学行为和扰动项对动力学行为的影响，

用能量相位法验证了系统中 Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ型多脉冲轨
线的存在性，进而说明了受横向载荷和面内载荷联

合作用下的碳纳米管增强复合材料板在一定的参

数条件下存在Ｓｍａｌｅ马蹄意义下的混沌．实际工程
中，板结构横向振动呈现混沌运动状态会造成结构

的疲劳积累等问题，对整个系统的长期的安全性和

稳定性造成隐患，所以在工程设计时应尽量避免文

中指出的系统中存在混沌运动的参数范围．
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