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含间隙同步锥齿轮锁定后的非光滑动力学分析
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摘要　针对周边环形桁架天线展开锁死后，分析齿轮副间隙由于空间冷—热环境交替对天线所产生的影

响．因为整个桁架结构复杂，间隙种类众多，所以文中只研究一对同步直齿锥齿轮锁定后间隙的非光滑动力

学行为．文中首先介绍了三种碰撞力模型，即恢复系数模型、Ｈｅｒｔｚ接触力模型和非线性弹簧—阻尼模型，然

后对物理模型进行简化得到动力学模型，最后建立了动力学方程．由于动力学方程中存在分段，直接求得解

析解难度过大，文中直接采用数值仿真的方法进行分析，从仿真结果中得知含间隙的同步锥齿轮在外力的

作用下整个系统会出现单倍周期、倍周期分岔和混沌等复杂的非线性响应．
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引言

同步锥齿轮传动中，由于制造和安装时出现的

误差及使用过程中产生的磨损，都不可避免地导致

齿轮的轮齿之间间隙的出现，由于齿轮中的轮齿、

润滑油等在太空由于太空环境温度的不断交替而

产生能量损耗，对含间隙的同步齿轮的一对轮齿与

润滑油之间将发生接触—碰撞—分离的往复运动．
对进行动力学分析和齿轮系统的间隙碰撞［１－２］振

动研究有着十分重要的意义．碰撞系统建模的方法
主要有以下四种：恢复系数法、圣维南法、非线性

有限元法和弹簧—阻尼模型，其中恢复系数法和弹

簧—阻尼模型在碰撞振动动力学研究中应用最为

广泛．恢复系数法［３－６］假设接触碰撞过程是瞬间完

成的，且碰撞体的外形没有根本的改变，即忽略了

接触时间和接触变形，只关心和研究碰撞前与碰撞

后的动力学形态，而用恢复系数来表示碰撞前后速

度的跳跃关系．非线性弹簧一阻尼模型能够比较精
确地反映碰撞过程中的变形能量损耗，Ｚｈａｎｇ和
ｓｈａｒｆ［７］通过实验证明了在弹性碰撞情况下非线性
弹簧—阻尼模型的合理性和实用性．齿轮的冲击系
统模型最早是由 Ｄｕｂｏｗｓｈｙ和 ｒｅｕｄｅｎｓｔｅｉｎ［８－９］在
１９７１年提出的，但是研究轮齿冲击动力学行为时

将冲击接触过程简单地用粘性阻尼来表示，并不能

真实的反映齿轮冲击特性．Ｈｕｎｔ和Ｃｒｏｓｓｌｅｙ［１０］等通
过引入非线性冲击阻尼的概念来建立了含有冲击

阻尼的冲击系统动力学模型．Ｖｅｌｕｓｗａｍｉ和 Ｃｒｏｓｓ
ｌｅｙ［１１］利用这种冲击模型分析了两边约束的球振动
模型，理论分析得到的结果与试验基本吻合，证明

了冲击阻尼模型在研究冲击动力学的有效性．１９８４
年，Ｐｆｅｉｆｆｅｒ［１２］在研究齿轮传动系统动力学时建立
了一种冲击模型，随后在文章中应用理论分析和实

验方法，揭示了齿轮系统的常规运动和混沌运动状

态．在２００５年，Ｌｕｏ和 Ｃｈｅｎ［１３－１６］建立了一类比较
简单的分段线性冲击系统的理论模型，应用解析法

分析了系统的周期运动，应用局部奇异性理论分析

其周期解的擦边分岔，以及应用数值法模拟其混沌

过程，此后又中讨论了此类系统的奇怪吸引子的擦

边分岔，之后应用映射结构技术解析分析此类系统

的任意周期运动．就现有文献来看，针对对齿轮传
动系统的间隙和时变啮合刚度的非线性问题已进

行了大量的研究，分别建立了单自由度［１７－２１］、三自

由度［２２］间隙非线性动力学模型，考虑周期时变刚

度 ［２０－２１，２３］的影响，并用各种方法研究齿轮系统的

周期运动、混沌响应及分岔 ［２２－２３］，两自由度间隙

非线性动力学模型比较少．另外针对含间隙同步锥
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齿轮锁定后的非光滑动力学分析相对较少．文中建
立了一种含间隙的两自由度齿轮传动系统的动力

学模型．通过数值仿真对齿轮传动系统的分岔和混
沌等非线性动力学行为进行分析研究，对以后更好

的完善含间隙和润滑的齿轮副运动副模型奠定了

基础．

１　接触碰撞模型

１．１　恢复系数
在机械结构中碰撞过程往往不是完全弹性碰

撞，也不是完全非弹性碰撞，也导致碰撞过程总会

存在着一定的能量损失，而这一部分损失的能量可

以用恢复系数来表达．假设碰撞前两质体的速度为
υ１ｉ、υ２ｉ，碰撞后的速度为υ１ｊ、υ２ｊ，则恢复系数可由下
式表示，

υ１ｊ－υ２ｊ＝－ｅ（υ１ｉ－υ２ｉ） （１）
并且有０≤ｅ≤１，对于完全弹性碰撞 ｅ＝１，对于完
全非弹性碰撞ｅ＝０．恢复系数的大小跟很多因素有
关，如接触面的几何形状，碰撞速度，材料属性，接

触持续的时间，甚至摩擦．当碰撞持续时间与碰撞
体基本固有振动模的周期之比很大时，恢复系数的

大小便决定于碰撞点附近的塑性变形量，而碰撞点

附近的塑性变形主要由碰撞速度决定．
１．２　Ｈｅｒｔｚ接触力模型

Ｈｅｒｔｚ接触力模型是基于完全弹性变形，主要
研究了弹性体的准静态接触问题，并且该模型是非

线性接触力模型，但是没有考虑到接触的过程中能

量的损耗．Ｈｅｒｔｚ接触力模型可以用一个非线性弹
簧来描述，其接触力公式为，

Ｆｎ＝Ｋδ
ｎ （２）

其中，δ为接触面的变形量，ｎ是与接触面几何特征
有关的常数，一般取１．５，Ｋ是与质体材料特性和结
构参数有关的常数，

Ｋ＝ ４
３π（σｉ＋σｊ）

ＲｉＲｊ
Ｒｉ－Ｒ[ ]

ｊ

１
２

（３）

式中，Ｒｉ和 Ｒｊ表示正面碰撞质体的球面半径，σｉ
和σｊ表示如下，

σｈ＝
１－ν２ｈ
πＥｈ

（ｈ＝ｉ，ｊ） （４）

νｈ和Ｅｈ分别表示两个质体的泊松比和杨氏模量．
１．３　非线性弹簧—阻尼模型

当质体发生碰撞时，碰撞面之间发生弹性变

形，从而产生接触碰撞力，碰撞力的大小与变形量

有关，根据上一节Ｈｅｒｔｚ理论的相关描述可知．
变形恢复后速度的大小不能恢复到碰撞前的

速度的大小，因为在碰撞过程中伴随着能量损耗，

用于产生变形和热，而上面的碰撞力模型不能反映

能量损耗的实际情况．因此在碰撞力模型中必须引
入阻尼系数Ｄ，将碰撞力表示，

Ｐｎ＝Ｋδ
ｎ＋Ｄδ （５）

其中，δ为相对速度，阻尼系数 Ｄ采用迟滞阻尼模
型，

Ｄ＝μδｎ （６）

μ是迟滞阻尼系数，μ的值与粘性阻尼系数、剪切和
体积变形等有关，通过能量法可以得到 μ的表达
式，

μ＝３Ｋ（１－ｅ
２）

４δｉ
（７）

图１　质体正碰示意图

Ｆｉｇ．１　Ｐｌａｓｔｉｄｓｃｈｅｍａｔｉｃｗｉｔｈｆｒｏｎｔａｌｃｏｌｌｉｓｉｏｎ

因此，碰撞力的表达式为，

Ｐ（ｔ）＝Ｋδｎ １＋３Ｋ（１－ｅ
２）

４
δ
δ[ ]
ｉ

（８）

２　直齿锥齿轮力学模型

２．１　物理模型简化
同步直齿锥齿轮副锁死后如图２，物理模型可

简化为含参数激励且具有含间隙的两自由度齿轮

在外激励作用下的动力学模型．

图２　间隙大小为Ｂ同步锥齿轮物理模型

Ｆｉｇ．２　ＧａｐｓｉｚｅｉｓＢｐｈｙｓｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｓｔｒａｉｇｈｔ

ｂｅｖｅｌｇｅａｒｓ

如图３所示，Ｍ１和 Ｍ２分别是主动轮齿和被

８３４
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动轮齿的广义等效质量，Ｋ１和 Ｋ２分别是主动轮齿
和被动轮齿的接触刚度，间隙 Ｂ表示 Ｍ１和 Ｍ２的
齿侧间隙，而齿轮中的润滑油等在太空由于冷热冲

击的不断交替而产生能量损耗，在此简化为模型中

的阻尼部分 Ｃ１、Ｃ２和激励力 Ｆ（ｔ）（ＱｓｉｎΦｔ），Ｑ和

Φ分别表示冷热冲击的激励的幅值和频率．假设轮
齿为弹性体，在激励力作用下，则轮齿间发生接触

—碰撞—分离的往复运动（由于对模型简化的需

要，模型并未考虑齿轮接触面的摩擦）．

图３　两自由度齿轮碰撞力学模型

Ｆｉｇ．３　Ｔｗｏｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍａｂｏｕｔｇｅａｒｃｏｌｌｉｓｉｏｎｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌ

２．２　动力学模型的建立
当Ｍ１与Ｍ２之间的相对位移 ｘ１－ｘ２ ＜Ｂ时，

Ｍ１与Ｍ２不发生接触；当 Ｍ１与 Ｍ２之间的相对位
移ｘ１－ｘ２＝Ｂ时，Ｍ１与 Ｍ２刚发生接触，并没有力
的作用，因此，Ｍ１和Ｍ２分别做自由振动，其振动系
统的运动微分方程为

Ｍ１ｘ̈１＋Ｃ１ｘ１＋Ｋ１ｘ１＝Ｆ（ｔ）

Ｍ２ｘ̈２＋Ｃ２ｘ２＋Ｋ２ｘ２＝{ ０
（９ａ）

当Ｍ１与Ｍ２之间的相对位移 ｘ１－ｘ２＜－Ｂ和
ｘ１－ｘ２＞Ｂ时，Ｍ１与 Ｍ２将发生接触，此时相对速
度不等于０，接触面上将产生弹性碰撞，两质量体
分别发生压缩弹性变形直到质量块的速度为０，然
后恢复弹性变形，直至质量体分离．碰撞过程的运
动微分方程可表示为

Ｍ１ｘ̈１＋Ｃ１ｘ１＋Ｋ１ｘ１＝Ｆ（ｔ）－Ｐ（ｔ）

Ｍ２ｘ̈２＋Ｃ２ｘ２＋Ｋ２ｘ２＝Ｐ（ｔ{ ）
（９ｂ）

Ｍ１ｘ̈１＋Ｃ１ｘ１＋Ｋ１ｘ１＝Ｆ（ｔ）＋Ｐ（ｔ）

Ｍ２ｘ̈２＋Ｃ２ｘ２＋Ｋ２ｘ２＝－Ｐ（ｔ{ ）
（９ｃ）

式中，Ｐ（ｔ）的表达式如公式（８）所示．显然，当ｘ１－
ｘ２＞Ｂ时，Ｍ１与 Ｍ２的右侧面发生接触碰撞，当 ｘ１
－ｘ２＜Ｂ时，Ｍ１与 Ｍ２的左侧面发生接触碰撞．为
了方便地应用数值积分法求解此动力学问题，需要

对方程进行无量纲化．取无量纲量，τ＝ω１ｔ，ωｉ＝

Ｋｉ／Ｍ槡 ｉ（ｉ＝１，２），ξｉ＝Ｃｉ／２ω１Ｍｉ（ｉ＝１，２），ω＝Φ／

ω１，η＝ω
２
２／ω

２
１，κ＝Ｋ／Ｋ１，λ＝Ｋμ／Ｍ１ω１，ｇ＝Ｑ／Ｍ１ω

２
１

得到三组无量纲方程为，

　
ｘ̈１＋２ζ１ｘ１＋ｘ１＝ｇｓｉｎ（ωτ）

ｘ̈２＋２ζ２ｘ２＋ηｘ２＝{ ０
（１０ａ）

　

ｘ̈１＋２ζ１ｘ１＋λ（ｘ１－ｘ２－Ｂ）
ｎ（ｘ１－ｘ２）＋ｘ１＋

　κ（ｘ１－ｘ２－Ｂ）
ｎ＝ｇｓｉｎ（ωτ）

ｘ̈２＋２ζ２ｘ２－λ（ｘ１－ｘ２－Ｂ）
ｎ（ｘ１－ｘ２）＋ηｘ２－

κ（ｘ１－ｘ２－Ｂ）
ｎ＝













０

（１０ｂ）

　

ｘ̈１＋２ζ１ｘ１－λ（－ｘ１＋ｘ２－Ｂ）
ｎ（－ｘ１＋ｘ２）＋

ｘ１－κ（－ｘ１＋ｘ２－Ｂ）
ｎ＝ｇｓｉｎ（ωτ）

ｘ̈２＋２ζ２ｘ２＋λ（－ｘ１＋ｘ２－Ｂ）
ｎ（－ｘ１＋ｘ２）＋

ηｘ２＋κ（ｘ１－ｘ２－Ｂ）
ｎ＝













０

（１０ｃ）

３　数值分析

碰撞系统参数的变化，将使系统呈现出复杂的

非线性动力学现象，如混沌、分岔等．
在图３中所示的动力学模型中，首先将系统参

数Ｂ＝０．１，ζ１＝ζ２＝０．２，η＝１，κ＝２０，λ＝３．５，ｎ＝１．５，
ｇ＝２代入（１０．１）、（１０．２）、（１０．３）中，取 ω为控制
参数．从图２中可知，随着 ω的变化，此系统中 ｘ１
呈现出周期运动与混沌的交替，即：单倍周期运动
二倍周期运动倍周期 二倍周期运动混沌运动．

图４　系统在ω为控制参数时的分岔图

Ｆｉｇ．４　Ｓｙｓｔｅｍｉｎｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆωｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

以下均为固定初始条件和其他参数的大小，增

大转速 ω所得的系统运动情况．
当ω＝０．５时，系统出现单倍周期运动．系统的

平面相图，三维相图，波形图如图５所示．
当ω＝０．８时，系统出现单倍周期运动．系统的

平面相图，三维相图，波形图如图６所示．

９３４
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图５　ω＝０．５时系统进行单倍周期运动

Ｆｉｇ．５　Ｓｉｎｇｌｅｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎ

图６　ω＝０．８时系统进行单倍周期运动

Ｆｉｇ．６　Ｓｉｎｇｌｅｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎ

当ω＝１．３时，系统出现概周期运动．系统的平
面相图，三维相图，波形图如图７所示．

图７　ω＝１．３时系统进行概周期运动

Ｆｉｇ．７　Ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎ

当ω＝２．０时，系统出现二倍周期运动．系统的
平面相图，三维相图，波形图如图８所示．

图８　ω＝２．０时系统出现二倍周期运动

Ｆｉｇ．８　Ｔｗｏｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎ

当ω＝２．３５时，系统出现多倍周期运动．系统
的平面相图，三维相图，波形图如图９所示．

图９　ω＝２．３５时系统多倍周期运动

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｒｅｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎ

当ω＝２．４时，系统出现概周期运动．系统的平
面相图，三维相图，波形图如图１０所示．

图１０　ω＝２．４时系统出现概周期运动

Ｆｉｇ．１０　Ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎ

当ω＝２．８时，系统出现混沌运动．系统的平面

０４４
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相图，三维相图，波形图如图１１所示．

图１１　ω＝２．８时系统出现混沌运动

Ｆｉｇ．１１　Ｃｈａｏｔｉｃ

４　结论

⑴ 含间隙同步锥齿轮在锁定后，系统由于受
到外部环境温度的影响，系统中将会出现着周期运

动、混动运动等现象．系统依次经历单倍周期，分岔
为两倍周期，之后分岔为多倍周期；随着外激励的

变化，多倍周期又回到两倍周期，最后系统再次进

入混沌．

⑵ 通过分析齿轮锁死后间隙结构出现的几种形
式的非线性动力学现象，对于通过选择合适的系统参

数来减小甚至消除这种颤振有一定的参考意义．
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