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求解自治非线性薛定谔方程的分离变量法
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摘要　薛定谔方程是量子力学的基本方程，与经典物理中的牛顿运动方程地位相当．本文针对哈密顿量与

时间无关的量子系统，应用分离变量法研究其量子力学定态解．分别给出了包含克尔型、饱和型以及五次非

线性效应的薛定谔方程的定态解，并将所得解析解与数值解进行比较．两者完全吻合．

关键词　非线性薛定谔方程，　定态解，　解析解

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５００６

引言

在量子力学中，力场中微观粒子的状态用波函

数来描述，决定微观粒子状态变化的方程是薛定谔

方程：

ｉφ
ｔ
＝－

２

２ｍ!

２φ＋Ｕ（ｒ）φ （１）

其中，－
!

２＋Ｕ（ｒ）为哈密顿算符，一般情况下势能
Ｕ（ｒ）也可以是时间的函数．如果 Ｕ（ｒ）不含时间，
我们可用定态微扰理论求薛定谔方程的近似解，当

Ｕ（ｒ）是时间的显函数时，我们用与时间有关的微
扰理论求方程的近似解．如果 Ｕ（ｒ）与时间无关，
我们也可以通过分离变量法求出方程的精确解．与
频率振幅公式［１－４］、变分迭代法［５－９］、同伦分析

法［１０－１４，２１－２３］、指数展开法［１５－１７］等求解非线性问题

的方法相比，分离变量法是一种简单有效的方法．
如果哈密顿量与时间无关，运用分离变量法可以快

速地求出薛定谔方程的精确解．
我们考虑系统的总能量除包含动能和势能之

外，还包含相互作用能Ｆ（φ２），即

Ｅ＝ｐ
２

２ｍ＋Ｕ（ｒ）＋Ｆ（φ
２），等式两边乘以波

函数φ，并作算符变换Ｅ→ｉｔ
，ｐ→－ｉ!得

ｉφ
ｔ
＝－

２

２ｍ!

２φ＋Ｕ（ｒ）φ＋Ｆ（φ２）φ （２）

当哈密顿量与时间无关时，同样可运用分离变

量法对其进行求解．本文运用分离变量法分别对包
含克尔型、饱和型以及五次型非线性薛定谔方程进

行求解，并将得到的结果同数值结果做比较．

１　分离变量法

如果Ｕ（ｒ）＋Ｆ（φ２）与时间无关，我们可考

虑方程（２）的特解：

φ（ｒ，ｔ）＝ｕ（ｒ）ｖ（ｔ） （３）
将方程（３）代入方程（２）中，并用 ｕ（ｒ）ｖ（ｔ）去

除方程两边，得到

ｉ
ｖ
ｄｖ
ｄｔ＝

１
ｕ［－

２
２ｍ!

２ｕ＋Ｕ（ｒ）ｕ＋Ｆ（ｕ２）ｕ］

（４）
因为等式（４）的左边只是ｔ的函数，右边只是ｒ

的函数，而ｔ和ｒ是相互独立的变量，所以只有当两
边都等于同一常量时，等式才能被满足．以 Ｅ表示
这个常量，则有

ｉ
ｖ
ｄｖ
ｄｔ＝Ｅ （５）

１
ｕ［－

２
２ｍ!

２ｕ＋Ｕ（ｒ）ｕ＋Ｆ（ｕ２）ｕ］＝Ｅ （６）

显然方程（５）的解为：
ｖ（ｔ）＝Ｃｅ－ｉＥｔ （７）
Ｃ为任意常数．从而

φ（ｒ，ｔ）＝Ｃｕ（ｒ）ｅ－ｉＥｔ （８）
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其中，Ｃ由φ（ｒ，０）＝ｕ（ｒ）得到．常量Ｅ可以通过
将已知的初始波函数 ｕ（ｒ）代入方程（６）求得．根
据德布罗意关系，Ｅ就是系统处于波函数 φ（ｒ，ｔ）
描述状态的能量，具有确定值，系统处于（８）式所
描述的状态时，称为定态，对应的波函数 φ（ｒ，ｔ）为
定态波函数．

２　外势作用下非线性薛定谔方程的定态解

２．１　克尔型非线性薛定谔方程的定态解
　 我们首先考虑两维克尔型非线性薛定谔方

程［１８，１９］：

ｉφｔ＋
１
２（φｘｘ＋φｙｙ）＋Ｖｄ（ｘ，ｙ）φ＋ φ

２φ＝０

（９）
初始条件

φｘ，ｙ，( )０ ＝ｕ（ｘ，ｙ）＝槡ξｅｘｐ［
－ｋ
２（ｘ

２＋ｙ２）］

（１０）
其中，

Ｖｄ（ｘ，ｙ）＝－
ｋ２
２（ｘ

２＋ｙ２）－ξｅｘｐ［－ｋ（ｘ２＋ｙ２）］

（１１）
其哈密顿量与时间无关，则方程（９）存在定态

解，且满足：

φｘ，ｙ，( )ｔ ２ ＝ ｕ（ｘ，ｙ）２ （１２）

考虑方程的特解：

φ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｕ（ｘ，ｙ）ｖ（ｔ） （１３）
将方程（１３）代入方程（９）并重新整理得

ｉ
ｖｔ
ｖ＝－

１
ｕ［
１
２（ｕｘｘ＋ｕｙｙ）＋Ｖｕ＋ ｕ

２ｕ］

（１４）
因为等式左边只是时间ｔ的函数，右边只是ｘ，

ｙ的函数，而ｔ和ｘ，ｙ是相互独立的变量，所以只有
当两边都等于同一个常量时，等式才能成立．以 Ｅ
表示这个常量，则有：

ｉ
ｖｔ
ｖ＝Ｅ （１５）

－１ｕ［
１
２（ｕｘｘ＋ｕｙｙ）＋Ｖｕ＋ ｕ

２ｕ］＝Ｅ（１６）

根据方程（１５）得
ｖ（ｔ）＝Ｃｅ－ｉＥｔ （１７）
将方程（１０）代入方程（１６）得 Ｅ＝ｋ，角频率

是个定值，系统处于定态．所以，方程（９）的定态解
可表示为：

φｘ，ｙ，( )ｔ＝ｕ（ｘ，ｙ）ｖ（ｔ）＝

　Ｃ槡ξｅｘｐ［
－ｋ
２（ｘ

２＋ｙ２）－ｉｋｔ］ （１８）

由φ（ｘ，ｙ，０）＝ｕ（ｘ，ｙ）得 Ｃ＝１．所以方程
（９）的定态解为

φｘ，ｙ，( )ｔ＝槡ξｅｘｐ［
－ｋ
２（ｘ

２＋ｙ２）－ｉｋｔ］ （１９）

２．２　饱和型非线性薛定谔方程的定态解
偏振探测光束的传播可以用饱和型非线性薛

定谔方程来描述，模型如下［１９］：

ｉφｔ＋φｘｘ＋φｙｙ－
Ｅ０φ

１＋Ｖｄ（ｘ，ｙ）＋ φ２ ＝０

（２０）
初始条件为

φｘ，ｙ，( )０ ＝ｕ（ｘ，ｙ）＝槡ξｅｘｐ［
－ｋ
２（ｘ

２＋ｙ２）］

（２１）
其中，φ是缓慢变化的探测光束的振幅，Ｅ０是

一个常数，Ｖｄ是如下点阵密度函数：

Ｖｄ（ｘ，ｙ）＝
Ｅ０－ｋ

２（ｘ２＋ｙ２）
ｋ２（ｘ２＋ｙ２）

－ξｅｘｐ［－ｋ（ｘ２＋ｙ２）］

（２２）
同上一小节，其定态解满足 φｘ，ｙ，( )ｔ ２ ＝

ｕ（ｘ，ｙ）２，取方程（２０）的特解φ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｕ（ｘ，

ｙ）ｖ（ｔ），并将其代入方程（２０），重新整理得：

ｉ
ｖｔ
ｖ＝－

１
ｕ［ｕｘｘ＋ｕｙｙ－

Ｅ０ｕ
１＋Ｖｄ（ｘ，ｙ）＋ ｕ２］

（２３）
取上述等式两边等于同一个常量Ｅ得：

ｉ
ｖｔ
ｖ＝Ｅ （２４）

－１ｕ［ｕｘｘ＋ｕｙｙ－
Ｅ０ｕ

１＋Ｖｄ（ｘ，ｙ）＋ ｕ２］＝Ｅ

（２５）
由方程（２４）得 ｖ（ｔ）＝Ｃｅ－ｉＥｔ．将方程（２１）代

入方程（２５）得Ｅ＝２ｋ．所以方程（２０）的定态解可
表示为：

φｘ，ｙ，( )ｔ＝Ｃ槡ξｅｘｐ［
－ｋ
２（ｘ

２＋ｙ２）－２ｉｋｔ］

（２６）
根据φ（ｘ，ｙ，０）＝ｕ（ｘ，ｙ），可得Ｃ＝１．

２０４
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２．３　五次型非线性薛定谔方程的定态解
五次型非线性薛定谔方程的数学模型可表示

为［１９］

ｉφｔ＋
１
２ φｘｘ＋φ

( )
ｙｙ ＋Ｖｄ（ｘ，ｙ）φ＋ φ

４φ＝０（２７）

初始条件为：

φｘ，ｙ，( )０＝ｕ（ｘ，ｙ）＝ｅｘｐ［
－ｋ
２（ｘ

２＋ｙ２）］（２８）

其中：

Ｖｄ（ｘ，ｙ）＝－
ｋ２
２（ｘ

２＋ｙ２）－ｅｘｐ［－２ｋ（ｘ２＋ｙ２）］

（２９）
其定态解满足 φ（ｘ，ｙ，ｔ）４ ＝ ｕ（ｘ，ｙ）４．取

其特解φ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｕ（ｘ，ｙ）ｖ（ｔ），并将其代入方程
（２７），整理得：

ｉ
ｖｖｔ＝－

１
ｕ［
１
２ ｕｘｘ＋ｕ

( )
ｙｙ ＋

　Ｖｄ（ｘ，ｙ）ｕ＋ ｕ４ｕ］ （３０）

取等式两边等于同一个常量Ｅ得：
ｉ
ｖｖｔ＝Ｅ （３１）

－１ｕ［
１
２ ｕｘｘ＋ｕ

( )
ｙｙ ＋Ｖｄ（ｘ，ｙ）ｕ＋ ｕ

４ｕ］＝Ｅ

（３２）
直接解方程（３１）得 ｖ（ｔ）＝Ｃｅ－ｉＥｔ，将（２８）代

入方程（３２）得Ｅ＝ｋ，因此

φ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｃｅｘｐ［－ｋ２（ｘ
２＋ｙ２）－ｉｋｔ］ （３３）

因为φ（ｘ，ｙ，０）＝ｕ（ｘ，ｙ），所以Ｃ＝１．

３　解析结果与数值结果比较

我们运用时间劈裂赝谱算法求解非线性薛定

谔方程的数值解［２０］．对于方程（２）的二维无量纲

形式，从ｔ＝ｔｎ到ｔ＝ｔｎ＋１分两步求解，在第一个时

间长度τ＝
ｔｎ＋１－ｔｎ
２ 内求解方程ｉφ

ｔ
＝－１２!

２φ，

这里运用傅里叶谱方法对方程进行空间离散，确保

先后在ｘ方向和 ｙ方向上进行傅里叶变换时空间

偏导数的系数为常数．设空间长度均为 Ｌ，空间步

长为Δｘ＝Δｙ＝Ｌ
Ｎ
，其中Ｎ

－
为正整数．选取φｎ作为

初值，依次对ｔ积分得到

φ′＝ｉｆｆｔｅｘｐ－１２ｉΔｔω
２( )[ ]ｘ ｆｆｔｘ φ( )ｎ ，

φ＇＇＝ｉｆｆｔｅｘｐ－１２ｉΔｔω
２( )[ ]ｙ ｆｆｔｙ φ( )′．

其中Δｔ＝τ，ωｘ ＝ωｙ ＝
２πｐ
Ｌ， －Ｎ２"

ｐ
"

Ｎ
２－１．

接着在另一个相同的时间长度 τ内求解方程

ｉφ
ｔ
＝Ｕ（ｒ）φ＋Ｆ（φ２）φ．将φ″作为初值，对时

间 积 分 得 φｎ＋１ ＝ ｅｘｐ［－ ｉΔｔ（Ｕ（ｘ，ｙ） ＋

Ｆ（｜φｎ｜２））］φ″，即得到方程（２）的数值解．分别

数值求解上述三种不同非线性介质下的薛定谔方

程，并将上一节所得的解析解同数值解在 ｔ＝１０，

ｙ＝０处的截面进行比较，结果如图１所示，两者完

全吻合．

图１　非线性薛定谔方程的解析解与数值解的比较：（ａ）克尔非线性；（ｂ）饱和非线性；（ｃ）五次非线性

Ｆｉｇ．１　ＯｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ

（ａ）：Ｋｅｒｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ；（ｂ）Ｓａｔｕｒａｂｌｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ；（ｃ）Ｑｕｉｎｔｉｃｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ

３０４
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４　 结论

用分离变量法分别获得了包含克尔型、饱和型

以及五次非线性效应的非线性薛定谔方程的定态

解，且这三个定态解析解同数值解吻合得很好．对
于哈密顿量与时间无关的薛定谔方程，分离变量法

是一种特别简单而有效的方法．
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