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基于压电作动器／传感器的升力面颤振主动抑制
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摘要　利用压电材料的正压电效应与逆压电效应对悬臂板结构复合材料机翼进行观测与颤振抑制．采用不

同的压电材料分别作为作动器与传感器，建立了含有压电层的复合材料层合板的有限元模型，采用偶极子

网格法（ＤＬＭ）计算升力面的亚音速非定常空气动力，用 Ｒｏｇｅｒ近似法对频域空气动力进行有理化近似，在

此基础上建立了力电气动耦合系统的控制方程．针对多输入多输出（ＭＩＭＯ）系统，设计ＬＱＧ最优控制律，

对比系统的开、闭环颤振特性．应用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求解系统的时域动响应，数值仿真验证了该方法对颤振

抑制的有效性．
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引言

颤振是严重的动气动弹性不稳定现象，当飞行

器飞行速度超过颤振临界速度时，结构和空气动力

相互作用，产生自激的振动，往往会引起灾难性的

后果［１］．颤振主动抑制（ＡＦＳ）技术是飞行器颤振

研究的热门领域，相比于颤振被动抑制，其优点是

适应性强、效果好、较少增加结构重量．基于主动

气动弹性机翼（ＡＡＷ）的设计理念［２］，通常做法是

在机翼上布置多个控制面，通过主动控制翼面的变

形，改变作用在机翼上的气动力，从而使系统趋于

稳定［３－５］．这种方法的不足之处在于能量转换环

节繁杂，附加部件多，可靠性不足［６］．

智能结构用于颤振主动抑制是一种具有广阔

应用前景的设计理念，含有功能材料的结构除了具

有承载能力，还有自我监测与作动功能［７］．众多功

能材料中，压电材料能提供电能与机械能的直接转

换，而且分布灵活，结构简单，响应迅速，从而备受

关注．Ｌａｚａｒｕｓ等分别使用铝和石墨／环氧树脂为基
板材料，将压电作动器分布于平直板的上下表面，

对升力面的主动气动弹性控制问题进行了理论和

实验研究，风洞试验结果表明颤振速度提高了

１１％［８］．在此基础上，Ｈａｎ等进一步对压电作动器

进行了位置优化并应用鲁棒控制理论以提高控制

效果［９］．国内由管德指导的小组进行了类似的工

作，并且完成了风洞试验，成功利用压电作动器实

施了升力面的颤振主动抑制［１０］．

大部分利用压电材料进行颤振主动抑制的研

究都是采用分布式压电作动器和传统的传感器组

成的反馈控制系统，而较少使用压电传感器．实际
上，压电传感器基于正压电效应，具有灵敏度高，频

响范围大的特点．另一个特点是其在空间上呈连
续分布，可以避免传统的传感器由于放置位置不当

引起的个别模态观测不到的问题［１１］．

已有研究通常使用单输入或较少输入的控制

系统，文献［９］研究表明驱动力单一使得结构缺少
扭转力的作用，从而颤振抑制效果受限．

本文使用多个压电作动器与传感器分布于整

个机翼表面，作动器与传感器对称粘贴于上下两

侧，并假设粘贴紧密．在已有的压电材料中，压电
陶瓷（ＰＺＴ）压电应变常数大，驱动力强，适合作为
作动器，聚偏氟乙烯（ＰＶＤＦ）具有质轻、柔韧、灵敏
的特点，适合作为传感器．故本文采用这两种不同
的材料分别作为作动器与传感器．

复合材料层合板的有限元理论中，经典层合板

理论（ＣＬＰＴ）适合薄板，一阶剪切变形板理论（ＦＳ
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ＤＴ）和高阶剪切变形板理论（ＨＳＤＴ）适合薄板和中
厚板［１２］，在考虑了模型的准确性和节省计算规模

后，选择使用一阶剪切变形板理论来建立结构的机

电耦合模型，并取其前４阶固有模态作为颤振的振
型．本文对这种带有多个压电作动器与传感器的
板式智能结构机翼进行了颤振主动抑制的研究．

１　有限元方程

１．１　位移场和电势场假设
图１为带有压电层的复合材料层合板示意图，

压电铺层沿 ｚ轴极化，板一共有 Ｎ层，上下两层分
别为压电作动器层与传感器层，基板采用正交各向

异性复合材料．根据一阶剪切变形板理论的假设，
板上任意一点的位移为

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ）＋ｚθｘ（ｘ，ｙ，ｔ）

ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ）＋ｚθｙ（ｘ，ｙ，ｔ）

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ）

（１）

其中：ｕ０、ｖ０为板中面内的位移，ｗ０为横向位移，θｘ、

θｙ分别表示中面法线绕ｙ、－ｘ轴的转角．

图１　压电层合板示意图

Ｆｉｇ．１　Ｌａｍｉｎａｔｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｐｌａｔｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

将式（１）写为矩阵的形式为

Δ＝Ｚｄ （２）
其中：Δ为位移场向量，ｄ为广义位移向量；Δ、ｄ和
矩阵Ｚ的具体表达见附录Ａ．

根据线弹性体的位移应变关系，由位移场（１）
导出的应变场表达式为

εｒｅ＝Ｚ′ε （３）
其中：εｒｅ为去掉了ｚ方向正应变的各应变分量组成

的向量，ε＝ ε０
Ｔ κＴ γ０[ ]Ｔ Ｔ

，ε０为中面的面内正

应变和切应变组成的向量，κ为中面的曲率和扭率
组成的向量，γ０为横向切应变组成的向量．式中矩
阵的具体表达式见附录Ｂ．

压电层与基板接触的那一面接地，在压电片的

厚度很薄的情况下，可以假设电势 φｋ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）沿
厚度的分布为线性的［１２］（ｋ＝１，Ｎ），写出压电作动
器层和传感器层的电势场分布函数为

φ１（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝
ｚ－ｈ２
ｈ１－ｈ２

φ０
１（ｘ，ｙ，ｔ），ｈ２≤ｚ≤ｈ１

φＮ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝
ｚ－ｈＮ
ｈＮ＋１－ｈＮ

φ０
Ｎ（ｘ，ｙ，ｔ），ｈＮ＋１≤ｚ≤ｈＮ

（４）
其中：φ０

１和 φ０
Ｎ分别为作动器层和传感器层上下

表面的电势差．
１．２　本构方程

压电材料的正压电效应和逆压电效应可以由

如下的本构方程表达［１３］

σｋ＝Ｃｋεｋ－ｅｋＴＥｋ　（ｋ＝１，Ｎ）

Ｄｋ＝ｅｋεｋ＋ｋＥｋ　（ｋ＝１，Ｎ）
（５）

其中：Ｃｋ、ｅｋ、ｋ分别为材料的弹性常数矩阵、压电
应力常数矩阵、介电常数矩阵，Ｅｋ、Ｄｋ为电场强度
矢量和电位移矢量．

一阶剪切变形板理论假设板沿 ｚ方向无正应
力，故压电材料的本构方程从一般完整的本构方程

缩减为如下关系

σｒｅ
ｋ＝Ｃｒｅ

ｋεｒｅ
ｋ－ｅｒｅ

ｋＴＥｋ　（ｋ＝１，Ｎ）

Ｄｋ＝ｅｒｅ
ｋεｒｅ

ｋ＋ｒｅ
ｋＥｋ　（ｋ＝１，Ｎ）

（６）

其中：各矩阵的具体表达式见附录Ｃ．
基板部分为正交各向异性材料，其本构方程为

σｒｅ
ｋ＝Ｃｒｅ

ｋεｒｅ
ｋ　（ｋ＝２，…，Ｎ－１） （７）

其中：Ｃｒｅ
ｋ的含义及表达同式（６）．

１．３　有限元插值
整个结构采用四节点四边形等参单元进行离

散化，单元第ｉ个节点的广义位移向量参照式（２）
写为ｄｉ（ｉ＝１，…，４），而整个单元的节点广义位移
向量写为

ｄｅ＝ ｄ１
Ｔ ｄ２

Ｔ ｄ３
Ｔ ｄ４[ ]Ｔ Ｔ

（８）

采用双线性插值函数对节点位移进行插值，广

义位移向量可以由节点位移表示为

ｄ＝Ｎｄｅ （９）
其中：Ｎ＝ Ｎ１Ｉ５×５ Ｎ２Ｉ５×５ Ｎ３Ｉ５×５ Ｎ４Ｉ[ ]５×５ ，Ｎｉ（ｉ

＝１，…，４）为插值函数［１４］．
利用（９）式，（３）式中的广义应变可以写为
ε０＝Ｂεｄ

ｅ

κ＝Ｂκｄ
ｅ

γ０＝Ｂγｄ
ｅ

（１０）

８６３
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其中：应变矩阵Ｂε、Ｂκ、Ｂγ的具体表达式见附录Ｄ．
在解决剪切锁死的问题上，参考文献［１５－

１６］的方法，另行假设横向剪切应变场γ０替代原有
的应变场 γ０，使用单元采样点处的横向切应变值
对整个单元的横向切应变进行独立插值，最后得到

的替代横向切应变表示为

γ０＝Ｂγｄ
ｅ （１１）

将（１０）、（１１）式一并写为

ε＝Ｂｄｅ （１２）

其中：ε的定义变为 ε＝ ε０
Ｔ κＴ γ０[ ]Ｔ Ｔ

，Ｂ＝

Ｂε
Ｔ Ｂκ

Ｔ Ｂγ[ ]Ｔ Ｔ．

压电层电势差可以由单元节点电势差 φｅ０
ｋ（ｋ

＝１，Ｎ）插值得到，表示为

φ０
ｋ＝Ｎｐφ

ｅｋ
０ （１３）

其中：φｅ０
ｋ＝ φｅ０１

ｋ φｅ０２
ｋ φｅ０３

ｋ φｅ０４[ ]ｋ Ｔ
，φｅ０ｉ

ｋ为单元

第ｉ个节点的电势差（ｉ＝１，…，４），Ｎｐ＝［Ｎ１Ｎ２Ｎ３
Ｎ４］．

电场强度为电势的负梯度，即

Ｅｋ＝－
!φｋ　（ｋ＝１，Ｎ） （１４）

将（４）式、（１３）式代入（１４）式可得电场强度的
离散表达为

Ｅｋ＝Ｚｐ
ｋＢｐφ

ｅ
０
ｋ　（ｋ＝１，Ｎ） （１５）

其中：Ｚｐ
ｋ、Ｂｐ的具体表达式见附录Ｅ．

１．４　结构动力学方程
单元的总势能由弹性体应变能和压电层的电

势能组成，表示为

Ｕｅ＝１２∑
Ｎ

ｋ＝１
∫ΩｋεｒｅｋＴσｒｅｋｄΩ－

　 １２∫Ω１Ｅ１ＴＤ１ｄΩ－１２∫ΩＮＥＮＴＤＮｄΩ
（１６）

其中：Ωｋ为第ｋ层的体积．
单元的动能为

Ｔｅ＝１２∑
Ｎ

ｋ＝１
∫ΩｋΔＴρｋΔｄΩ （１７）

其中：ρｋ为第ｋ层的质量密度．
单元的外力和外加电荷面密度做功为

Ｗｅ＝∫ＳΔＴ（ｚ＝ｈ１）ｆｓｄＳ－∫Ｓφ０１σ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄＳ （１８）
其中：Ｓ为单元的表面积，ｆｓ为单元上表面的面力
向量，σ为施加在作动器上的外加电荷面密度．

结构的机电耦合动力学方程可以由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
原理推出，Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理表示为

δ∫
ｔ２

ｔ１
Ｔｅ－Ｕｅ＋Ｗ( )ｅ ｄｔ＝０ （１９）

将（３）、（６）、（７）、（１２）、（１５）式代入（１６）式，
（２）、（９）式代入（１７）式，（２）、（９）、（１３）式代入
（１８）式，再将所得结果代入Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程（１９），得
到单元的动力学方程为

Ｍｅｄｅ̈＋Ｋｅｍｄ
ｅ－Ｋｅｍａφ

ｅ
０
１－Ｋｅｍｓφ

ｅ
０
Ｎ＝Ｆｅ１ （２０）

Ｋｅｍａ
Ｔｄｅ＋Ｋｅａａφ

ｅ
０
１＝Ｆｅ２ （２１）

Ｋｅｍｓ
Ｔｄｅ＋Ｋｅｓｓφ

ｅ
０
Ｎ＝０ （２２）

其中：矩阵Ｍｅ为单元质量矩阵，矩阵Ｋｅｍ为单元结

构刚度矩阵，矩阵 Ｋｅａａ、Ｋ
ｅ
ｓｓ表示压电作动器和传感

器的外加电载荷和单元节点电势差之间的对应关

系，具有刚度属性，矩阵 Ｋｅｍａ、Ｋ
ｅ
ｍｓ表示作动器层、传

感器层与基板之间的静态机电耦合效应．这些单元
特性矩阵由结构的尺寸、压电层的分布以及材料的

物理特性决定；计算时先沿ｚ方向积分，再采用２×
２的Ｇａｕｓｓ积分在自然坐标系下对单元表面进行积
分［１４］．Ｆｅ１为单元的等效外力向量，Ｆ

ｅ
２表示施加在

作动器层的电荷面密度产生的作用力．各矩阵的具
体表达式见附录Ｆ．

实际操作中，作动器层的电势分布已知，通过

控制电势分布，作动器对结构的作用可以写为等效

外力的形式，式（２０）可以写为
Ｍｅｄｅ̈＋ Ｋｅｍ＋Ｋ

ｅ
ｍｓＫ

ｅ－１
ｓｓ Ｋ

ｅ
ｍｓ[ ]Ｔ ｄｅ＝Ｆｅ１＋Ｋ

ｅ
ｍａφ

ｅ
０
１

（２３）
传感器层的单元节点电势差可由式（２２）得到

φｅ０
Ｎ＝－Ｋｅ－１ｓｓ Ｋ

ｅ
ｍｓ
Ｔｄｅ （２４）

对于没有压电层的单元，其运动方程可以由

（２３）式简化得到．经过组集得到结构的整体运动
方程和传感器电压输出方程为

ＭＸ̈＋ＫＸ＝Ｆ１＋Ｑｃｕ （２５）
ｙ＝ＱｏＸ （２６）

其中：Ｘ为结构整体位移自由度向量，ｕ为作动电
压输入向量，ｙ为传感电压输出向量．

２　颤振特性分析

图２为机翼模型示意图，图中的网格为结构有
限元网格划分，机翼为悬臂式的复合材料层合板结

构，采用 Ｔ３００／９７６石墨／环氧树脂材料，厚度为 ３
ｍｍ，共 ４层，单层厚度为 ０．７５ｍｍ，铺层角度为
［９０／０／０／９０］．机翼上分布１５个压电区，片状的压
电作动器和传感器对称粘贴于机翼上下表面，作动

９６３
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器材料采用ＰＺＴ－５Ａ，厚度为０．４ｍｍ，传感器材料
采用ＰＶＤＦ，厚度为０．１ｍｍ．每个压电片的作动电
压为独立变量，且在单个压电片上相同，传感器输

出每个压电片中部的电压，计算时输出电压由单元

节点电势差插值得到．
各材料的特性参数见附录Ｇ．

图２　机翼模型示意图

Ｆｉｇ．２　Ｗｉｎｇｍｏｄｅｌｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

对结构进行动力特性分析，即求解广义特征值

问题

ＫΦ＝ＭΦΛ （２７）
其中：Φ为固有振型矩阵，Λ为广义特征值组成的
对角阵．

利用（２５）式中的 Ｋ、Ｍ矩阵对结构进行动力
特性分析时，假设了电压输入 ｕ为０，即压电作动
器上分布的电势差为０，这实际要求作动器闭路．
计算机翼的前４阶固有模态如图３所示．

图３　机翼固有频率与固有振型

Ｆｉｇ．３　Ｗｉｎｇｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｍｏｄｅｓｈａｐｅｓ

采用偶极子网格法（ＤＬＭ）计算频域亚音速非
定常空气动力［１７］，空气动力网格如图４所示，空气

动力网格点与结构有限元网格点的连接采用无限

板样条（ＩＰＳ）方法［１８］．（２５）式中的 Ｆ１写为与结构

有关的频域气动力形式

Ｆ１＝ｑｄＱｇｇ（ｋ，Ｍ∞）Ｘ （２８）
其中：ｑｄ为动压，Ｑｇｇ为广义空气动力矩阵，是减缩
频率ｋ和马赫数Ｍ∞的函数．

图４　升力面上的空气动力网格

Ｆｉｇ．４　Ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｇｒｉｄｓｏｎｔｈｅｌｉｆｔｉｎｇｓｕｒｆａｃｅ

引入模态坐标变换

Ｘ＝Φｑ （２９）
其中：Φ只取结构的前４阶振型，ｑ为模态坐标向
量．

得到模态坐标下的气动弹性方程和传感器电

压输出方程为

Ｍｑ̈＋Ｋｑ＝ｑｄＱ（ｋ，Ｍ∞）ｑ＋Ｑｃｕ （３０）
ｙ＝Ｑｏｑ （３１）

其中：Ｍ ＝ΦＴＭΦ，Ｋ＝ΦＴＫΦ，Ｑｃ＝Φ
ＴＱｃ，Ｑｏ＝

ＱｏΦ，Ｑ（ｋ，Ｍ∞）＝Φ
ＴＱｇｇ（ｋ，Ｍ∞）Φ．

采用Ｖｇ法对未控系统进行颤振分析［１８］，取

海平面处大气密度ρａ＝１．２２５ｋｇ／ｍ
３，并假设空气为

不可压缩流（Ｍ∞ ＝０），得到颤振 Ｖ－ｇ和 Ｖｆ图如
图５所示．从图中可以看出机翼的颤振速度为
５１．７４ｍ／ｓ，颤振频率为１９．９０Ｈｚ．

３　时域状态空间方程

在设计颤振主动抑制的控制律时，需要用到时

域的空气动力，（３０）式中由偶极子网格法计算出
的广义空气动力矩阵Ｑ（ｋ，Ｍ∞）是在机翼做简谐运
动的条件下得到的，属于频域气动力．为了得到时
域气动力，通常的做法是利用若干离散频率点处的

广义空气动力矩阵，将空气动力矩阵 Ｑ在 Ｌａｐｌａｃｅ
域用有理函数拟合表达，再通过引入空气动力状态

变量，将整个方程转换到时域，最后得到被控系统

时域下的状态空间方程．
本文采用 Ｒｏｇｅｒ近似法拟合空气动力矩

阵［１８］，矩阵Ｑ（ｋ，Ｍ∞）在Ｌａｐｌａｃｅ域中近似表示为
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Ｑ（ｓ）＝Ａ０＋Ａ１ｓ＋Ａ２ｓ
２＋∑

Ｎ

ｒ＝３
Ａｒ

ｓ
ｓ＋γｒ－２

（３２）
其中：Ａ０，…，ＡＮ为待定系数矩阵，γｒ－２为空气动力
滞后项，ｓ＝ｓｂＲ／Ｖ，ｓ为拉氏变量，ｂＲ为参考半弦长，
Ｖ为来流速度．各待定系数矩阵根据已知频率点处
的空气动力矩阵Ｑ（ｋ，Ｍ∞）求得．

引入空气动力状态变量

ｑａｒ（ｓ）＝
ｓ

ｓ＋ＶｂＲ
γｒ－２
ｑ（ｓ），ｒ＝３，…，Ｎ （３３）

由（３３）式可得空气动力状态变量自身满足的
时域微分方程为

图５　颤振Ｖｇ和Ｖｆ图

Ｆｉｇ．５　ＦｌｕｔｔｅｒＶｇａｎｄＶｆｐｌｏｔｓ

ｑａｒ（ｔ）＝ｑ（ｔ）－
Ｖ
ｂＲ
γｒ－２ｑａｒ（ｔ），ｒ＝３，…，Ｎ （３４）

利用式（３２）将（３０）式右边第一项在 Ｌａｐｌａｃｅ
域近似表示，引入空气动力状态变量后再作 Ｌａ
ｐｌａｃｅ逆变换，最终（３０）式可以写为

珦Ｍｑ̈＋珟Ｄｑ＋珟Ｋｑ－∑
Ｎ

ｒ＝３
ｑｄＡｒｑａｒ＝Ｑｃｕ （３５）

其中：珦Ｍ＝Ｍ－ｑｄ
ｂＲ( )Ｖ

２

Ａ２，珟Ｄ＝－ｑｄ
ｂＲ
ＶＡ１，

珟Ｋ＝Ｋ－

ｑｄＡ０．

定义状态变量ｘ＝ ｑＴ ｑＴ ｑａ３
Ｔ … ｑａＮ[ ]Ｔ Ｔ

，

由（３４）式和（３５）式得到气动弹性系统的时域状态
空间方程以及传感器输出方程为

ｘ＝Ａｃｏｎｘ＋Ｂｃｏｎｕ （３６）
ｙ＝Ｃｃｏｎｘ （３７）

其中：Ａｃｏｎ、Ｂｃｏｎ、Ｃｃｏｎ分别为系统矩阵、输入矩阵与
输出矩阵，其具体表达式见附录Ｈ．

４　控制律设计与仿真分析

最优控制理论中［１９］，线性定常系统的输出调

节器问题表述为寻找最优控制律

ｕ＝－Ｆｃｏｎｘ

使得如下二次型性能指标达到极小

Ｊ＝１２∫
∞

０
ｙＴＱ１ｙ＋ｕ

ＴＲ１( )ｕｄｔ

其中：Ｑ１、Ｒ１为对应输入和输出的权系数矩阵，为
了使问题简化，均取为正定对角阵．权矩阵的取值
由经验给定，合适的权矩阵使系统尽快镇定的同

时，输入电压应保持在压电材料可以承受的范围．
增益反馈矩阵Ｆｃｏｎ由下式求得

Ｆｃｏｎ＝Ｒ１
－１Ｂｃｏｎ

ＴＰ１ （３８）
其中：Ｐ１为如下Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

Ｐ１Ａｃｏｎ＋Ａ
Ｔ
ｃｏｎＰ１－Ｐ１ＢｃｏｎＲ

－１
１ Ｂｃｏｎ

ＴＰ１＋

　Ｃｃｏｎ
ＴＱ１Ｃｃｏｎ＝０

针对本文的气动弹性系统，状态变量ｘ中包含
结构的模态坐标及其对时间的一阶导数，另外还有

引入的空气动力状态变量，状态变量ｘ实际上无法
直接测得．ＬＱＧ控制增加了最优滤波器设计过程，
通过系统的输入ｕ和输出 ｙ，可得出状态变量 ｘ的
最优估计值 ｘ^，表示为

ｘ^·＝Ａｃｏｎ^ｘ＋Ｂｃｏｎｕ＋Ｈ［ｙ－^ｙ］ （３９）
ｙ^＝Ｃｃｏｎ^ｘ （４０）
根据Ｋａｌｍａｎ滤波理论，若系统存在噪声，对状

态变量和输出变量测量过程中 Ｇａｕｓｓ白噪声的协
方差矩阵分别为Ｑ２和Ｒ２，滤波器增益矩阵Ｈ为

Ｈ＝Ｐ２Ｃｃｏｎ
ＴＲ２

－１ （４１）
其中：Ｐ２为如下Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

Ｐ２Ａ
Ｔ
ｃｏｎ＋ＡｃｏｎＰ２－Ｐ２Ｃ

Ｔ
ｃｏｎＲ

－１
２ ＣｃｏｎＰ２＋Ｑ２＝０

ＬＱＧ控制律表示为
ｕ＝－Ｆｃｏｎ^ｘ （４２）
包括了控制器的闭环系统结构由图６所示，系

统的状态方程为

图６　ＬＱＧ控制器结构

Ｆｉｇ．６　ＢｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆＬＱＧｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ
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ｘ

ｘ^[ ]· ＝ Ａｃｏｎ －ＢｃｏｎＦｃｏｎ
ＨＣｃｏｎ Ａｃｏｎ－ＨＣｃｏｎ－ＢｃｏｎＦ[ ]

ｃｏｎ
[ ]ｘｘ^ （４３）

为了精确拟合气动力，本文取４个空气动力滞
后项，分别为 γ１＝０．３４，γ２＝０．８９，γ３＝２．５６，γ４＝
１３．４６，此时系统矩阵 Ａｃｏｎ为２４阶．对开环、闭环系
统进行稳定性分析，随着来流速度的增加，系统特

征根轨迹如图７所示，图中删去了零频率附近无意
义模态的特征根．

图７　随着来流速度增加开闭环系统的根轨迹

Ｆｉｇ．７　Ｒｏｏｔｌｏｃｕｓｏｆｏｐｅｎｌｏｏｐａｎｄｃｌｏｓｅｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｉｎｃｏｍｉｎｇｆｌｏｗｖｅｌｏｃｉｔｙ

未控系统在来流速度达到５１．７４ｍ／ｓ时开始出
现正实部的特征根，即发生了颤振，其结果与上文

Ｖｇ法颤振分析得到的结果相同．闭环系统的特征
根全部在复平面的左半平面，表明受控系统是稳定

的．在流速较大时（Ｖ＝１００ｍ／ｓ），系统仍保持稳定，
这个结果是在未考虑压电作动器的最大承载电压

的情况下得到的，实际上在流速较大时，轻微的扰

动也需要作动器提供较大的驱动力才能使系统镇

定，作动电压有可能超出了压电材料所能承受的极

限，此种情况本文未作考虑．另一方面，本文使用了
１５个压电作动器分布在整个机翼表面，对机翼前
数阶模态的联合颤振有较全面的控制能力，在更多

模态参与下的颤振抑制效果还有待研究．
对系统进行动响应仿真计算，采用 ＲｕｎｇｅＫｕｔ

ｔａ法求解系统的动响应，设定来流速度Ｖ＝５４ｍ／ｓ，
在ｔ＝０．５ｓ时施加控制，结果如图８所示．

图中位移响应为翼梢后缘点的横向位移时间

历程，可以看到系统在初始扰动下发散运动，施加

控制后大约在 ｔ＝１ｓ时系统趋于镇定．图中给出的
控制电压是翼根处的三块压电作动器的控制电压，

一般情况下所有作动器的控制电压最大值不超过

第一块作动器的最大控制电压，ＬＱＧ控制律的算法

是让总的控制能量尽可能的小，第一块压电作动器

在控制过程中起到了较大作用．

图８　系统的时间历程（Ｖ＝５４ｍ／ｓ）

Ｆｉｇ．８　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍａｔＶ＝５４ｍ／ｓ

５　结论

本文研究了一个带有分布式压电作动器与传

感器的复合材料板结构机翼的升力面颤振的主动

抑制问题．多对压电作动器与传感器对称粘贴在机
翼上下表面，作动器和传感器采用不同的压电材

料，传感器输出由于结构变形产生的电压，作动器

主动输入控制电压使作动器对结构产生作用力．通
过主动控制律的实施，升力面颤振被较好地抑制，

证明了本文颤振主动抑制方法的有效性．
本文较详细地推导了复合材料压电层合板的

有限元方程，建模方法不局限于本文中上下两面粘

贴有压电片的板结构模型，还可以推广到压电片嵌

于复合材料板之中的结构，压电层数也可以是多

层．
今后可研究作动器和传感器的位置优化以提

高控制效率，研究考虑模型不确定性的鲁棒控制或

自适应控制以接近工程实际．
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ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｉｒｃｒａｆｔ，１９９７，３４（３）：３１３

～３２１

９　ＨａｎＪＨ，ＴａｎｉＪ，ＱｉｕＪ．Ａｃｔｉｖｅｆｌｕｔｔｅｒｓｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆａｌｉｆｔ

ｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｕｓｉｎｇｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃａｃｔｕａｔｉｏｎａｎｄｍｏｄｅｒｎｃｏｎｔｒｏｌ

ｔｈｅｏｒｙ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２００６，２９１（３）：

７０６～７２２

１０　陈伟民，管德，李敏等．采用分布式压电驱动器升力面

的颤振主动抑制．力学学报，２００２，３４（５）：７５６～７６３

（ＣｈｅｎＷ Ｍ，ＧｕａｎＤ，ＬｉＭ，ｅｔａｌ．Ｆｌｕｔｔｅｒｓｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎ

ｕｓｉｎｇｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃａｃｔｕａｔｏｒｓ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａ

Ｓｉｎｉｃａ，２００２，３４（５）：７５６～７６３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１１　ＴｚｏｕＨＳ，ＴｓｅｎｇＣＩ．Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｓｅｎｓｏｒ／ａｃ

ｔｕａｔｏｒｄｅｓｉｇｎｆｏｒｄｙｎａｍｉｃｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ／ｃｏｎｔｒｏｌｏｆｄｉｓｔｒｉｂｕ

ｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｙｓｔｅｍｓ：ａｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｐ

ｐｒｏａｃｈ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９０，１３８（１）：

１７～３４

１２　ＳａｍａｎｔａＢ，ＲａｙＭＣ，ＢｈａｔｔａｃｈａｒｙｙａＲ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔ

ｍｏｄｅｌｆｏｒａｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｏｆｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ．ＡＩＡＡ

Ｊｏｕｒｎａｌ，１９９６，３４（９）：１８８５～１８９３

１３　ＢｅｎｊｅｄｄｏｕＡ，ＤｅüＪＦ，ＬｅｔｏｍｂｅＳ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆ

ｓｉｍｐｌｙ－ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃａｄａｐｔｉｖｅｐｌａｔｅｓ：ａｎｅｘａｃｔ

ｓａｎｄｗｉｃｈｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ．ＴｈｉｎＷａｌｌｅｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００２，４０（７

－８）：５７３～５９３

１４　王勖成．有限单元法．北京：清华大学出版社，２００３：

１１１～１１２，１４５～１４７（ＷａｎｇＸＣ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈ

ｏｄ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＴｓｉｎｇｈｕａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２００３：１１１～

１１２，１４５～１４７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１５　ＨｉｎｔｏｎＥ，ＨｕａｎｇＨＣ．ＡｆａｍｉｌｙｏｆｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌＭｉｎｄｌｉｎ

ｐｌａｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｗｉｔｈｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｓｈｅａｒｓｔｒａｉｎｆｉｅｌｄｓ．Ｃｏｍｐｕｔ

ｅｒｓ＆ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，１９８６，２３（３）：４０９～４３１

１６　ＮａｙａｋＡＫ，ＭｏｙＳＳＪ，ＳｈｅｎｏｉＲＡ．Ｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎａｌ

ｙｓｉｓｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅｓｂａｓｅｄｏｎＲｅｄｄｙ′ｓｈｉｇｈ

ｅｒｏｒｄｅｒｔｈｅｏｒｙ．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅｓＰａｒｔＢ：Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００２，

３３（７）：５０５～５１９

１７　ＡｌｂａｎｏＥ，ＲｏｄｄｅｎＷＰ．Ａｄｏｕｂｌｅｔｌａｔｔｉｃｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒｃａｌ

ｃｕｌａｔｉｎｇｌｉｆｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｎｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｓｉｎｓｕｂｓｏｎｉｃ

ｆｌｏｗｓ．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，１９６９，７（２）：２７９～２８５

１８　赵永辉．气动弹性力学与控制．北京：科学出版社，

２００７：２４６～２５０，２７８～２８０，３１０～３１５（ＺｈａｏＹＨ．

Ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙａｎｄｃｏｎｔｒｏｌ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＳｃｉｅｎｃｅＰｒｅｓｓ，２００７：

２４６～２５０，２７８～２８０，３１０～３１５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１９　顾仲权，马扣根，陈卫东．振动主动控制．北京：国防工

业出版社，１９９７：６８～７１（ＧｕＺＱ，ＭａＫＧ，ＣｈｅｎＷ

Ｄ．Ａｃｔｉｖｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＮａｔｉｏｎａｌＤｅｆｅｎｓｅＩｎ

ｄｕｓｔｒｙＰｒｅｓｓ，１９９７：６８～７１（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２０　ＨａＳＫ，ＫｅｉｌｅｒｓＣ，ＣｈａｎｇＦＫ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓｏｆ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｐｉｅｚｏｃｅｒａｍｉｃ

ｓｅｎｓｏｒｓａｎｄａｃｔｕａｔｏｒｓ．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，１９９２，３０（３）：７７２～

７８０

２１　ＸｕＫ，ＮｏｏｒＡＫ，ＴａｎｇＹＹ．Ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｆｏｒｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆｉｎｉｔｉａｌｌｙｓｔｒｅｓｓｅｄｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ

ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄｐｌａｔｅｓ．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎ

ｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９７，１４１（１）：１２５～１３９

２２　ＳｈｅｎＳ，ＫｕａｎｇＺＢ．Ａｎａｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｍｏｄｅｌｏｆｌａｍｉｎａｔｅｄ

ｐｉｅｚｏｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃｐｌａｔｅ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｌｉｄｓ

３７３
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ａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，１９９９，３６（１３）：１９２５～１９４７

２３　ＭｉｔｃｈｅｌｌＪＡ，ＲｅｄｄｙＪＮ．Ａｒｅｆｉｎｅｄｈｙｂｒｉｄｐｌａｔｅｔｈｅｏｒｙｆｏｒ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｓｗｉｔｈｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｌａｍｉｎａｅ．Ｉｎｔｅｒｎａ

ｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｌｉｄｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，１９９５，３２（１６）：

２３４５～２３６７

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１５Ｊａｎｕａｒｙ２０１４，ｒｅｖｉｓｅｄ３Ｍａｒｃｈ２０１４．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０９７２１００）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｗａｌｆｅ＠ｎｕａａ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＡＣＴＩＶＥＦＬＵＴＴＥＲＳＵＰＰＲＥＳＳＩＯＮＯＦＡＬＩＦＴＩＮＧＳＵＲＦＡＣＥ

ＢＡＳＥＤＯＮＰＩＥＺＯＥＬＥＣＴＲＩＣＡＣＴＵＡＴＯＲＳ／ＳＥＮＳＯＲＳ

ＹｕｅＣｈｅｎｇｙｕ　ＷａｎｇＬｉｆｅｎｇ　ＺｈａｏＹｏｎｇｈｕｉ
（ＳｔａｔｅＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，

ＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，Ｎａｎｊｉｎｇ　２１００１６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｔｙｐｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｍａｔｅｒｉａｌｓｗａｓｕｓｅｄｉｎａｃｔｉｖｅｆｌｕｔｔｅｒｓｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆａｓｗｅｐｔ－ｂａｃｋ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌａｍｉｎａｔｅｐｌａｔｅ．Ｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｓｅｎｓｏｒｓａｎｄａｃｔｕａｔｏｒｓ
ｈａｖｅｓｅｌｆ－ｍｏｎｉｔｏｒｉｎｇａｎｄｃｏｎｔｒｏｌｃａｐａｂｉｌｉｔｉｅｓｄｕｅｔｏｔｈｅｄｉｒｅｃｔ／ｃｏｎｖｅｒｓｅｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｅｆｆｅｃｔ．Ａｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｗａｓｄｅｒｉｖｅｄｆｏｒｍｏｄｅｌｉｎｇｔｈｅｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌｃｏｕｐｌｉｎｇｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｅｄｏｕｂｌｅｔｌａｔｔｉｃｅｍｅｔｈｏｄ
ｗａｓｕｓｅｄｔｏｍｏｄｅｌｔｈｅｕｎｓｔｅａｄｙａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｌｏａｄｓａｃｔｉｎｇｏｎｔｈｅｌｉｆｔｉｎｇｓｕｒｆａｃｅ．ＭｏｄａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄＲｏｇｅｒ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｗｅｒｅｉｎｖｏｌｖｅｄｔｏｄｅｖｅｌｏｐｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｍｏｔｉｏｎｉｎｓｔａｔｅ－ｓｐａｃｅ．ＬＱＧｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｂａｓｅｄｏｎｍｕｌｔｉ－
ｉｎｐｕｔｍｕｌｔｉ－ｏｕｔｐｕｔｓｙｓｔｅｍｗａｓｄｅｓｉｇｎｅｄ．Ｔｈｅｆｌｕｔｔｅｒｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄ－ｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｗａｓｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈ
ｔｈｅｏｐｅｎ－ｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｂｙｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓ．Ｔｈｅｆｌｕｔｔｅｒｓｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｉｎｔｈｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｕ
ｓｉｎｇｔｈｅＲｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａｍｅｔｈｏｄ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅａｂｏｖｅｍｅｔｈｏｄｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｍａｔｅｒｉａｌｓ，　ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，　ａｃｔｉｖｅｆｌｕｔｔｅｒｓｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎ，　ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈ
ｏｄ，　ＬＱＧｃｏｎｔｒｏｌ
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第５期 岳承宇等：基于压电作动器／传感器的升力面颤振主动抑制

附录：

附录Ａ　式（２）中各矩阵的表达式

Δ [ ]＝ ｕ ｖ ｗＴ （Ａ．１）

ｄ＝ ｕ０ ｖ０ ｗ０ θｘ θ[ ]ｙ Ｔ
（Ａ．２）

Ｚ＝
１ ０ ０ ｚ ０
０ １ ０ ０ ｚ









０ ０ １ ０ ０

（Ａ．３）

附录Ｂ　式（３）中各矩阵的表达式

εｒｅ＝ ε１ ε２ ε６ ε５ ε[ ]４ Ｔ
（Ｂ．１）

ε０＝
ｕ０
ｘ

ｖ０
ｙ

ｕ０
ｙ
＋
ｖ０
[ ]ｘ

Ｔ

（Ｂ．２）

κ＝
θｘ
ｘ

θｙ
ｙ

θｘ
ｙ
＋
θｙ
[ ]ｘ

Ｔ

（Ｂ．３）

γ０＝
ｗ０
ｘ
＋θｘ

ｗ０
ｙ
＋θ[ ]ｙ

Ｔ

（Ｂ．４）

Ｚ′＝
Ｉ３×３ ｚＩ３×３ ０３×２
０２×３ ０２×３ Ｉ[ ]

２×２

（Ｂ．５）

附录Ｃ　式（６）中各矩阵的表达式

σｒｅ
ｋ＝ σ１ σ２ σ６ σ５ σ[ ]４ （ｋ）Ｔ

（Ｃ．１）

εｒｅ
ｋ＝ ε１ ε２ ε６ ε５ ε[ ]４ （ｋ）Ｔ

（Ｃ．２）

Ｃｒｅ
ｋ＝

Ｃｐ
ｋ ０３×２

０２×３ Ｃｓ[ ]ｋ （Ｃ．３）

其中：

Ｃｐ
ｋ＝

Ｃ１１ Ｃ１２ ０

Ｃ１２ Ｃ２２ ０

０ ０ Ｃ









６６

（ｋ）

Ｃｓ
ｋ＝
αＣ５５ ０

０ αＣ[ ]
４４

（ｋ）

α＝５／６
Ｃ１１

ｋ ＝Ｃ１１
ｋ－Ｃ１３

ｋＣ１３
ｋ／Ｃ３３

ｋ

Ｃ１２
ｋ ＝Ｃ１２

ｋ－Ｃ１３
ｋＣ２３

ｋ／Ｃ３３
ｋ

Ｃ２２
ｋ ＝Ｃ２２

ｋ－Ｃ２３
ｋＣ２３

ｋ／Ｃ３３
ｋ

ｅｒｅ
ｋＴ＝

０ ０ ｅ３１

０ ０ ｅ３２

０ ０ ０

αｅ１５ ０ ０

０ αｅ２４

















０

（ｋ）

（Ｃ．４）

其中：

α＝５／６
ｅ３１

ｋ＝ｅ３１
ｋ－ｅ３３

ｋＣ１３
ｋ／Ｃ３３

ｋ

ｅ３２
ｋ＝ｅ３２

ｋ－ｅ３３
ｋＣ２３

ｋ／Ｃ３３
ｋ

ｒｅ
ｋ＝

１１ ０ ０

０ ２２ ０

０ ０ ３３











（ｋ）

（Ｃ．５）

其中：

３３
ｋ＝３３

ｋ＋ｅ３３
ｋｅ３３

ｋ／Ｃ３３
ｋ

附录Ｄ　式（１０）中各矩阵的表达式
Ｂε＝ Ｂε１ Ｂε２ Ｂε３ Ｂε[ ]４ （Ｄ．１）

其中：

Ｂεｉ＝

Ｎｉ
ｘ

０ ０ ０ ０

０
Ｎｉ
ｙ

０ ０ ０

Ｎｉ
ｙ

Ｎｉ
ｘ

















０ ０ ０

（ｉ＝１，…，４）

Ｂκ＝ Ｂκ１ Ｂκ２ Ｂκ３ Ｂκ[ ]４ （Ｄ．２）
其中：

Ｂκｉ＝

０ ０ ０
Ｎｉ
ｘ

０

０ ０ ０ ０
Ｎｉ
ｙ

０ ０ ０
Ｎｉ
ｙ

Ｎｉ


















ｘ

（ｉ＝１，…，４）

Ｂγ＝ Ｂγ１ Ｂγ２ Ｂγ３ Ｂγ[ ]４ （Ｄ．３）
其中：

Ｂγｉ＝
０ ０

Ｎｉ
ｘ

Ｎｉ ０

０ ０
Ｎｉ
ｙ

０ Ｎ











ｉ

（ｉ＝１，…，４）

附录Ｅ　式（１５）中各矩阵的表达式

Ｚｐ
１＝ １
ｈ１－ｈ２

－（ｚ－ｈ２） ０ ０

０ －（ｚ－ｈ２） ０

０ ０ －









１

（Ｅ．１）

Ｚｐ
Ｎ＝ １
ｈＮ＋１－ｈＮ

－（ｚ－ｈＮ） ０ ０

０ －（ｚ－ｈＮ） ０

０ ０ －









１

（Ｅ．２）

５７３
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Ｂｐ＝

Ｎ１
ｘ

Ｎ２
ｘ

Ｎ３
ｘ

Ｎ４
ｘ

Ｎ１
ｙ

Ｎ２
ｙ

Ｎ３
ｙ

Ｎ４
ｙ

Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３ Ｎ















４

（Ｅ．３）

附录Ｆ　式（２０）中各矩阵的表达式

Ｍｅ ＝∑
Ｎ

ｋ＝１
∫ΩｋＮＴＺＴρｋＺＮｄΩ （Ｆ．１）

Ｋｅｍ ＝∑
Ｎ

ｋ＝１
∫ΩｋＢＴＺ′ＴＣｒｅｋＺ′ＢｄΩ （Ｆ．２）

Ｋｅｍａ ＝∫Ω１ＢＴＺ′Ｔｅｒｅ１ＴＺｐ１ＢｐｄΩ （Ｆ．３）

Ｋｅａａ ＝∫Ω１ＢｐＴＺｐ１Ｔｒｅ１Ｚｐ１ＢｐｄΩ （Ｆ．４）

Ｋｅｍｓ＝∫ΩＮＢＴＺ′ＴｅｒｅＮＴＺｐＮＢｐｄΩ （Ｆ．５）

Ｋｅｓｓ＝∫ΩＮＢｐＴＺｐＮＴｒｅＮＺｐＮＢｐｄΩ （Ｆ．６）

Ｆｅ１ ＝∫ＳＮＴＺ（ｚ＝ｈ１）ＴｆｓｄＳ （Ｆ．７）

Ｆｅ２ ＝∫ＳＮｐＴσｄＳ （Ｆ．８）

附录Ｇ　材料的特性参数
Ｔ３００／９７６ｇｒａｐｈｉｔｅｅｐｏｘｙ［１３，２０］

Ｅ１１＝１５０ＧＰａ，Ｅ２２＝Ｅ３３＝９ＧＰａ，

ν１２＝ν２３＝ν１３＝０．３，Ｇ１２＝Ｇ１３＝７．１ＧＰａ，

Ｇ２３＝２．５ＧＰａ，ρ＝１６００ｋｇ／ｍ
３

ＰＺＴ５Ａ［１３，２１］

Ｅ１１＝Ｅ２２＝６１．０ＧＰａ，Ｅ３３＝５３．２ＧＰａ，

ν１２＝０．３５，ν１３＝ν２３＝０．３８，Ｇ１２＝２２．６ＧＰａ，

Ｇ１３＝Ｇ２３＝２１．１ＧＰａ，ρ＝７７５０ｋｇ／ｍ
３，

ｄ３１＝ｄ３２＝－１７１×１０
－１２ｍ／Ｖ，

ｄ３３＝３７４×１０
－１２ｍ／Ｖ，

ｄ２４＝ｄ１５＝５８４×１０
－１２ｍ／Ｖ，ｅＴ＝ＣｄＴ

１１＝２２＝１．５３×１０
－８Ｆ／ｍ，３３＝１．５×１０

－８Ｆ／ｍ

ＰＶＤＦ［２２，２３］

　Ｃ＝

３．６１１．６１１．４２ ０ ０ ０
１．６１３．１３１．３１ ０ ０ ０
１．４２１．３１１．６３ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０．５５ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０．５９ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０．



















６９

ＧＰａ

ｄＴ＝

０ ０ ２１．０
０ ０ １．５
０ ０ －３２．５
０ －２３ ０
－２７ ０ ０



















０ ０ ０

×１０－１２ｍ／Ｖ，

＝
６．１ ０ ０
０ ７．５ ０
０ ０ ６．









７
０，０＝８．８５×１０

－１２Ｆ／

ｍ，
ｅＴ＝ＣｄＴ，ρ＝１８００ｋｇ／ｍ３

附录Ｈ　式（３６）和式（３７）中各矩阵的表达式

　Ａｃｏｎ＝

０ Ｉ ０ … ０

－珦Ｍ－１珘Ｋ －珦Ｍ－１珟Ｄｑｄ珦Ｍ
－１Ａ３ … ｑｄ珦Ｍ

－１ＡＮ

０ Ｉ －ＶｂＲ
γ１Ｉ… ０

   

０ Ｉ ０ … －ＶｂＲ
γＮ－２






















Ｉ

（Ｈ．１）

Ｂｃｏｎ＝

０
珦Ｍ－１Ｑｃ
０
















０

（Ｈ．２）

Ｃｃｏｎ＝ Ｑｏ ０ ０ …[ ]０ （Ｈ．３）

６７３


