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一类耦合抽象非线性梁方程组的整体解

郝晓荣　张建文

（太原理工大学数学学院，太原　０３００２４）

摘要　研究了一类抽象耦合非线性梁方程组在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的初值问题．首先运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对两个方

程进行一定的处理，然后证明收敛性，最后证明了上述非线性梁方程组的整体弱解的存在性．

关键词　非线性，　耦合，　梁方程，　整体解

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１４０７３

引言

２００８年，ＰｅｄｒｏＰａｂｌｏＤｕｒａｎｄＬａｚｏ［１］运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法证明了以下抽象方程

ｕ̈＋Ｍ（ Ａ
１
２ｕ ２）Ａｕ＋Ｎ（ Ａαｕ ２）Ａαｕ＝ｆ）

整体解的存在性，其中 ０＜α≤１，Ｍ（ｓ），Ｎ（ｓ）∈
Ｃ（［０，＋∞）；Ｒ），且对ｓ≥０，ｍ０，ｎ０＞０，有 Ｍ（ｓ）

≥ｍ０，Ｎ（ｓ）≥ｎ０．

２０１０年，李润民，张建文［２］等研究了以下一类

抽象非线性梁方程

ｕ̈＋Ａ２ｕ＋Ｍ（ Ａ
１
２ｕ ２）Ａｕ＋Ｎ（ Ａαｕ ２）Ａαｕ＝ｆ

在初始条件 ｕ（ｘ，０）＝ｕ０，ｕ（ｘ，０）＝ｕ１，ｘ∈Ω下整
体弱解的存在性问题，其中Ω＝（０，ｌ），０＜α≤１．
２０１１年，张建文，丁霞霞［３］等研究了以下抽象

耦合非线性方程组

ｕ̈＋Ｍ（ Ａ
１
２ｕ ２＋ Ａ

１
２ｖ２）Ａｕ＋Ｎ（ Ａαｕ ２）Ａαｕ＝ｆ

ｖ̈＋Ｍ（ Ａ
１
２ｕ ２＋ Ａ

１
２ｖ２）Ａｖ＋Ｎ（ Ａαｖ２）Ａα{ ｖ＝ｇ

在一定的初始条件下整体弱解的存在性问题，其中

Ω＝（０，ｌ），ｌ＞０，０＜α≤１．
在本文中，我们将研究如下的一类抽象耦合非

线性梁方程组

ｕ̈＋Ａ２ｕ＋Ｍ（ Ａ
α
２ｕ ２＋ Ａ

α
２ｖ ２）Ａαｕ＋

　Ｎ（ Ａβｕ ２）Ａβｕ＝ｆ

ｖ̈＋Ａ２ｖ＋Ｍ（ Ａ
α
２ｕ ２＋ Ａ

α
２ｖ ２）Ａαｖ＋

　Ｎ（ Ａβｖ ２）Ａβ










ｖ＝ｇ

（１）

在初始条件

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０，ｖ（ｘ，０）＝ｖ０，ｘ∈Ω
ｕ（ｘ，０）＝ｕ１，ｖ（ｘ，０）＝ｖ１，ｘ∈{ Ω

（２）

下整体弱解的存在性问题，其中 Ω＝（０，ｌ），ｌ＞０，０

＜α≤１，０＜β≤１，函数 Ｍ（．），Ｎ（．）的定义同

文［１］，ｕ＝ｕ
ｔ
，̈ｕ＝

２ｕ
ｔ２
，ｔ∈［０，Ｔ］（０＜Ｔ＜∞）．

１　预备知识

设｛Ｖ，（（．，．））｝和｛Ｈ，（．，．）｝均为实的 Ｈｉｌ
ｂｅｒｔ空间，Ｖ连续且稠密地嵌入到 Ｈ中，算子 Ａ是

由三重结构（Ｖ，Ｈ，（（．，．）））定义的，则 Ａ是定义
在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ上的正定自共轭算子，Ａ的特征
值｛λｊ｝满足０＜λ１＜λ２＜… ＜λｎ＜…及 λｎ→ ＋∞
（ｎ→＋∞），它所对应的特征值向量｛ωｊ（ｘ）｝ｊ∈Ｎ＋．

空间Ｄ（Ａｓ）＝｛ｕ∈Ｄ（Ａ
１
２），Ａｓｕ∈Ｈ｝，其中的

内积及范数定义如下

（ｕ，ｖ）Ｄ（Ａｓ）＝（Ａ
ｓｕ，Ａｓｖ）＝∑

∞

ｊ＝１
λ２ｓｊ（ｕ，ωｊ）（ｖ，ωｊ）

ｕ，ｖ∈Ｄ（Ａｓ）

ｕ ２
Ｄ（Ａｓ）＝ Ａｓｕ ２＝∑

∞

ｊ＝１
λ２ｓｊ（ｕ，ωｊ）

２

ｕ∈Ｄ（Ａｓ）

特别，ｓ＝０，时，记Ｈ＝Ｄ（Ａ０）；并且记Ｖ＝Ｄ（Ａ
α
２）．

引理 １［４］　（Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式）设 ｆ∈Ｌ∞（０，
Ｔ），ｋ０，ｃ０为常数，若对一切ｔ∈［０，Ｔ］下式成立：

ｆ（ｔ）≤ｃ０＋ｋ∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｄｓ，

则
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ｆ（ｔ）≤ｃ０ｅ
ｋｔ．

引理 ２［４］　设 Ｘ，Ｙ为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间或可分的
Ｂａｎａｃｈ空间，其对偶空间为 Ｘ′，Ｙ′，设 Ｙ连续且稠
密地嵌入到Ｘ中，若 ｕμ→ｕ在 Ｌ

∞（０，Ｔ；Ｘ′）中弱

收敛；且ｕμ→ χ在Ｌ
∞（０，Ｔ；Ｙ′）中弱收敛；则χ＝

ｕ在Ｌ（０，Ｔ；Ｙ′）中成立．

２　弱解的存在性

定理　设０＜α≤１，０＜β≤１，Ｍ（．），Ｎ（．）∈
Ｃ（［０，＋∞）；Ｒ），存在 ｍ０，ｎ０＞０，且对ｚ０，有
Ｍ（ｚ）ｍ０，Ｎ（ｚ）ｎ０，Ａ是定义在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ
上的正定自共轭算子，若

（ｕ０，ｕ１，ｆ）∈Ｄ（Ａ）×Ｈ×Ｌ
２（０，Ｔ；Ｈ）

（ｖ０，ｖ１，ｇ）∈Ｄ（Ａ）×Ｈ×Ｌ
２（０，Ｔ；Ｈ{ ）

（３）

则问题（１）和（２）存在一个弱解（ｕ，ｖ）＝（ｕ
（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）），对φ∈Ｖ，在 Ｄ′（０，Ｔ）中，满足方
程

ｄ
ｄｔ（ｕ，φ）＋（Ａｕ，Ａφ）＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕ ２＋

　 Ａ
α
２ｖ ２）（Ａ

α
２ｕ，Ａ

α
２φ）＋Ｎ（ Ａβｕ ２）·

　（Ａ
β
２ｕ，Ａ

β
２φ）＝（ｆ，φ）

ｄ
ｄｔ（ｖ，φ）＋（Ａｖ，Ａφ）＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕ ２＋

　 Ａ
α
２ｖ ２）（Ａ

α
２ｖ，Ａ

α
２φ）＋Ｎ（ Ａβｖ ２）·

　（Ａ
β
２ｖ，Ａ

β
２φ）＝（ｇ，φ



















）

（４）
及初始条件

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０，ｖ（ｘ，０）＝ｖ０
ｕ（ｘ，０）＝ｕ１，ｖ（ｘ，０）＝ｖ{

１

（５）

且

ｕ，ｖ∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｖ∩Ｄ（Ａβ））∩

　Ｌ２（０，Ｔ；Ｄ（Ａ
α＋β
２）） （６）

ｕ，ｖ∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ）∩Ｌ２（０，Ｔ；Ｄ（Ａ
β
２）） （７）

证明：　记Ｖｍ为Ａ的前ｍ个特征向量ω１，ω２，

…，ωｍ所张成的子空间，显然 ＶｍＤ（Ａ），构造初
值问题（１），（２）的近似解序列｛ｕｍ（ｘ，ｔ），ｖｍ（ｘ，ｔ）｝
如下：

ｕｍ（ｘ，ｔ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｇｊｍ（ｔ）ωｊ，

ｖｍ（ｘ，ｔ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｈｊｍ（ｔ）ωｊ，

使得φ∈Ｖｍ满足以下方程

（̈ｕｍ，φ）＋（Ａ
２ｕｍ，φ）＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ

２＋

　 Ａ
α
２ｖｍ

２）（Ａαｕｍ，φ）＋Ｎ（ Ａβｕｍ
２）·

　（Ａβｕｍ，φ）＝（ｆ，φ） （８）

（̈ｖｍ，φ）＋（Ａ
２ｖｍ，φ）＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ

２＋

　 Ａ
α
２ｖｍ

２）（Ａαｖｍ，φ）＋Ｎ（ Ａβｖｍ
２）·

　（Ａβｖｍ，φ）＝（ｇ，φ） （９

















）

在（８），（９）中分别取φ＝ωｊ（ｊ＝１，２…，ｍ），得

（̈ｕｍ，ωｊ）＋（Ａ
２ｕｍ，ωｊ）＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ

２＋

　 Ａ
α
２ｖｍ

２）（Ａαｕｍ，ωｊ）＋Ｎ（ Ａβｕｍ
２）·

　（Ａβｕｍ，ωｊ）＝（ｆ，ωｊ） （１０）

（̈ｖｍ，ωｊ）＋（Ａ
２ｖｍ，ωｊ）＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ

２＋

　 Ａ
α
２ｖｍ

２）（Ａαｖｍ，ωｊ）＋Ｎ（ Ａβｖｍ
２）·

　（Ａβｖｍ，ωｊ）＝（ｇ，ωｊ） （１１

















）

及初始条件

ｕｍ（ｘ，ｔ）＝ｕ０ｍ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｇｊｍ（０）ωｊ＝∑

ｍ

ｊ＝１
（ｕ０，ωｊ）ωｊ→ ｕ０

在Ｄ（Ａ）中强收敛；

ｖｍ（ｘ，０）＝ｖ０ｍ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｈｊｍ（０）ωｊ＝∑

ｍ

ｊ＝１
（ｖ０，ωｊ）ωｊ→ ｖ０

在Ｄ（Ａ）中强收敛；

ｕｍ（ｘ，０）＝ｕ１ｍ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｇ·ｊｍ（０）ωｊ＝∑

ｍ

ｊ＝１
（ｕ１，ωｊ）ωｊ→ ｕ１

在Ｈ中强收敛；

ｖｍ（ｘ，０）＝ｖ１ｍ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｈ
·

ｊｍ（０）ωｊ＝∑
ｍ

ｊ＝１
（ｖ１，ωｊ）ωｊ→ ｖ１

在Ｈ中强收敛．
由常微分方程理论知，存在 ｔｊ＞０，使得方程组

（１０）和（１１）在相应的初始条件下，在［０，Ｔ］（Ｔ＝
ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｍ

｛ｔｊ｝）上存在解｛ｇｊｍ（ｔ），ｈｊｍ（ｔ）｝，从而可得近

似解｛ｕｍ（ｘ，ｔ），ｖｍ（ｘ，ｔ）｝．

（１０）式乘２ｇ·ｊｍ（ｔ），（１１）式乘２ｈ
·

ｊｍ（ｔ），并且对ｊ
求和后得

（̈ｕｍ，２ｕｍ）＋（Ａ
２ｕｍ，２ｕｍ）＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ

２＋

　 Ａ
α
２ｖｍ

２）（Ａαｕｍ，２ｕｍ）＋Ｎ（ Ａβｕｍ
２）·

　（Ａβｕｍ，２ｕｍ）＝（ｆ，２ｕｍ）

（̈ｖｍ，２ｖｍ）＋（Ａ
２ｖｍ，２ｖｍ）＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ

２＋

　 Ａ
α
２ｖｍ

２）（Ａαｖｍ，２ｖｍ）＋Ｎ（ Ａβｖｍ
２）·

　（Ａβｖｍ，２ｖｍ）＝（ｇ，２ｖｍ

















）

４４３
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ｄ
ｄｔｕｍ

２＋ｄｄｔＡｕｍ
２＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ

２＋

　 Ａ
α
２ｖｍ

２）
ｄ
ｄｔＡ

α
２ｕｍ

２＋２Ｎ（ Ａβｕｍ
２）·

　 Ａ
β
２ｕｍ

２＝（ｆ，２ｕｍ） （１２）

ｄ
ｄｔｖｍ

２＋ｄｄｔＡｖｍ
２＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ

２＋

　 Ａ
α
２ｖｍ

２）
ｄ
ｄｔＡ

α
２ｖｍ

２＋２Ｎ（ Ａβｖｍ
２）·

　 Ａβｖｍ
２＝（ｇ，２ｖｍ） （１３





















）

对（１２），（１３）两式分别从０到ｔ积分并相加得

　 ｕｍ（ｔ）
２＋ Ａｕｍ（ｔ）

２＋ ｖｍ（ｔ）
２＋ Ａｖｍ（ｔ）

２＋

　 ２∫
ｔ

０
Ｎ（ Ａβｕｍ（τ）

２） Ａ
β
２ｕｍ（τ）

２）ｄτ＋

　２∫
ｔ

０
Ｎ（ Ａβｖｍ（τ）

２） Ａ
β
２ｖｍ（τ）

２）ｄτ＋

　∫
ｔ

０
Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ（τ）

２） Ａ
α
２ｖｍ（τ）

２）·

　 ｄ
ｄｔ（ Ａ

α
２ｕｍ（τ）

２＋ Ａ
α
２ｖｍ（τ）

２）ｄτ＝

　２∫
ｔ

０
（ｆ（τ），ｕｍ（τ））ｄτ＋ ｕｍ（０）

２＋

　２∫
ｔ

０
（ｇ（τ），ｖｍ（τ））ｄτ＋ ｖｍ（０）

２＋

　 Ａｕｍ（０）
２＋ Ａｖｍ（０）

２

记 Ｆ^（ｓ）＝∫
ｓ

０
Ｆ（τ）ｄτ，由Ｎ（ｚ）≥ｎ０则上式可化为

ｕｍ（ｔ）
２＋ ｖｍ（ｔ）

２＋ Ａｕｍ（ｔ）
２＋

　 Ａｖｍ（ｔ）
２＋２ｎ０∫

ｔ

０
Ａ
β
２ｕｍ（τ）

２）ｄτ＋

　２ｎ０∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｖｍ（τ）

２）ｄτ＋^Ｍ（ Ａ
α
２ｕｍ（ｔ）

２）＋

　 Ａ
α
２ｖｍ（ｔ）

２）≤ ｕｍ（０）
２＋ ｖｍ（０）

２＋

　 Ａｕｍ（０）
２＋ Ａｖｍ（０）

２＋∫
ｔ

０
ｕｍ（τ）

２ｄτ＋

　∫
ｔ

０
ｖｍ（τ）

２ｄτ＋∫
ｔ

０
（ｆ（τ） ２＋ ｇ（τ） ２）ｄτ＋

　^Ｍ（ Ａ
α
２ｕｍ（０）

２＋ Ａ
α
２ｖｍ（０）

２）

类似于文献［１］由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可得

ｕｍ（ｔ）
２≤Ｃ， ｖｍ（ｔ）

２≤Ｃ

Ａｕｍ（ｔ）
２≤Ｃ， Ａｖｍ（ｔ）

２≤Ｃ

Ａ
α
２ｕｍ（ｔ）

２≤Ｃ， Ａ
α
２ｖｍ（ｔ）

２≤
{

Ｃ

（１４）

且容易得出

∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ≤Ｃ，

∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｖｍ（τ）

２ｄτ≤{ Ｃ
（１５）

其中Ｃ表示与ｍ，ｔ无关的正常数，且在不同的地方
表示不同的值．

（８），（９）两式中分别取 φ＝Ａβｕｍ（ｔ），φ＝Ａβｖｍ
（ｔ），可得

（̈ｕｍ，Ａβｕｍ）＋（Ａ
２ｕｍ，Ａβｕｍ）＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ

２＋

　 Ａ
α
２ｖｍ

２）（Ａαｕｍ，Ａβｕｍ）＋Ｎ（ Ａβｕｍ
２）·

　（Ａβｕｍ，Ａβｕｍ）＝（ｆ，Ａβｕｍ） （１６）

（̈ｖｍ，Ａβｖｍ）＋（Ａ
２ｖｍ，Ａβｖｍ）＋Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ

２＋

　 Ａ
α
２ｖｍ

２）（Ａαｖｍ，Ａβｖｍ）＋Ｎ（ Ａβｖｍ
２）·

　（Ａβｖｍ，Ａβｖｍ）＝（ｇ，Ａβｖｍ） （１７

















）

将（１６），（１７）分别从０到ｔ积分，并将两式相加得

ｕｍ（ｔ），Ａβｕｍ（ｔ））－（ｕｍ（０），Ａβｕｍ（０））－

　∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ＋（ｖｍ（ｔ），Ａβｖｍ（ｔ））－

　（ｖｍ（０），Ａβｖｍ（０））－∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｖｍ（τ）

２）ｄτ＋

　∫
ｔ

０
Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ（τ）

２）＋ Ａ
α
２ｖｍ（τ）

２）·

　（ Ａ
α＋β
２ｕｍ（τ）

２＋ Ａ
α＋β
２ｖｍ（τ）

２）ｄτ＋

　 １２∫
ｔ

０
Ｎ（ Ａβｕｍ（τ）

２）
ｄ
ｄｔＡ

βｕｍ（τ）
２ｄτ＋

　 １２∫
ｔ

０
Ｎ（ Ａβｖｍ（τ）

２）
ｄ
ｄｔＡ

βｖｍ（τ）
２ｄτ＋

　∫
ｔ

０
Ａ１＋

β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ＋∫
ｔ

０
Ａ１＋

β
２ｖｍ（τ）

２ｄτ＝

　∫
ｔ

０
（ｆ（τ），Ａβｕｍ（τ））ｄτ＋∫

ｔ

０
（ｇ（τ），Ａβｖｍ（τ））ｄτ

所以

∫
ｔ

０
Ｍ（ Ａ

α
２ｕｍ（τ）

２）＋ Ａ
α
２ｖｍ（τ）

２）·

　（ Ａ
α＋β
２ｕｍ（τ）

２＋ Ａ
α＋β
２ｖｍ（τ）

２）ｄτ＋

　 １２∫
ｔ

０
Ｎ（ Ａβｕｍ（τ）

２）
ｄ
ｄｔＡ

βｕｍ（τ）
２ｄτ＋

　 １２∫
ｔ

０
Ｎ（ Ａβｖｍ（τ）

２）
ｄ
ｄｔＡ

βｖｍ（τ）
２ｄτ＋

　∫
ｔ

０
Ａ１＋

β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ＋∫
ｔ

０
Ａ１＋

β
２ｖｍ（τ）

２ｄτ＝

　 －（ｕｍ（ｔ），Ａβｕｍ（ｔ））＋（ｕｍ（０），Ａβｕｍ（０））－

　（ｖｍ（ｔ），Ａβｖｍ（ｔ））＋（ｖｍ（０），Ａβｖｍ（０））＋
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　∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ＋∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｖｍ（τ）

２ｄτ＋

　∫
ｔ

０
（ｆ（τ），Ａβｕｍ（τ））ｄτ＋∫

ｔ

０
（ｇ（τ），Ａβｖｍ（τ））ｄτ

因Ｍ（ｚ）≥ｍ０，Ｎ（ｚ）≥ｎ０，所以

ｍ０∫
ｔ

０
（ Ａ

α＋β
２ｕｍ（τ）

２＋ Ａ
α＋β
２ｖｍ（τ）

２）ｄτ＋

　∫
ｔ

０
Ａ１＋

β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ＋∫
ｔ

０
Ａ１＋

β
２ｖｍ（τ）

２ｄτ＋

　
ｎ０
２（ Ａ

βｕｍ（ｔ）
２＋ Ａβｖｍ（ｔ）

２）≤

　 ｕｍ（０），Ａβｕｍ（０）） ＋ －ｕｍ（ｔ），Ａβｕｍ（ｔ）） ＋

　 ｖｍ（０），Ａβｖｍ（０）） ＋ －ｖｍ（ｔ），Ａβｖｍ（ｔ）） ＋

　∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ＋∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｖｍ（τ）

２ｄτ＋

　∫
ｔ

０
ｆ（τ） Ａβｕｍ（τ） ｄτ＋

　∫
ｔ

０
ｇ（τ） Ａβｖｍ（τ） ｄτ＋

　
ｎ０
２（ Ａ

βｕｍ（０）
２＋ Ａβｖｍ（０）

２）

即

ｍ０∫
ｔ

０
（ Ａ

α＋β
２ｕｍ（τ）

２＋ Ａ
α＋β
２ｖｍ（τ）

２）ｄτ＋

　∫
ｔ

０
Ａ１＋

β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ＋∫
ｔ

０
Ａ１＋

β
２ｖｍ（τ）

２ｄτ＋

　
ｎ０
２（ Ａ

βｕｍ（ｔ）
２＋ Ａβｖｍ（ｔ）

２）≤

　 １２［ ｕｍ（ｔ）
２＋ ｖｍ（ｔ）

２＋

　ｎ０（ Ａβｕｍ（０）
２＋ Ａβｖｍ（０）

２）＋

　∫
ｔ

０
ｆ（τ） ２ｄτ＋∫

ｔ

０
ｇ（τ） ２ｄτ＋

　 １２（ Ａ
βｕｍ（ｔ）

２＋ Ａβｖｍ（ｔ）
２＋

　∫
ｔ

０
Ａβｕｍ（τ）

２ｄτ＋∫
ｔ

０
Ａβｖｍ（τ）

２ｄτ＋

　∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ＋∫
ｔ

０
Ａ
β
２ｖｍ（τ）

２ｄτ＋

　 （ｕｍ（０），Ａβｕｍ（０）） ＋ （ｖｍ（０），Ａβｖｍ（０））
所以

ｎ０
２（ Ａ

βｕｍ（ｔ）
２＋ Ａβｖｍ（ｔ）

２）≤Ｃ＋

　 １２（ Ａ
βｕｍ（ｔ）

２＋∫
ｔ

０
Ａβｕｍ（τ）

２ｄτ＋

　 Ａβｖｍ（ｔ）
２＋∫

ｔ

０
Ａβｖｍ（τ）

２ｄτ）

对上式应用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得
Ａβｕｍ（ｔ）

２≤Ｃ， Ａβｖｍ（ｔ）
２≤Ｃ （１８）

且

∫
ｔ

０
（ Ａ１＋

β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ≤Ｃ；

∫
ｔ

０
（ Ａ１＋

β
２ｖｍ（τ）

２ｄτ≤Ｃ；

∫
ｔ

０
（ Ａ

α＋β
２ｕｍ（τ）

２ｄτ≤Ｃ；

∫
ｔ

０
（ Ａ

α＋β
２ｖｍ（τ）

２ｄτ≤Ｃ （１９）

由（１５），（１９）知｛ｕｍ｝，｛ｖｍ｝∈Ｌ
２（０，Ｔ；Ｄ

（Ａ
α＋β
２）），｛ｕｍ｝，｛ｖｍ｝∈Ｌ

２（０，Ｔ；Ｄ（Ａ
β
２）），由 Ａｕｂｉｎ

Ｌｉｏｎｓ［５］的紧性理论知，分别存在｛ｕｍ｝，｛ｖｍ｝的子序

列｛ｕμ｝，｛ｖμ｝及函数 ｕ，ｖ使得｛ｕμ｝，｛ｖμ｝在 Ｌ
２（０，

Ｔ；Ｄ（Ａ
α＋β
２））中分别弱收敛于 ｕ，ｖ；｛ｕμ｝，｛ｖμ｝在 Ｌ

２

（０，Ｔ；Ｄ（Ａ
β
２））中分别弱收敛于也ｕ，ｖ．

由（１４），（１８）知｛ｕｍ｝，｛ｖｍ｝∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｖ∩Ｄ

（Ａβ）），｛ｕｍ｝｛ｖｍ｝∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ），因为可分的赋范
线性空间的一致有界泛函序列必可取出一个弱
收敛的子序列（｛ｕｍ｝，｛ｖｍ｝的子序列记为｛ｕμ｝，

｛ｖμ｝），使得｛ｕμ｝，｛ｖμ｝）在 Ｌ
∞（０，Ｔ）；Ｖ∩Ｄ（Ａβ））

中分别弱收敛于χ，η；｛ｕμ｝，｛ｖμ｝在 Ｌ
∞（０，Ｔ；Ｈ）

中分别弱收敛于 χ～，η～，由引理２得 χ～＝χ，η～＝η在
Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ）中成立．

进一步可证 χ＝ｕ，η＝ｖ在 Ｌ∞（０，Ｔ；Ｖ∩Ｄ

（Ａβ））∩Ｌ２（０，Ｔ；Ｄ（Ａ
α＋β
２））中成立；χ～＝ｕ，η～＝ｖ在

Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ）∩Ｌ２（０，Ｔ；Ｄ（Ａ
β
２））中成立．

现在固定ｊ，取μ＞ｊ，可证得
ｄ
ｄｔ（ｕμ，ωｊ）→

ｄ
ｄｔ（ｕ，ωｊ）

在Ｄ′（０，Ｔ）中收敛；
ｄ
ｄｔ（ｖμ，ωｊ）→

ｄ
ｄｔ（ｖ，ωｊ）

在Ｄ′（０，Ｔ）中收敛；
（Ａ２ｕμ，ωｊ）→（Ａ

２ｕ，ωｊ）

在Ｌ∞（０，Ｔ）中弱收敛；
（Ａ２ｖμ，ωｊ）→（Ａ

２ｖ，ωｊ）

在Ｌ∞（０，Ｔ）中弱收敛；

Ｍ（ Ａ
α
２ｕμ

２＋ Ａ
α
２ｖμ

２）（Ａαｕμ，ωｊ）→

　Ｍ（ Ａ
α
２ｕ ２＋ Ａ

α
２ｖ ２）（Ａαｕ，ωｊ）
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在Ｌ∞（０，Ｔ）中弱半收敛；

Ｍ（ Ａ
α
２ｕμ

２＋ Ａ
α
２ｖμ

２）（Ａαｖμ，ωｊ）→

　Ｍ（ Ａ
α
２ｕ ２＋ Ａ

α
２ｖ ２）（Ａαｖ，ωｊ）

在Ｌ∞（０，Ｔ）中弱半收敛；

Ｎ（ Ａβｕμ
２）（Ａβｕμ，ωｊ）→

　Ｎ（ Ａβｕ ２）（Ａβｕ，ωｊ）

在Ｌ∞（０，Ｔ）中弱收敛；

Ｎ（ Ａβｖμ
２）（Ａβｖμ，ωｊ）→

　Ｎ（ Ａβｖ ２）（Ａβｖ，ωｊ）

在Ｌ∞（０，Ｔ）中弱收敛．

令μ→∞，则 ｍ→∞，再由基｛ωｊ）在 Ｖ中的稠

密性，故φ∈Ｖ，当∑
ｍ

ｊ＝１
ｃｊωｊ→φ时，（ｕ，ｖ）在Ｄ′（０，Ｔ）

中满足方程（４），所以问题（１），（２）的弱解存在．

再证定理中的弱解满足初始条件（５），引入连

续函数空间

Ｃ１Ｔ［０，Ｔ］＝｛φ∈Ｃ
１［０，Ｔ］；φ（Ｔ）＝φ′（Ｔ）＝

０｝

作ψ＝∑
ｋ

ｊ＝１
φｊωｊ，φｊ∈Ｃ

１
Ｔ［０，Ｔ］，有 ψ（Ｔ）＝０，

ψ′（Ｔ）＝０，对∫
Ｔ

０
（̈ｕｍ，ψ）ｄｔ和∫

Ｔ

０
（̈ｕ，ψ）ｄｔ分别利用

分部积分，可证得 ｕ（０）＝ｕ１，同理有 ｖ（０）＝ｖ１；再

对∫
Ｔ

０
（ｕｍ，ψ）ｄｔ和∫

Ｔ

０
（ｕ，ψ）ｄｔ利用分部积分，可证

得ｕ（０）＝ｕ０，同理可证得ｖ（０）＝ｖ０，定理证毕．

３　结论

本文研究了一类抽象耦合非线性梁方程组在

Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的初值问题，并证明了方程组的整体
弱解的存在性和解的收敛性．
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