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移动简谐力激励非线性无限长地基梁稳态响应

时伉丽１　丁虎１　陈立群１，２　储德林３

（１．上海大学上海市应用数学和力学研究所，上海　２０００７２）（２．上海大学力学系，上海　２００４４４）
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摘要　同时计入地基中的非线性弹性、黏性以及剪切作用的影响，研究移动集中简谐力作用下无限长地基梁稳态

响应问题．假设基础非线性弹性为立方非线性．通过Ａｄｏｍｉａｎ多项式分解方法和Ｆｏｕｒｉｅｒ变换得到梁稳态响应的

Ｇｒｅｅｎ函数，再运用Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换得到梁稳态响应近似解析解的积分表达式．最后对解析积分表达式应用留数定

理得到复数域上的解．通过数值算例，考察了移动集中简谐力的频率和移动速度对无限长地基梁稳态响应的影响．

另外，还通过算例对比研究了地基的非线性弹性系数和剪切系数对无限长地基梁稳态响应的影响．

关键词　地基梁，　非线性，　无限长，　移动简谐力，　摄动法

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１４０３７

引言

近一个世纪来，铁路、公路运输已发展成为我

国乃至世界主要的交通形式之一．车辆在运行过程
中对路面、路基造成破坏，而路面的破坏又反过来

影响到车辆的运行，对行车的舒适性、安全性能造

成威胁．所以研究路面在车辆作用下的振动对于交
通运输方面有很重要的现实意义．通过移动载荷激
励下地基梁的响应模拟铁路、公路动力学的研究工

作引起多方关照［１－５］．

对于地基梁动力学的研究，学者们主要关注于

线性地基模型．例如，Ｓｕｎ等研究分布式激励的地基

梁的稳态响应［６］．时伉丽等的研究表明，地基对梁的

剪切力不能忽略［７］．随着移动载荷激励的线性地基

梁动力学的研究深入，学者们发现，实际路基是高度

非线性的，因此非线性是一个不可忽略的因素．非线
性地基梁的响应问题逐渐得到关注．由于移动载荷
在数学处理上的特殊性，研究非线性地基梁响应的

方法比较单一．龙述尧［８］和Ｄｉｎｇ等［９］运用模态截断

法，通过有限长地基梁模型研究了移动集中恒力作

用下的地基梁响应，发现地基的非线性弹性影响显

著．Ｗｕ和Ｔｈｏｍｐｓｏｎ［１０］用有限元的方法研究了非线

性地基对轮、轨相互作用的影响．为了丰富非线性地

基梁的研究手段，Ｈｒｙｎｉｅｗｉｃｚ和Ｋｏｚｉｏｌ借助无线长地
基梁模型，通过小波方法研究了非线性地基梁对移

动集中力的响应［１１］．Ｄｉｎｇ等通过无限长非线性地基

梁，比较摄动方法和Ａｄｏｍｉａｎ分解法对移动集中力

响应的近似解析解［１２］．研究表明，无限长地基梁模

型能够用于研究移动载荷作用下的非线性地基梁响

应问题的研究．Ｋａｒｇａｒｎｏｖｉｎ通过无限长地基梁模型，
运用摄动方法研究了移动简谐力作用下非线性地基

梁的响应［１３］．研究发现，移动简谐力的频率对地基

梁的响应有着显著影响．
本文综合考虑了地基中的非线性弹性以及地

基对梁的剪切力的影响，研究了移动简谐力作用下

４参数非线性黏弹性地基梁的稳态响应．扩展非线
性地基梁的研究方法，应用Ａｄｏｍｉａｎ多项式分解方
法，处理移动简谐力作用下立方非线性地基梁响

应．研究地基中的非线性弹性和剪切模量，以及移
动简谐力的频率以及移动速度的影响．

１　模型建立

车与路相互作用是个复杂的动力学问题，为了

考察移动车辆激发的路面动态响应，本文将路面模

型化为无限长的 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁，考虑地基中的
非线性以及黏弹性因素，并计入路基的剪切变形影
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响，将车辆简化成一个移动的集中简谐力．其力学
模型如图１所示．图中的 ｕ为梁的横向变形，ｘ为
沿着路面水平轴线方向的空间坐标，ｔ为时间，Ｆ０
为移动简谐力的恒定幅值，ｖ为移动简谐力沿路面
移动的定常速度，ω为移动简谐力的振动频率．

图１　简谐激励下粘弹性ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁模型

Ｆｉｇ．１　ＡｍｏｄｅｌｆｏｒａｎＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍｏｎａｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｕｎｄｅｒａｍｏｖｉｎｇｈａｒｍｏｎｉｃｌｏａｄ

基于ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论的假设，移动集中
简谐力作用下非线性黏弹性地基梁动态响应的控

制方程可以写成如下形式［９］

ＥＩｕ，ｘｘｘｘ＋ρＡｕ，ｔｔ＋Ｐ（ｘ，ｔ）＝Ｆ０ｅ
ｉωｔδ（ｘ－ｖｔ） （１）

其中ＥＩ为梁的刚度，ρ为梁的密度，Ａ为梁的横截
面积，变量ｘ前面的逗号表示对空间坐标 ｘ求偏导
数，ｔ前面的逗号表示对时间坐标 ｔ求偏导数，Ｐ为
地基对路面的作用力，假设地基为４参数立方非线
性黏弹性Ｐａｓｔｅｒｎａｋ模型［１３］

Ｐ（ｘ，ｔ）＝ｋ１ｕ（ｘ，ｔ）＋ｋ３ｕ
３（ｘ，ｔ）＋ｃｕ，ｔ－Ｇｐｕ，ｘｘ （２）

其中ｋ１为地基的线性弹性系数，ｋ３为地基的非线性
弹性系数，ｃ为地基的阻尼系数，Ｇｐ为地基的剪切系
数．式（１）中的δ（ｘ－ｖｔ）为迪利克雷函数，定义如下

∫
＋∞

－∞
δ（ｘ－ｖｔ）ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ｖｔ） （３）

其中ｆ（ｘ）为任意函数．

２　Ａｄｏｍｉａｎ多项式求解

Ａｄｏｍｉａｎ方法是一种半解析半数值的迭代方
法，已经成功应用于求解非线性方程［１４］．Ａｄｏｍｉａｎ
方法是将非线性项展开为Ａｄｏｍｉａｎ多项式，运用递
归方法计算方程的近似解．该方法应用广泛，能够
解决弱线性问题，强线性问题，边界值问题，随机问

题等．该方法的主要优点是在保持高精度的同时缩
减计算量．下面将通过运用Ａｄｏｍｉａｎ方法处理移动
简谐力作用下的无限长非线性路基上 ＥｕｌｅｒＢｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ梁的稳态响应问题．

假设控制方程（１）式的稳态响应 ｕ（ｘ，ｔ）可以
写成如下无穷个多项式的和的形式

ｕ（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｕｊ（ｘ，ｔ） （４）

将上式带入式（１）中，得到

ＥＩ∑
∞

ｊ＝０
ｕｊ，ｘｘｘｘ＋ρＡ∑

∞

ｊ＝０
ｕｊ，ｔｔ＋ｋ１∑

∞

ｊ＝０
ｕｊ＋ｃ∑

∞

ｊ＝０
ｕｊ，ｔ－

　Ｇｐ∑
∞

ｊ＝０
ｕｊ，ｘｘ ＝Ｆ０ｅ

ｉωｔδ（ｘ－ｖｔ）－ｋ３ｕ
３ （５）

将非线性项ｇ（ｕ）＝ｕ３写成无穷展开的形式

ｇ（ｕ）＝∑
∞

ｊ＝０
Ａｊ （６）

其中序列 Ａｊ为关于 ｕ０，ｕ１，ｕ２，…的 Ａｄｏｍｉａｎ多项
式．将式（６）代入式（５），并写成递归的形式，当 ｊ＝
０时，有

ＥＩｕ０，ｘｘｘｘ＋ρＡｕ０，ｔｔ＋ｋ１ｕ０＋ｃｕ０，ｔ－
　Ｇｐｕ０，ｘｘ＝Ｆ０ｅ

ｉωｔδ（ｘ－ｖｔ） （７）
当ｊ１时，有

ＥＩｕｊ，ｘｘｘｘ＋ρＡｕｊ，ｔｔ＋ｋ１ｕｊ＋ｃｕｊ，ｔ－Ｇｐｕｊ，ｘｘ＝－ｋ３Ａｊ－１（８）
Ａｄｏｍｉａｎ方法将非线性项分解为如下多项式
Ａ０（η）＝ｇ（ｕ０）＝ｕ

３
０

Ａ１（η）＝ｕ１
ｄｇ（ｕ０）
ｄｕ０

Ａ２（η）＝ｕ２
ｄｇ（ｕ０）
ｄｕ０

＋
ｕ２１
２！
ｄ２ｇ（ｕ０）
ｄｕ２０

Ａ３（η）＝ｕ３
ｄｇ（ｕ０）
ｄｕ０

＋

　ｕ１ｕ２
ｄ２ｇ（ｕ０）
ｄｕ２０

＋
ｕ３１
３！
ｄ３ｇ（ｕ０）
ｄｕ３０

（９）

因此，这里的Ａｊ可以写为
Ａ０（η）＝ｕ

３
０，

Ａ１（η）＝３ｕ
２
０ｕ１，



（１０）

在计算中，仅保留前三项Ａｊ
［１３］．

考虑到道路模型为无限长，而且移动载荷沿着

ｘ正方向以常速ｖ运动，因此，进行如下坐标变换
η＝ｘ－ｖｔ （１１）
假设式（７）解的形式为
ｕ０（ｘ，ｔ）＝珘ｕ０－ＥＢ（η）ｅ

ｉωｔ （１２）
其中 珘ｕ０－ＥＢ（η）为稳态响应振幅．本文研究无限长
地基梁，因此，边界条件满足

ｌｉｍ
η→±∞
珓ｕ０－ＥＢ＝０，ｌｉｍ

η→±∞
珓ｕ０－ＥＢ

′＝０，ｌｉｍ
η→±∞
珓ｕ０－ＥＢ

″＝０（１３）

其中的撇号代表对η求导数．应用链式法则［１３－１４］，

将ｕ０（ｘ，ｔ）的偏导数展开为
ｕ０，ｔ＝（－ｖ珘ｕ

′
０－ＥＢ＋ｉω珘ｕ０－ＥＢ）ｅ

ｉωｔ，

ｕ０，ｔｔ＝（ｖ
２珘ｕ″０－ＥＢ－２ｉωｖ珘ｕ

′
０－ＥＢ－ω

２珘ｕ０－ＥＢ）ｅ
ｉωｔ，

９３３
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ｕ０，ｘｘ＝珘ｕ
″
０－ＥＢｅ

ｉωｔ，ｕ０，ｘｘｘｘ＝珘ｕ
″″
０－ＥＢｅ

ｉωｔ （１４）
将式（１４）代入式（８），并应用傅里叶变换可得

Ｕ０－ＥＢ（ξ）＝

　
Ｆ０

（ＥＩξ４＋Ｄ１０－ＥＢξ
２＋Ｄ２０－ＥＢξ＋Ｄ３０－ＥＢ）ｒ

（１５）

其中Ｕ０－ＥＢ（ξ）为格林函数，另外

Ｄ１０－ＥＢ＝Ｇｐ－ρＡｖ
２，Ｄ２０－ＥＢ＝２ωｖρＡ－ｉｖｃ，

Ｄ３０－ＥＢ＝ｋ１＋ｉωｃ－ω
２ρＡ （１６）

对式（１５）应用傅里叶逆变换，可得

珘ｕ０－ＥＢ（η）＝
１
２π∫

＋∞

－∞
Ｕ０－ＥＢ（ξ）ｅ

ｉξηｄξ＝

　
Ｆ０
２πｒ∫

＋∞

－∞

ｅｉξη

ＥＩξ４＋Ｄ１０－ＥＢξ
２＋Ｄ２０－ＥＢξ＋Ｄ３０－ＥＢ

ｄξ

（１７）
根据留数定理可知，函数的积分可以写成被积函数

的留数和的形式．因此可求得在复数域上的封闭解：
当η０时，

珘ｕ０－ＥＢ（η）＝

　
Ｆ０
２πｒ

２πｉ∑
Ｉｍξｊ＞０

ｌｉｍ
ξ→ξｊ
（ξ－ξｊ）Ｕ０－ＥＢ（ξ）ｅ

ｉξη

＋πｉ∑
Ｉｍξｊ＝０

ｌｉｍ
ξ→ξｊ
（ξ－ξｊ）Ｕ０－ＥＢ（ξ）ｅ

ｉ









ξη

（１８）

其中ξｊ为Ｕ０－ＥＢ（ξ）在复平面上半平面的极点；
当η≤０时，

珘ｕ０－ＥＢ（η）＝

　
Ｆ０
２πｒ

２πｉ∑
Ｉｍξｊ＜０

ｌｉｍ
ξ→ξｊ
（ξ－ξｊ）Ｕ０－ＥＢ（ξ）ｅ

ｉξη

＋πｉ∑
Ｉｍξｊ＝０

ｌｉｍ
ξ→ξｊ
（ξ－ξｊ）Ｕ０－ＥＢ（ξ）ｅ

ｉ









ξη

（１９）
其中ξｊ为Ｕ０－ＥＢ（ξ）在复平面下半平面的极点．式
（１７）存在高阶极点时，封闭解的形式为如下形式：

Ｒｅｓ ｅｉξη

ＥＩξ４＋Ｄ１０－ＥＢξ
２＋Ｄ２０－ＥＢξ＋Ｄ３０－{ }

ＥＢ ξ＝ξｌ

＝

　ｌｉｍ
ξ→ξｌ

ｄ
ｄξ

ｅｉξη
（ξ－ξ１）（ξ－ξ２{ }） （２０）

其中ξｌ为Ｕ０－ＥＢ（ξ）的二阶极点，ξ１，ξ２为Ｕ０－ＥＢ（ξ）
的一阶极点．

通过以上推导，已经给出 ｊ＝０时的封闭解．接
下来考虑ｊ＝１和２时的解．将式（９）展开为

ＥＩｕ１，ｘｘｘｘ＋ρＡｕ１，ｔｔ＋ｋ１ｕ１＋ｃｕ１，ｔ－Ｇｐｕ１，ｘｘ＝
　－ｋ３ｕ

３
０ （２１）

ＥＩｕ２，ｘｘｘｘ＋ρＡｕ２，ｔｔ＋ｋ１ｕ２＋ｃｕ２，ｔ－Ｇｐｕ２，ｘｘ＝
　－ｋ３ｕ

２
０－ｋ３ｕ１ （２２）

通过相似的过程，对于式（２１）和（２２），引入格
林函数并应用卷积定理，可以求解系统的响应

珘ｕ１－ＥＢ（η）＝

　 －ｋ３∫
＋∞

－∞
珘ｕ３０－ＥＢ（η－η）

(ｕ１１－ＥＢ（η）ｄη，

珘ｕ２－ＥＢ（η）＝－３ｋ３∫
＋∞

－∞
珘ｕ２０－ＥＢ（η－η）·

　珘ｕ１－ＥＢ（η－η）

(ｕ２１－ＥＢ（η）ｄη （２３）

其中

(ｕ１１－ＥＢ、

(ｕ２１－ＥＢ为函数ｅω１
ｔδ（η），ｅω２ｔδ（η）的响应，

ω１＝３ω，ω２＝５ω．地基梁稳态响应近似解析解为

ｕ（ｘ，ｔ）＝珘ｕ０－ＥＢ（η）ｅ
ｉωｔ＋珘ｕ１－ＥＢ（η）ｅ

ｉω１ｔ＋

　珘ｕ２－ＥＢ（η）ｅ
ｉω２ｔ （２４）

综合以上推导，结合式（１７）、（２３）和（２４），再给
定各个物理参数值，即可以计算地基梁的动态响应．

３　算例分析

接下来通过计算软件计算式（２４），引入算例
计算地基梁的近似稳态响应，并分析不同参数对地

基梁动态响应的影响．采用ＵＩＣ６０欧洲高速铁轨的
路面、路基以及载荷参数［９，１５］，如表１所示．

表１　地基梁以及载荷的参数值

Ｔａｂｌｅ１　Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｂｅａｍ，ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎａｎｄｌｏａｄ

Ｔａｂｌｅ１　Ｅｘａｍｐｌｅ
Ｉｔｅｍ Ｎｏｔａｔｉｏｎ Ｖａｌｕｅ

Ｂｅａｍ
Ｙｏｕｎｇ′ｓｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ２０１ＧＰａ
Ｍａｓｓｄｅｎｓｉｔｙ ρ ７８５０ｋｇ／ｍ３

Ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｌａｒｅａ Ａ ７．６９×１０－３ｍ２

Ｓｅｃｏｎｄｍｏｍｅｎｔｏｆａｒｅａ Ｉ ３．０５×１０－５ｍ４

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ
Ｌｉｎｅａｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ１ ３．５０×１０７Ｎ／ｍ２

Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ３ ４．０１×１０１４Ｎ／ｍ４

Ｖｉｓｃｏｕｓｄａｍｐｉｎｇ ｃ １．７３×１０６Ｎｓ／ｍ２

Ｓｈｅａｒｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｇｐ ６．６７×１０７Ｎ
Ｍｏｖｉｎｇｌｏａｄ

Ｌｏａｄ Ｆ０ ６．５×１０４Ｎ
Ｓｐｅｅｄ ｖ ５０ｍ／ｓ

图２给出了移动简谐力的频率变化以及速度变
化对梁稳态响应的影响．图２（ａ）给出了４组不同的
移动速度下、零时刻梁坐标原点处的稳态响应随简

谐力频率的变化．由图２（ａ）可知，在低频区，零时刻
梁坐标原点处的稳态响应随着移动简谐力的频率以

及速度的增大而减小，稳态响应在频率ω＝０时达到
最大．另外，当简谐力的频率较大时，稳态响应受简
谐力的频率和速度的影响较小．由图２（ａ）还可以看
出，当简谐力的速度较大时，当简谐力的频率变化对
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梁稳态响应的影响不如简谐力的速度较小时的影响

大．图２（ｂ）、图２（ｃ）和图２（ｄ）分别在取不同移动简
谐力速度时，比较了频率对梁时间响应历程的影响．
观察图２（ｂ）、图２（ｃ）和图２（ｄ）可知，当移动简谐力
速度恒定时，对应于较高的移动简谐力频率，梁动态

响应的变化呈震荡状，而且最大的横向变形量较小．
纵观图２，在移动简谐力下的非线性ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ
地基梁的响应中，移动简谐力的频率和速度对梁横

向变形的影响不能忽略．

图２　频率变化、速度变化对梁稳态响应的影响

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｔｈｅｓｐｅｅｄｏｆｍｏｖｉｎｇｈａｒｍｏｎｉｃ

ｌｏａｄｏｎｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍ

图３　移动简谐力下地基的剪切系数、非线性弹性

系数的变化对梁横向变形的影响

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｔｈｅｓｈｅａｒｍｏｄｕｌｕｓａｎｄｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｎｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍｓ

图３给出了地基的剪切系数和非线性弹性系数
对移动简谐力下地基梁横向变形的影响．其中，外激
励的频率为ω＝５Ｈｚ．从图３（ａ）可以看出，随着地基
剪切系数的增大，梁的最大稳态响应及其迟延都逐

渐减小．从图３（ｂ）则显示随着地基非线性弹性系数

的增大，梁的最大稳态响应及其迟延都逐渐增大．当
地基的剪切力与非线性弹性系数较小时，在ｔ＝０．１
～０．２ｓ时出现了负挠度，且这种负挠度随着地基剪
切力和非线性弹性系数的增加而逐渐不明显．

４　结论

研究移动集中简谐力激励的无限长道路响应

问题．通过将路面模型化为ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ弹性梁，
将路基模型化为弹性支撑地基，并计入地基弹性的

立方非线性项以及地基的黏性和剪切系数，建立非

线性地基上ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁横向振动响应的控制
方程．应用Ａｄｏｍｉａｎ分解方法处理控制方程中的非
线性项，再通过 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换与 Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换得到
控制方程解的近似解析表达式，最后，对解的积分

表达式应用留数定理得到复数域上的近似解析解．
通过数值算例分析表明，地基的非线性弹性系数和

剪切系数的变化对地基梁的稳态响应影响明显，并

且发现当移动简谐力的速度比较低时，移动简谐力

的频率对地基梁稳态响应的影响最为显著．
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