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摘要　本文研究采用基于非线性混沌理论的两种非线性参数估计方法（代替数据法和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数估计

法）对非平稳信号进行分析．首先对上述两种非线性方法的具体算法进行介绍，然后对两组本质不同的非平

稳振动信号进行对比分析．这两组信号是通过测试具有不同非线性约束边界条件的薄壁构件获得．分析结

果表明，在时域波形上直观相似的非平稳信号，用上述非线性混沌分析的方法可以有效地加以定量区分．
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引言

人们通常考虑振动信号是否具有平稳或非平

稳的性质，而线性或非线性特性则是对其源系统而

言［１］．在工程中，大多数系统所测得的信号是非平
稳的，而系统是非线性的．区分非平稳信号在现代
信号处理中，非平稳信号的处理是最为活跃、发展

最为迅速的方向之一［２］，在通讯、雷达、自动控制、

模式识别、机械振动和生物医学工程等领域广泛应

用．通过分析信号的时变特征，构造合适的时频分
布并进行恰当的处理，达到不同的信号处理目的．
近年来，人们采用多种时频分析方法对非线性和非

平稳信号进行分析，包括小波分析、ＷａｇｎｅｒＶｉｌｌｅ分
布等［３－６］．此外，还有许多非线性分析的方法也加
以应用［７－９］．但是，从非线性角度，基于混沌理论的
一些方法，如 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数和分数维，对于具有非
线性特性的非平稳信号分析更为有效［１０，１１］．另外，
对信号进行混沌辨识，并将非线性信号从随机噪声

中区分出来往往是比较困难的．这是因为混沌信号
和随机噪声信号通常都具有相似的宽频特征．目前
区分混沌和噪声的常用方法主要有两类：维数估计

方法和非线性预测法．第一类方法是基于随机只能
存在无限维吸引子的原理，而有限维吸引子意味着

混沌，如在 ＧｒａｓｓｂｅｒｇｅｒＰｒｏｃａｃｃｉａ算法中所指出的
那样［１０］．第二类方法则是根据时间序列的非线性

预测原理、混沌具有不同于随机数据的短期预测性

的性质来区分混沌和噪声信号．也就是对于一个混
沌时间序列，它的预测值和实际值之间的相关系数

会随预测时间的增加而减弱；而对于随机时间序

列，这种相关性不会因预测时间的增加而变化．
本文针对由金属薄壁构件实测得到的具有不

同非线性约束边界条件、不同性质的非平稳振动信

号，采用两种不同的非线性预测方法进行对比分

析，即代替数据法和Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数方法．其中代替
数据法主要参考了文献［１２］．这种方法可以通过
对比混沌信号和噪声信号（包括白噪声和有色噪

声）的预测误差分布及其所对应的代替数据集的预

测误差分布的差异来实现．Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数是某过程
在其相平面内相邻轨线的平均发散速率的量化定

义．正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数（一个或多个）是进行混沌
辨识的重要指标．时间序列的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的估
算方法有多种，见文献［１３１７］．

１　两种非线性预测方法的算法原理

１．１　基于代替数据法的混沌辨识
（１）信号的代替数据集的生成
信号所对应的代替数据集可以由基于时间序

列的 Ｇａｕｓｓ随机过程假设得到．本文通过对非
Ｇａｕｓｓ过程有效的非线性直方图变换方法来实现．
对于一个原始信号，一般生成包含１２８个不同时间
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序列的代替数据集．
进行直方图变换时，首先生成一个与原给定

时间序列长度相同的Ｇａｕｓｓ随机数集合，然后对这
个Ｇａｕｓｓ数据集的顺序进行重排．新的时间序列应
是具有Ｇａｕｓｓ概率密度函数分布的、与原序列相对
应的非线性尺度变换的结果．对于原始信号是
Ｇａｕｓｓ随机的情况，变换后的序列也具有 Ｇａｕｓｓ分
布．第一步是，将时间序列 ｘ（ｎ）进行傅立叶变换，
得到

Ｘ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｅ－２πｉｎｋ／Ｎ （１）

接下来，通过将上述复数乘以 ｅｉφ使其相位角
在每个频率上随机化，其中 φ是归一化的、在［０，
２π］区间内变化的随机量，得到新的Ｘ′（ｋ）．对其进
行逆傅立叶变换，可以得到 Ｇａｕｓｓ型代替数据序
列，也就是得到具有原始信号相同的幅值分布形式

的代替数据序列ｘ′（ｎ），如下式

ｘ′（ｎ）＝１ｎＸ′（ｋ）ｅ
２πｉｎｋ／Ｎ （２）

由于上式的逆傅立叶变换是实数，其相位角具

有对称性，即φ（ｋ）＝－φ（Ｎ－ｋ）．
（２）统计量的计算
由于低维混沌意味着其系统在短期内可以视

为是确定性的，而随机过程与此不同．可以将预测
误差ε取为统计量．首先利用状态变量ｘ将时间序
列ｘ（ｎ）进行相空间重构，采用时间滞后的嵌入法，
即

ｘ＝｛ｘ１＝ｘ（ｎ），ｘ２＝ｘ（ｎ－τ），…，

　　ｘｄ＝ｘ（ｎ－（ｄ－１）τ）｝
Ｔ （３）

其中嵌入维数ｄ应该满足 ｄ≥２Ｄ＋１，Ｄ是系统的
真实吸引子维数，在实际计算过程中往往需要依靠

经验选取．注意到这里的ｎ小于数据长度Ｎ，即１≤
ｎ≤Ｎ．时间滞后点 τ的选择有时具有一定随意性，
在这里简单地取作１．

下面将时间序列的数据点集分成长度相等（Ｎｆ
＝Ｎｔ）的拟合集和检验集两部分．在拟合集中，寻找
与当前点欧几里德距离最为相邻的ｋ个状态点．这
ｋ个当前时刻为 ｍ的状态点与对应的下一时刻 ｍ
＋１的状态点组成如下ｋ个点对：
［ｘ１（ｍ），ｘ１（ｍ＋１）］，［ｘ２（ｍ），ｘ２（ｍ＋１）］，
　…，［ｘｋ（ｍ），ｘｋ（ｍ＋１）］ （４）
采用如（５）式所示的预测公式对这ｋ个点对进

行拟合

珋ｘ＝ａｘ＋ｂ （５）
其中，ａ和ｂ是拟合系数，珋ｘ是ｘ的预测点．

接下来，计算检验集 Ｎｔ中的所有点对应的预
测误差，将得到Ｎ／２个预测误差．预测误差的定义
为由（６）式得到的下一时刻（ｍ＋１）的预测值和实
际值的差值．

ε＝珋ｘ－ｘ（ｍ＋１） （６）
进行混沌识别的统计量取为上述全部预测误

差的平均绝对误差（ＭＡＥ）．
（３）假设检验
对于生成的所有代替数据集，根据如下公式

（７）来计算显著度：

χ＝
｜ＱＤ－ｕｓ｜
σｓ

（７）

其中，ＱＤ是由原始信号时间序列计算得到的统计

量值（ＭＡＥ值），ｕｓ和σｓ分别是由生成的１２８个代
替数据序列计算得到的统计量值的均值和方差．

计算得到的 χ值可以用于分析原始信号数据
和代替数据的差异．如果 χ是一个较小的数，这意
味着原始信号和它的所有代替数据集具有相同的

性质，因此随机假设可以接受，也就是原始信号是

随机的．相反，如果χ值较大，可以认为代替数据序
列与原始信号有较大的差别，拒绝随机假设．

更进一步，为了辨识原始数据序列是随机的还

是混沌的，定义如式（８）所示的置信判据．拒绝随
机假设的最大概率也就是相应的显著度Ｐ定义为

Ｐ＝１－ｅｒｆ
χ
槡

( )２ （８）

其中ｅｒｆ（）为数据序列所有元素的误差函数，其定
义如式（９）所示．

ｙ＝ｅｒｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｅ－ｔ２ｄｔ （９）

根据经验，如果计算得到的概率 Ｐ值小于０．
０５，原始信号数据将显著地不同于它的代替数据
集，这时可以拒绝随机假设，认为原始信号在９５％
置信度下是混沌的．如果Ｐ值大于０．０５，则认为原
始信号是随机的（９５％置信度）．当然，这里的临界
值０．０５可以根据实际情况的不同而不同．
１．２　Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的估计算法

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的估计算法也是基于非线性预
测理论的．进行相空间重构后，考虑两条具有不同

９８１
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初始点的相邻轨线 Ｌ１和 Ｌ２，它们的初始点分别是
ｘ０和ｚ０．这两个初始点之间的距离 ｄ０＝｜ｚ０－ｘ０｜．
经过时间Δｔ后，ｘ０和ｚ０将沿着各自的轨线到达 ｘ１
和ｙ１，这时新的距离ｄ１＝｜ｙ１－ｘ１｜．在ｘ１和ｙ１之间
选择一个新点ｚ１，并设ｄ０＝｜ｚ１－ｘ１｜．点 ｘ１和 ｚ１分
别位于Ｌ１和Ｌ３之上．再过时间Δｔ，以ｘ１和ｚ１为起
始点的轨线Ｌ１和Ｌ３将到达它们对应的新点 ｘ２和
ｙ２．这样经过ｐ次重复，将得到 ｄｉ＝｜ｙｉ－ｘｉ｜（ｉ＝１，
２，…，ｐ）．Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的计算公式如式（１０）所
示．

λｉ＝ｌｉｍｐ→∞
１
ｐΔｔ∑

ｍ

ｉ＝１
ｌｎ
ｄｉ
ｄ０

（１０）

按数值大小进行重排，得到该时间序列的Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数如下

λ１≥λ２≥…≥λｍ （１１）
因为 ｐ是一个较大的整数，由此得到的 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ指数是每个相点在其轨线上以指数形式发散
的统计平均值．在上述 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数中，一个或多
个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数可能都是正的．根据非线性理论，
正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数意味着该时间序列（信号）是混
沌的．

２　实例

对某薄壁构件进行宽频随机激振试验．外激励
为５００Ｈｚ范围内的标准白噪声，对构件的振动响应
进行测试．由于是两种性质不同的非线性边界条
件，得到的构件振动响应呈现出明显的非平稳振动

信号特征，其中应该蕴含着不同的特征．
图１所示为测试得到的两组振动响应时间信

号，分别记为 ｘ１和 ｘ２．它们所对应的功率谱密度
（ＰＳＤ）如图２所示．从图（２）只能看出，这两个信号
都具有０－５００Ｈｚ有限频带分布的特征，形状上仅
有稍微区别．因此，仅从图１和图２人们很难区分
这两个信号．

首先从非线性定性分析的角度对这两组信号

进行比较．可以利用连续峰值来绘制这两个信号的
伪 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射图．设是一个时间序列的峰值集
合，则它的伪 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射图是指对应绘出的点
图．如果考虑采样误差，信号的周期点会在伪 Ｐｏｉｎ
ｃａｒｅ映射图表现为一个较小的区域．而伪 Ｐｏｉｎｃａｒｅ
映射图中出现分散的点区域时，根据非线性混沌理

论，表明存在不规则或奇怪吸引子．对于这两个信

号ｘ１和ｘ２，它们的伪Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射图如图３所示．

从图３（ａ）和（ｂ）可以看出，信号ｘ１和ｘ２的伪Ｐｏｉｎ

ｃａｒｅ映射图在形貌上还是有区别的．

图１　非平稳时间序列信号ｘ１和ｘ２

Ｆｉｇ．１　Ｎｏｎ－ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆｘ１ａｎｄｘ２

图２　ｘ１和ｘ２的功率谱密度

Ｆｉｇ．２　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒａｌｄｅｎｓｉｔｉｅｓｏｆｘ１ａｎｄｘ２

根据前文所介绍的非线性混沌分析理论，用代

替数据法计算得到的关于 ｘ１和 ｘ２的概率 Ｐ值见

表１．如１．１节所言，如果Ｐ值小于０．０５，则拒绝随

机假设，信号的混沌特性得到辨识（９５％的置信

度）．因此信号 ｘ１和 ｘ２都可以认为是混沌时间序

列．另外，从表１中的其它特征值来看，如ＱＤ，ｕｓ和

χ，也可以对这两组信号加以定量地对比区分．

０９１
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图３　ｘ１和ｘ２伪Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射图

Ｆｉｇ．３　ＰｓｅｕｄｏＰｏｉｎｃａｒｅｍａｐｐｉｎｇｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｘ１ａｎｄｘ２

计算得到的 ｘ１和 ｘ２的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数如表 ２
所示．在估算这两组信号的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的过程
中，相空间重构的嵌入维数设为５，滞后点数设为
７．从表２可以看出，ｘ１信号有 ２个正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数，即１．１７８５、０．１８４６，信号 ｘ２有３个正的 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数，即０．９６７４、０．１８５７和０．０１８４．所以，这
两组信号可以视为是混沌的，但具有不同的混沌阶

数．
表１　代替数据法得到的ｘ１和ｘ２的特征参数数值

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓｏｆｘ１ａｎｄ

ｘ２ｂｙｓｕｒｒｏｇａｔｅｄａｔａｍｅｔｈｏｄ

ＱＤ ｕｓ χ ｐ
ｘ１ ０．１６２８ １．７４３３ ２．９３０６ Ｐ＝０．００３４
ｘ２ ４．２２１４ ２．１８３１ ２．６１６８ Ｐ＝０．００８９

表２　估算得到的ｘ１和ｘ２的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｔａｂｌｅ２　Ｌｙａｐｕｎｏｖｉｎｄｅｘｏｆｅｓｔｉｍａｔｅｄｘ１ａｎｄｘ２
Ｌｙａｐｕｎｏｖｉｎｄｅｘ

ｘ１ １．１７８５ ０．１８４６ －０．００１２ －０．１８４１ －２．６０６９
ｘ２ ０．９６７４ ０．１８５７ ０．０１８４ －０．１４６７ －２．２２２５

３　结论

本文利用基于混沌理论的非线性预测方法对

非平稳信号进行了比较分析．从定量分析研究的角
度，所采用的代替数据法和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数估计方
法对区分具有不同非线性性质的非平稳信号是有

效的．
对于两个典型的非平稳振动信号 ｘ１和 ｘ２，代

替数据法所得到的特征参数的数值是互不相同的，

估算得到的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数也是正的．根据代
替数据法中的概率值的大小可以看出，ｘ１比 ｘ２具
有更明显的混沌特征，但是 ｘ１有 ２个正的 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数，而ｘ２有３个正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数．
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