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摘要　随机共振是非线性系统中的一种动力学现象．本文对基于Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的随机共振现象进行研究，研

究了Ｄｕｆｆｉｎｇ系统噪声强度与信噪比的关系，不同频率正弦信号与信噪比的关系，以及阻尼比参数对随机共

振的影响．研究结果表明，Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的阻尼比参数对随机共振的影响非常重要，阻尼比参数与输出信号信

噪比之间存在着一种复杂的非线性关系，并且会随着Ｄｕｆｆｉｎｇ系统参数的改变而变化．

关键词　随机共振（ＳＲ），　杜芬振子，　信噪比，　双稳系统，　微弱信号

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１４０２９

引言

随机共振的思想是由 Ｂｅｎｚｉ［１］在１９８１年首次
提出的．在 Ｂｅｎｚｉ的模型中，地球气候由一个双势
阱势函数表示，其中一个极小值代表地球被大面积

冰川覆盖时的气温．地球对其轨道离心率的微小调
节由一个微弱的周期力表示，短期的气候波动，如

每年太阳辐射量的波动，是由高斯噪声来模拟的．
按照Ｂｅｎｚｉ的理论，当噪声强度被调节到满足某一
条件时，则与其同步发生的气候在寒冷与温暖两种

情况之间的跳跃行为，将显著增强地球气候对于由

于调节离心率而造成的微弱刺激的反应．由于绝热
近似理论的限制，基于随机共振的方法通常只能检

测频率很低的信号［２］．
随机共振作为一种非常有潜力的信息处理工

具受到了研究者的普遍关注．１９９５年，Ｃｏｌｌｉｎｓ［３］基
于Ｆｉｔｚｈｕｇｈ－Ｎａｇｕｍｏ神经网络提出了非周期随机
共振的理论，推广了随机共振的周期限制条件，尝

试了随机共振与信息理论新的结合．目前，除了在
微弱信号检测得到广泛应用外，随机共振在其它领

域也得到了成功地应用，包括语音识别［４］，量子计

算［５］，图像复原［６］等．
随机共振模型一般包括３个基本要素［７］：（１）

微弱的输入信号；（２）噪声；（３）用于信号处理的
非线性系统．以有用信号与噪声的混合信号作为系

统输入，经非线性系统处理以后得到输出信号．目
前，用于随机共振的非线性系统模型研究最多的是

基于双稳态的Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程，这方面出现了大量的
研究成果．相比而言，基于其它非线性方程的随机
共振研究还非常少，李娟娟等［８］研究了基于 Ｌéｖｙ
噪声的 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的随机共振与相转移．Ａｎｉｓｈ
ｃｈｅｎｋｏ［９］研究了具有混沌行为的离散动力系统中
的随机共振现象．本文研究基于高斯白噪声的Ｄｕｆ
ｆｉｎｇ系统的随机共振现象．

１　基于Ｄｕｆｆｉｎｇ振子随机共振理论

一个由周期性信号ｓ（ｔ）和噪声信号ｎ（ｔ）驱动
的Ｄｕｆｆｉｎｇ振子方程为：

ｘ̈＋ｋｘ－ａｘ＋ｂｘ３＝ｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （１）
其中参数 ｋ是阻尼比，－ａｘ＋ｂｘ３项是非线性

恢复力，参数ａ与ｂ是大于零的实数．当 ｓ（ｔ）为正
弦信号时，可表示为 ｓ（ｔ）＝Ａｓｉｎ（２πｆ０ｔ）的形式，Ａ

为幅值，ｆ０为频率．ｎ（ｔ）＝ ２槡Ｄξ（ｔ）表示噪声强度
为Ｄ的高斯白噪声，其中 ξ（ｔ）为方差为１、均值为
０的高斯白噪声．此时，Ｄｕｆｆｉｎｇ方程变为由正弦信
号和高斯白噪声信号共同驱动，方程变为：

ｘ̈＋ｋｘ－ａｘ＋ｂｘ３＝Ａｓｉｎ（２πｆ０ｔ）＋ｎ（ｔ） （２）
文献［１０］对上面形式的 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统进行分

析，指出当无外加信号时，系统势函数为Ｕ（ｘ）＝－
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ａ
２ｘ

２＋ｂ４ｘ
４，因此，Ｄｕｆｆｉｎｇ系统是一个双稳系统．在

只有正弦信号 Ａｓｉｎ（２πｆ０ｔ）输入的情况下，双稳系

统存在一临界幅值 Ａｃ＝ ４ａ
３／２７槡 ｂ．当 Ａ＜Ａｃ时，系

统输出将在某一势阱附近进行局域的周期运动；当

Ａ＞Ａｃ时，系统输出会围绕着两个势阱作大范围的
跃迁运动．若正弦信号和噪声信号 ｎ（ｔ）同时作用
于系统，即使 Ａ＜Ａｃ，只要信号、噪声和系统达到协
同作用，噪声将产生积极作用，使一部分噪声能量

转移到信号身上，从而信号能量得到增强，系统输

出会形成两个势阱间的大范围跃迁运动，即系统达

到随机共振．
随机共振的一个应用是微弱信号检测．假设

正弦信号为待测微弱信号 Ａｓｉｎ（２πｆ０ｔ）时，ｎ（ｔ）为
背景噪声，当微弱正弦信号和噪声共同输入 Ｄｕｆｆ
ｉｎｇ系统产生随机共振时，在 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统输出信号
的频谱中，在正弦信号的频率 ｆ０处会有明显的峰
值，根据这一特征检测出噪声中的微弱正弦信号．

一个基于 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的随机共振如图 １所
示，其中Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的各参数为：ｋ＝０．５，ａ＝１，ｂ
＝１，正弦信号幅值为０．１２，频率为０．０１Ｈｚ，噪声
强度Ｄ＝０．９９，采用 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法对 Ｄｕｆｆｉｎｇ方
程进行数值求解．从图１可以看出，在噪声强度 Ｄ
＝０．９９时系统出现了随机共振现象，输出信号的
频谱在正弦信号频率 ｆ０处谱值最大，并且比输入
信号频谱ｆ０处的值大了许多．

图１　基于Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的随机共振 （ａ）输入信号时域波形；（ｂ）输入信号频谱；（ｃ）输出信号时域波形；（ｄ）输出信号频谱

Ｆｉｇ．１　ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｂａｓｅｄｏｎＤｕｆｆｉｎｇｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ（ａ）ｔｉｍｅｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｉｎｐｕｔｓｉｇｎａｌ（ｂ）ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｉｎｐｕｔｓｉｇｎａｌ

（ｃ）ｔｉｍｅｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌ（ｄ）ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌ

２　仿真实验

衡量随机共振的一个非常重要的指标是输出

信号的信噪比，这里主要研究输出信号信噪比与噪

声强度，正弦信号频率以及阻尼比参数ｋ的关系．
２．１　噪声强度与输出信号信噪比的关系

保持Ｄｕｆｆｉｎｇ方程（２）中其它参数的值不变，改
变噪声强度的值，研究噪声强度对输出信号信噪比

的影响．Ｄｕｆｆｉｎｇ方程中各参数的取值为 ｋ＝０．５，ａ
＝１，ｂ＝１，Ａ＝０．１，ｆ０＝０．０３．噪声强度 Ｄ的取值为
０．０２－２．输出信号信噪比与噪声强度的变化规律

如图２所示．从图２可以看到，含噪声正弦信号经
过Ｄｕｆｆｉｎｇ系统后，输出信号的信噪比与噪声强度
之间存在着非线性的关系，总的来说，开始信噪比

随着噪声强度的增加而增加，当达到某一个值后随

噪声强度的增加而减少，但并不是严格地增加或减

少．信噪比在某个噪声强度值时达到最优，这是随
机共振的典型特征．

图３是噪声强度Ｄ取不同值时得到的 Ｄｕｆｆｉｎｇ
系统相图，其中噪声强度 Ｄ的取值依次为０．１，０．
５，１，２．从图３中可以发现，当Ｄ取值很小时，例如
Ｄ＝０．１，Ｄｕｆｆｉｎｇ系统输出主要在某个势阱中运动．

１６１
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当噪声强度 Ｄ大于某个值时，Ｄｕｆｆｉｎｇ系统输出在
两个势阱中运动，并且，噪声强度 Ｄ的取值越大，
Ｄｕｆｆｉｎｇ系统相图的轨迹越复杂．

图２　输出信号信噪比随噪声强度的变化规律

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｏｕｔｐｕｔＳＮＲａｎｄｎｏｉｓｅｓｔｒｅｎｇｔｈ

图３　不同噪声强度Ｄ得到的相图

（ａ）Ｄ＝０．１；（ｂ）Ｄ＝０．５；（ｃ）Ｄ＝１；（ｄ）Ｄ＝２

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｓｔｒｅｎｇｔｈ

（ａ）Ｄ＝０．１；（ｂ）Ｄ＝０．５；（ｃ）Ｄ＝１；（ｄ）Ｄ＝２

２．２　正弦信号频率与输出信号信噪比的关系

研究Ｄｕｆｆｉｎｇ系统对不同频率微弱正弦信号的

检测效果．Ｄｕｆｆｉｎｇ方程参数的取值为 ｋ＝０．５，ａ＝

１，ｂ＝１，Ａ＝０．１２，ｆ０＝０．０３，Ｄ＝０．９９．不同频率正

弦信号经过Ｄｕｆｆｉｎｇ系统后得到的信噪比如图４所

示．从图４可以看到 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统对低频正弦信号

的得到的输出信号信噪比较高．另外，如果将 Ｄｕｆｆ

ｉｎｇ系统用于微弱正弦信号检测，有一个适用的检

测频率范围．

２．３　阻尼比参数ｋ对随机共振的影响

与用于随机共振的Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程相比，Ｄｕｆｆｉｎｇ

方程增加了一项阻尼比ｋ，阻尼比参数ｋ的引入，使

得Ｄｕｆｆｉｎｇ系统表现出现了更丰富的非线性动力学

行为，这里研究阻尼比参数ｋ对随机共振的影响．

图４　不同频率正弦信号经过Ｄｕｆｆｉｎｇ系统得到的信噪比

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｏｕｔｐｕｔＳＮＲｏｆｔｈｅＤｕｆｆｉｎｇｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｓｉｎｅｓｉｇｎａｌ

图５　阻尼比ｋ与信噪比的关系 （ａ）ａ＝１，ｂ＝１；（ｂ）ａ＝０．５，

ｂ＝１；（ｃ）ａ＝１，ｂ＝０．５；（ｄ）ａ＝１，ｂ＝ －１

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏａｎｄｔｈｅｏｕｔｐｕｔＳＮＲ

（ａ）ａ＝１，ｂ＝１；（ｂ）ａ＝０．５，ｂ＝１；

（ｃ）ａ＝１，ｂ＝０．５；（ｄ）ａ＝１，ｂ＝ －１

保持正弦信号和噪声信号不变，研究在不同

Ｄｕｆｆｉｎｇ系统参数ａ，ｂ取值的情况下，阻尼比参数ｋ
值的改变对随机共振的影响．正弦信号的频率 ｆ０
为０．０３Ｈｚ，幅值Ａ为０．１２，高斯白噪声信号的强度
Ｄ为０．７５．Ｄｕｆｆｉｎｇ系统参数 ａ，ｂ取４组不同的值，
（１）ａ＝１，ｂ＝１；（２）ａ＝０．５，ｂ＝１；（３）ａ＝１，ｂ＝０．５；
（４）ａ＝１，ｂ＝－１．阻尼比ｋ的取值与信噪比的关系
如图５所示．从图５可以看到，（１）随着系统参数
ａ，ｂ取值的改变，阻尼比 ｋ与输出信号信噪比的关
系也不相同．（２）阻尼比参数ｋ与输出信号信噪比

２６１
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之间是一个复杂的非线性关系，（３）阴尼比ｋ的取

值对输出信号信噪比的影响非常大，针对不同参数

ａ，ｂ取值的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统，应该根据系统参数的值慎

重选择阻尼比ｋ的值．

进一步研究阻尼比ｋ＝０．１，０．２，０．５，０．８的情

况下Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的相图．得到的典型 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统

相图如图６所示．其中 ａ＝１，ｂ＝１．从图６可以看

出，总体而言，随着阻尼比参数 ｋ值的增加，Ｄｕｆｆｉｎｇ

系统相图的轨迹范围缩小．

图６　阻尼比ｋ不同取值得到的相图

（ａ）ｋ＝０．１；（ｂ）ｋ＝０．２；（ｃ）ｋ＝０．５；（ｄ）ｋ＝０．８

Ｆｉｇ．６　ＴｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅＤｕｆｆｉｎｇｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋ

（ａ）ｋ＝０．１；（ｂ）ｋ＝０．２；（ｃ）ｋ＝０．５；（ｄ）ｋ＝０．８

３　结论与展望

本文对基于Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的随机共振进行了研
究，建立了基于正弦信号与高斯白噪声的 Ｄｕｆｆｉｎｇ
方程随机共振模型．研究了噪声强度与输出信号信
噪比的关系，正弦信号频率与输出信号信噪比的关

系，以及阻尼比参数 ｋ对随机共振的影响．经过仿
真信号实验结果表明，阻尼比参数ｋ对随机共振的
影响非常重要，阻尼比与输出信号信噪比之间存在

着一种复杂的非线性关系．设计并实现一个实用的
基于Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的随机共振系统是下一步要研究
的内容．
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