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摘要　研究了在减速带激励下具有磁流变阻尼器悬架系统汽车的非线性动力学行为．汽车采用七自由度模

型，磁流变阻尼器采用Ｓｉｇｍｏｉｄ模型．根据第二类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程建立了汽车振动微分方程，并采用四阶Ｒｕｎｇｅ

－Ｋｕｔｔａ法进行了数值仿真．首先以减速带高度为参数对汽车运动进行分岔分析，然后通过时间历程图、相位

图、Ｐｏｉｎｃａｒé截面分析了汽车在不同减速带高度时所呈现的不同运动形式，得到了系统发生混沌运动时减速

带的高度范围，并分析了系统经拟周期运动通向混沌运动的途径．研究结果为汽车平顺性控制和安全性设

计提供了理论指导．
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ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０７２

引言

减速带（ｓｐｅｅｄｃｏｎｔｒｏｌｈｕｍｐ）是一种强制汽车
减速的设施，起着保护车辆安全行驶和遏制交通事

故的作用，在学校、收费站、停车厂、高速公路的分

岔道、隧道入口等都设置有减速带．由于减速带是
凹凸不平的，所以当车辆行驶在减速带上时，会产

生大幅度的振动，影响车辆的行驶平顺性和安全

性．汽车磁流变悬架是汽车的半主动控制的减震系
统，能够控制汽车行驶的平顺性．汽车磁流变悬架
是一个具有强非线性的系统，在一定的外界激励条

件下极有可能发生混沌运动等复杂的非线性振

动［１］，从而导致汽车偏离目标，影响汽车行驶的平

顺性和安全性，同时还会导致汽车疲劳损坏．因此，
研究具有磁流变阻尼器悬架系统汽车的非线性动

力学行为具有重要意义．
目前，国内外许多学者多以单自由度１／４汽车

模型［２－４］和二自由度１／４汽车模型［５－７］为研究对

象对汽车的非线性动力学行为进行分析．这些模型
比较简单，不能反映车辆整体的运动状态．本文采
用七自由度汽车的动力学模型，充分考虑了汽车在

运动过程中产生的垂直、俯仰和侧倾运动，更接近

实际系统．由于目前还缺乏对高维非线性动力系统

中能够引起混沌响应的参数做出具体预测的理论

工具，本文对汽车的混沌响应进行了数值分析．

１　七自由度汽车动力学模型

汽车悬架系统采用磁流变阻尼器，模型采用徐

赵东［８］等人建立的磁流变阻尼器模型 －Ｓｉｇｍｏｉｄ模

型，磁流变阻尼器的阻尼力表示如下：

Ｆ＝ＦＭＲ＋Ｃ０ｖ＝
Ｆｍ（１－ｅ

－βｖｗ）

１＋ｅ－
βｖ
ｗ
＋Ｃ０ｖ （１）

其中 Ｆｍ为磁流变阻尼器的屈服力，Ｃ０为阻尼系

数，ω为激励频率，ｖ为相对速度，β为无量纲系数．

本文研究的减速带是以连续方式设置在高速公路

的分岔道和隧道口上的复合材料型减速带（ＳＣＨ），

如图１所示．这种减速带高度较小，且减振效果好．

复合材料型减速带的凸起高度为ｈ，宽为ｗ，间

距为ｄ．当汽车通过复合材料型减速带时，会受到

类似矩形波的周期性激励，如图２所示．当汽车以

速度 ｖ通过一个减速带宽时所需时间为 ｔ１＝ω／ｖ，

通过两个带宽之间的间距所需时间为 ｔ２＝ｄ／ｖ，则

激励周期为Ｔ＝ｔ１＋ｔ２，激励频率可以表示为：
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ω＝ｖ／（ｗ＋ｄ） （２）

激励函数的矩形波方程可描述为：

ｘｒ（ｔ）＝
ｈ
２（ｓｑｕａｒｅ（

２πｖ
ｗ＋ｄｔ，

１００ｗ
ｗ＋ｄ）＋１） （３）

其中ｓｑｕａｒｅ为矩形波函数．

图１　复合材料型减速带［１］

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｐｈｙｓｉｃｐｈｏｔｏｓｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｍａｔｅｒｉａｌＳＣＨ［１］

图２　矩形波函数模型

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｗａｖｅ

考虑前后轮存在的相位差，路面激励可以描述

如下：

ｚｔ１（ｔ）＝ｚｔ２（ｔ）＝
ｈ
２（ｓｑｕａｒｅ（

２πｖ
ｗ＋ｄｔ，

１００ｗ
ｗ＋ｄ）＋１）

（４）

ｚｔ３（ｔ）＝ｚｔ４（ｔ）＝
ｈ
２（ｓｑｕａｒｅ（

２πｖ
ｗ＋ｄｔ＋α，

１００ｗ
ｗ＋ｄ）＋１）

（５）
式中 ｚｔ１、ｚｔ２、ｚｔ３、ｚｔ４分别表示左前轮、右前轮、左后
轮、右后轮的激励，α为前后轮的相位差．

七自由度汽车模型如图３所示．车身作为一个
刚体，车身具有垂直、俯仰、侧倾三个自由度；前轮

独立，可以分别做垂直运动；后轮非独立，可以连后

轴质心一起做垂直和侧倾运动．
求出系统的动能、势能、耗散能后，由 Ｌａｇｒａｎｇｅ

第二类方程可得到系统的振动微分方程如下［７］：

车身的垂直运动微分方程：

ｍｓ̈ｚ＝－（２Ｋｆ＋２Ｋｒ）ｚ－２（Ｃｆ＋Ｃｒ）ｚ＋（２ａＫｆ－

　２ｂＫｒ）θ＋（２ａＣｆ－２ｂＣｒ）θ
·

＋Ｋｆｚｕ１＋Ｃｆｚｕ１＋
　Ｋｆｚｕ２＋Ｃｆｚｕ２＋Ｋｒｚｕ３＋Ｃｒｚｕ３＋Ｋｒｚｕ４＋Ｃｒｚｕ４＋
　Ｆ１ＭＲ＋Ｆ２ＭＲ＋Ｆ３ＭＲ＋Ｆ４ＭＲ （６）

车身的侧倾运动微分方程：

Ｉｘｘφ̈＝－０．２５ｗ
２（２Ｋｆ＋２Ｋｒ）φ－０．２５ｗ

２（２Ｃｆ＋
　２Ｃｒ）φ＋０．５ｗＫｆｚｕ１＋０．５ｗＣｆｚｕ１－０．５ｗＫｆｚｕ２－
　０．５ｗＣｆｚｕ２＋０．５ｗＫｒｚｕ３＋０．５ｗＣｒｚｕ３－
　０．５ｗＫｒｚｕ４－０．５ｗＣｒｚｕ４＋０．５ｗＦ１ＭＲ－
　０．５ｗＦ２ＭＲ＋０．５ｗＦ３ＭＲ－０．５ｗＦ４ＭＲ （７）

图３　七自由度汽车模型

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｓｅｖｅｎｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｃａｒ

车身的俯仰运动微分方程：

Ｉｙｙθ
¨＝（２ａＫｆ－２ｂＫｒ）ｚ＋（２ａＣｆ－２ｂＣｒ）ｚ－

　（２ａ２Ｋｆ＋２ｂＫｒ）θ－（２ａ
２Ｃｆ＋２ｂＣｒ）θ

·－
　ａＫｆｚｕ１－ａＣｆｚｕ２＋ｂＫｒｚｕ３＋ｂＣｒｚｕ３＋ｂＫｒｚｕ４＋
　ｂＣｒｚｕ４－ａＦ１ＭＲ－ａＦ２ＭＲ＋ｂＦ３ＭＲ＋ｂＦ４ＭＲ （８）
左前轮的垂直运动微分方程：

ｍｕ１ｚ̈ｕ１＝Ｋｆ（ｚ－ａθ＋０．５ｗφ－ｚｕ１）＋Ｃｆ（ｚ－

　ａθ·＋０．５ｗφ－ｚｕ１）－Ｋｕ（ｚｕ１－ｚｔ１）－Ｆ１ＭＲ（９）
右前轮的垂直运动微分方程：

ｍｕ１ｚ̈ｕ２＝Ｋｆ（ｚ－ａθ＋０．５ｗφ－ｚｕ２）＋Ｃｆ（ｚ－

　ａθ·＋０．５ｗφ－ｚｕ２）－Ｋｕ（ｚｕ２－ｚｔ２）－Ｆ２ＭＲ （１０）
后轮的垂直运动微分方程：

ｍｕｒ̈ｚｕｒ＝２Ｋｒｚ＋２Ｃｒｚ＋２ｂＫｒθ＋２ｂＣｒθ
·－２（Ｋｕ＋

　Ｋｒ）ｚｕｒ－２Ｃｒｚｕｒ＋Ｋｕ（ｚｔ３＋ｚｔ４）－Ｆ３ＭＲ－Ｆ４ＭＲ

（１１）
后轮的侧倾运动微分方程：

Ｉｘｘｒγ
¨＝０．５ｗ２Ｋｒ＋０．５ｗ

２Ｃｒ
· ＋０．５ｗ（Ｋｕ＋

　Ｋｒ）（ｚｕ４－ｚｕ３）＋０．５ｗＣｒ（ｚｕ４－ｚｕ３）＋
　０．５ｗＫｕ（ｚｔ３－ｚｔ４）－０．５ｗ（Ｆ３ＭＲ－Ｆ４ＭＲ）（１２）
其中 Ｆ１ＭＲ，Ｆ２ＭＲ，Ｆ３ＭＲ，Ｆ４ＭＲ为磁流变阻尼器的

库伦阻尼力，表达式

Ｆ１ＭＲ＝
Ｆｍ（１－ｅ

－β（ｚ１－ｚｕ１））

１＋ｅ－β（ｚ１－ｚｕ１）
（１３）

８４１
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Ｆ２ＭＲ＝
Ｆｍ（１－ｅ

－β（ｚ２－ｚｕ２））

１＋ｅ－β（ｚ２－ｚｕ２）
（１４）

Ｆ３ＭＲ＝
Ｆｍ（１－ｅ

－β（ｚ３－ｚｕ３））

１＋ｅ－β（ｚ３－ｚｕ３）
（１５）

Ｆ４ＭＲ＝
Ｆｍ（１－ｅ

－β（ｚ４－ｚｕ４））

１＋ｅ－β（ｚ４－ｚｕ４）
（１６）

其中

ｚ１＝ｚ－ａθ＋０．５ωφ （１７）
ｚ２＝ｚ－ａθ－０．５ωφ （１８）
ｚ３＝ｚ＋ｂθ＋０．５ωφ （１９）
ｚ４＝ｚ＋ｂθ－０．５ωφ （２０）
ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４表示车身在４个车轮处的铅垂直

位移．

２　结果与讨论

本文采用四阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法进行数值仿
真，采用的汽车模型参数［９］如表１所示．

表１　汽车模型的参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｏｒｃａｒｍｏｄｅｌ

ＳｙｍｂｏｌｓＶａｌｕｅｓａｎｄｕｎｉｔｓ Ｐｈｙｓｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｍｓ ７４５．１ｋｇ ｔｏｔａｌｍａｓｓｏｆｃａｒｂｏｄｙ

ｍｕ１、ｍｕ２ ２５．２ｋｇ Ｍａｓｓｏｆｆｒｏｎｔｗｈｅｅｌ
ｍｕｒ ６８．９ｋｇ Ｍａｓｓｏｆｂａｃｋｗｈｅｅｌ
Ｉｙｙ ７６７ｋｇ．ｍ２ Ｒｏｔａｔｉｏｎａｌｉｎｅｒｔｉａｏｆｐｉｔｃｈｉｎｇｍｏｔｉｏｎ
Ｉｘｘ ３７５．４ｋｇ．ｍ２ Ｒｏｔａｔｉｏｎａｌｉｎｅｒｔｉａｏｆｒｏｌｌｍｏｔｉｏｎ
Ｉｘｘｒ ２４．６ｋｇ．ｍ２ Ｉｎｅｒｔｉａｍｏｍｅｎｔｏｆｂａｃｋｗｈｅｅｌｓ’ｃｅｎｔｅｒ

ａ １．１１７ｍ
Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｂｅｔｗｅｅｎｆｏｎｔｗｈｅｅｌ

ａｎｄｔｈｅｃｅｎｔｅｒｏｆｍａｓｓ

ｂ １．２３３ｍ
Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｂｅｔｗｅｅｎｂａｃｋｗｈｅｅｌ

ａｎｄｔｈｅｃｅｎｔｅｒｏｆｍａｓｓ
ｗ １．２７８ｍ Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｗｈｅｅｌｓ
Ｋｆ ３００００Ｎ／ｍ Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｆｒｏｎｔｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ
Ｋｒ ３２５００Ｎ／ｍ Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｆｒｏｎｔｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ

Ｃｆ、Ｃｒ ５７０Ｎ／ｍ／ｓ
Ｔｈｅｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｔｈｅ
ｍａｇｎｅｔｏｒｈｅｏｌｏｇｉｃａｌｄａｍｐｅｒ

Ｋｕ １８１０００Ｎ／ｍ Ｖｅｒｔｉｃａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｔｉｒｅｓ
Ｆｍ １３００Ｎ Ｙｉｅｌｄｆｏｒｃｅｏｆｔｈｅｍａｇｎｅｔｏｒｈｅｏｌｏｇｉｃａｌｄａｍｐｅｒ
β ２００ Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｐａｒａｍｅｔｅｒ

考虑高速公路上设置的减速带高度在０．００３ｍ
－０．０１５ｍ之间，数值分析时ｈ的范围取［０．００３，０．
０１］，减速带宽度取 ｗ＝０．５ｍ，间距取 ｄ＝０．５ｍ，前
后轮滞后角取α＝５π．

由式（２）可知激励频率与汽车行驶速度成正
比．为了保证行车的安全，要求汽车通过高速公路
上的减速带时速度在４０ｋｍ／ｈ～７０ｋｍ／ｈ之间，数值
计算时采用的车速为 ｖ＝１２ｍ／ｓ．以高度 ｈ为分岔
参数，数值仿真时积分时间为４００个周期，为消除

瞬态响应的影响，在每一个确定的分岔参数上，用

闪频法绘制最后１００个 Ｐｏｉｎｃａｒé点，得到的速度分
岔图如下：

图４　车身垂直运动位移分岔图

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｚｖｓｈ

图５　车身侧倾运动位移分岔图

Ｆｉｇ．５　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆφｖｓ．ｈ

图６　车身俯仰运动位移分岔图

Ｆｉｇ．６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆθｖｓ．ｈ

图７　减速带高度ｈ＝０．００３６ｍ，车身垂直运动

时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒé截面

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒé

ｍａｐｏｆｚｆｏｒｈ＝０．００３６ｍ
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图４、图５、图６分别是车身的垂直、侧倾、俯仰
运动的位移关于复合材料型减速带 ｈ高度的分岔
图．由以上三个图可以看到，在区间［０．００３０，０．
００４４］，车身的垂直、侧倾、俯仰运动非常复杂，具体
的运动形式需进一步分析．而在其它区间车身的垂
直、侧倾、俯仰运动均为周期运动．下面选取某些特
定频率值，利用时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒé截
面，进一步分析车身的垂直、侧倾、俯仰运动特性．
首先取ｈ＝０．００３６ｍ，结果如图７、图８和图９所示．

图８　减速带高度ｈ＝０．００３６ｍ，车身侧倾运动

时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒé截面

Ｆｉｇ．８　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒé

ｍａｐｏｆφｆｏｒｈ＝０．００３６ｍ

图９　减速带高度ｈ＝０．００３６ｍ，车身俯仰运动

时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒé截面

Ｆｉｇ．９　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒé

ｍａｐｏｆｆｏｒｈ＝０．００３６ｍ

从图８可以看出，车身的侧倾运动趋于稳定．
分析图７和图９，车身垂直和俯仰运动的时间历程
图无周期性，相位图由许多相环组成，Ｐｏｉｎｃａｒé截
面上的点分布混乱．结果表明，在 ｈ＝０．００３６ｍ时，
车身的垂直、俯仰运动形式为混沌运动．

其次取ｈ＝０．００４１ｍ，结果如图１０、图１１和图
１２所示．图１０对应车身垂直运动的时间历程图，
相位图和Ｐｏｉｎｃａｒé截面．很显然，车身垂直运动的
时间历程图无周期性，相位图由许多相环组成，

Ｐｏｉｎｃａｒé截面上的点分布混乱，表明在ｈ＝０．００４１ｍ
时，车身的垂直运动为混沌运动．图１１对应车身侧
倾运动．很显然，车身的侧倾运动趋于稳定．从图
１２可以看出，车身俯仰运动的时间历程图无周期

性，相位图由许多相环组成，Ｐｏｉｎｃａｒé截面上的点

组成三个圆环，表明车身的俯仰运动为三倍拟周期

运动．

进一步分析可知，车身垂直方向发生混沌运动

的区间为［０．００３０，０．００４４］；车身俯仰运动发生混

沌运动的区间为［０．００３０，０．００３８］；车身侧倾运动

在整个区间都趋于稳定；车身俯仰运动在区间［０．

００３８，０．００４４］内为三倍拟周期运动．所以当汽车以

车速ｖ＝１２ｍ／ｓ通过高速公路上连续分布的减速带

时，为避免发生混沌运动，减速带的高度应大于０．

００４４ｍ．这为高速公路特殊路段上设计减速带提供

了理论依据．

图１０　减速带高度ｈ＝０．００４１ｍ，车身垂直运动

时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒé截面

Ｆｉｇ．１０　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒé

ｍａｐｏｆｚｆｏｒｈ＝０．００４１ｍ

图１１　减速带高度ｈ＝０．００４１ｍ，车身侧倾运动

时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒé截面

Ｆｉｇ．１１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒé

ｍａｐｏｆｆｏｒｈ＝０．００４１ｍ

图１２　减速带高度ｈ＝０．００４１ｍ，车身俯仰运动

时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒé截面

Ｆｉｇ．１２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔａｎｄＰｏｉｎｃａｒé

ｍａｐｏｆθｆｏｒｈ＝０．００４１ｍ
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混沌现象只有在非线性系统才会出现，是确定

性系统中的不规则运动．下面具体分析在连续减速
带激励下，汽车俯仰运动由周期运动通向混沌运动

的途径．图１３和图１４给出了车身俯仰运动随减速
带高度变化时的Ｐｏｉｎｃａｒé截面演变过程．

图１３　车身俯仰运动的Ｐｏｉｎｃａｒé截面，

（ｈ＝０．００４５ｍ，ｈ＝０．００４４２ｍ，ｈ＝０．００４４ｍ）

Ｆｉｇ．１３　Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｏｆθｆｏｒ

（ｈ＝０．００４５ｍ，ｈ＝０．００４４２ｍ，ｈ＝０．００４４ｍ）

图１４　车身俯仰运动的Ｐｏｉｎｃａｒé截面，

（ｈ＝０．００３８８ｍ，ｈ＝０．００３８６ｍ，ｈ＝０．００３８ｍ）

Ｆｉｇ．１４　Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｏｆθｆｏｒ

（ｈ＝０．００３８８ｍ，ｈ＝０．００３８６ｍ，ｈ＝０．００３８ｍ）

分析图１３、图１４，可以看出车身俯仰运动通向
混沌的道路可以分为两步．第一步：由周期运动到
拟周期运动过程，在图１３中，当 ｈ＝０．００４５ｍ时，
Ｐｏｉｎｃａｒé截面上有三个点，表明此时的运动为周期
三运动，当ｈ减小到０．００４４２ｍ时，Ｐｏｉｎｃａｒé截面上
的三个点向周围扩散，当 ｈ减小到 ０．００４４ｍ时，
Ｐｏｉｎｃａｒé截面上的点组成三个圆环，运动已经变为
三倍拟周期运动；第二步：由拟周期运动到混沌运

动，从图 １４中可以看出，ｈ减小到 ０．００３８８ｍ时，
Ｐｏｉｎｃａｒé截面上三个圆环分别向周围逐渐破裂，当
ｈ减小到０．００３８６ｍ时，Ｐｏｉｎｃａｒé截面上三个圆环已
经明显破坏，此时的运动已经具有明显的混沌运动

特性，当ｈ减小到０．００３８ｍ时Ｐｏｉｎｃａｒé截面上的点
完全混乱分布，此时汽车俯仰运动已经变为混沌运

动．

３　结论

本文数值研究了连续减速带激励下具有磁流

变悬架系统七自由度汽车的非线性动力学行为．结
果表明一定高度范围的减速带可激发汽车混沌运

动．因此，汽车设计时应充分考虑连续减速带激励
对其运动特性的影响，避免发生混沌振动等有害运

动，实现平稳安全行驶．
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