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摘要　基于微分方程不变原理，针对带有一般耦合函数的动力学网络，设计了实现网络同步的自适应同步

方法．与其它的自适应同步方法相比较，该方法的优点是利用网络的一个节点的状态作为控制目标轨道来

设计控制器．这一改进可以降低控制系统的维数，并且减少控制过程中各节点间的信息传递量．最后，通过

一些数值算例验证所设计控制方法的有效性．
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引言

自Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ在混沌同步方面的先驱工
作［１］，同步已成为非线性科学研究领域的一个重要

课题．到目前为止，针对两个耦合混沌系统，学者们
已经提出了很多有效的控制方法，如非线性控

制［２］、自适应控制［３］、主动控制［４］等等．实际上，很
多实际系统都应该由多个节点构成的具有复杂结

构的动力学网络来描述，如：生物系统、神经系统和

社会系统等［５］．由于很多自然现象都可以通过动力
学网络的同步来解释，因此动力学网络同步的研究

吸引了不同领域学者们的观注．针对动力学网络的
同步问题，学者们已经提出了一些有效的分析方

法，如“主函数法（ｍａｓｔｅｒｓｔａｂｉｌｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ）［６］”、
“连接图方法 （ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｇｒａｐｈｓｔａｂｉｌｉｔｙｍｅｔｈｏｄ）［７］”，
以及Ｌｕ等提出的新方法［８］．利用这些分析方法，
学者们研究了具有不同复杂结构的动力学网络同

步的条件［６－１０］．另一方面，现实中的网络不可避免
要受到各种外界因素的影响，因此实际中网络的各

节点很难自发地达到同步．为了实现实际中网络各
节点间的同步，学者们已经提出了一系列有效的方

法．在文献 ［１１，１２］中，作者们研究了如何利用牵
制控制（ｐｉｎｎｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌ）实现网络的同步．在牵制
控制中，只选择网络的部分节点施加控制，因此牵

制控制是实现网络同步最合适方法，但在网络结构

未知的情况下，如何选折哪个节点施加控制还是一

个没解决的问题．由于脉冲控制的结构简单，学者
们研究了实现动力学网络同步的脉冲控制方

法［１３，１４］．由于自适应控制的反应快速和自动性，学
者们提出了一些实现网络同步的自适应控制方

法［１５，１６］．上述的这些控制方法都非常有效，利用这
些控制方法可以实现节点系统为混沌系统，网络结

构未知的复杂动力学网络的各节点间的同步．然
而，这些控制方法以节点系统的一个解作为控制目

标轨道，因此要利用这些控制方法，必须事先得到

节点系统的一个解．但在很多实际情况中很难得到
节点系统的一个解，例如网络不存在孤立节点且节

点系统的具体结构未知．为了解决上述问题，我们
利用各节点状态的平均值为控制目标，设计了实现

动力学网络同步的自适应控制方法［１７，１８］．在本文
中，我们将利用网络的一个节点状态作为控制的目

标轨道，设计实现网络同步的自适应控制方法，这

一改进可以降低控制系统的维数，使控制器结构更

加简单，并可以减少控制过程中网络各节点间的信

息传递量．

１　自适应控制方案

考虑由ｍ个耦合节点构成的有一般耦合函数
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的动力学网络：

ｘｉ＝ｆ（ｘｉ）＋ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）　ｉ＝１，２，…，ｍ
（１）

其中ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘ
ｉ
２，…，ｘ

ｉ
ｎ）
Ｔ∈Ｒｎ是描述网络中第ｉ个

节点的状态向量，ｆ（ｘ）＝（ｆ１，ｆ２，…，ｆｎ）
Ｔ是描述孤

立节点动力学行为的非线性向量函数，ｇｉ（ｘ１，ｘ２，
…，ｘｍ）：Ｒｍ×ｎ→Ｒｎ（ｉ＝１，２，…，ｍ）是未知的非线性
耦合函数．

本文的目的是设计实现网络中各节点同步的

有效控制方法，在每个节点上增加一个控制器ｕｉ＝
（ｕｉ１，ｕ

ｉ
２，…，ｕ

ｉ
ｎ）
Ｔ后，得到受控的动力学网络为：

ｘｉ＝ｆ（ｘｉ）＋ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋ｕｉ

　　ｉ＝１，２，…，ｍ （２）
与文献 ［１７，１８］中的控制方法相比较，本文

利用第ｌ个节点的状态 Ｘ（ｔ）＝ｘｌ作为控制的目标
轨道．引入向量：

δｘｉ＝ｘｉ－Ｘ（ｔ）　ｉ＝１，２，…，ｍ （３）
其中向量δｘｉ＝（δｘｉ１，δｘ

ｉ
２，…，δｘ

ｉ
ｎ）
Ｔ∈Ｒｎ经常被称为

同步误差向量，它描述了网络中第 ｉ个节点偏离目
标轨道Ｘ（ｔ）的程度．

显然，误差向量δｘｉ应该满足如下方程：

δｘｉ＝ｆ（ｘｉ）＋ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋ｕｉ－Ｇ（ｘ）
　　ｉ＝１，２，…，ｍ （４）

其中Ｇ（ｘ）为向量函数：
Ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘｌ）＋ｇｌ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ） （５）
通过引入误差向量δｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ），动力学

网络（２）的同步问题被转化为误差系统（４）的稳定
问题．因此我们的目的就是设计有效的控制器 ｕｉ（ｉ
＝１，２，…，ｍ）使误差系统在原点渐进稳定．基于文
献 ［３，１７］中的工作，我们引入如下的自适应反馈
控制器ｕｉ：

ｕｉｋ＝εｋ（ｘ
ｉ
ｋ－ｘ

ｌ
ｋ）

　　ｉ＝１，２，…，ｍ，　ｋ＝１，２，…，ｎ （６）
其中ε＝（ε１，ε２，…，εｎ）

Ｔ∈Ｒｎ是自适应变化的反
馈强度．反馈强度ε将按照如下法则自动更新：

εｋ＝－γｋ
１
ｍ∑

ｍ

ｉ＝１
（ｘｉｋ－ｘ

ｌ
ｋ）
２　ｋ＝１，２，…，ｎ （７）

这里γｋ（ｋ＝１，２，…，ｎ）是任意正常数．
为获得所设计控制器有效的充分条件，在本文

中将对非线性向量函数ｆ（ｘ）和耦合函数ｇｉ（ｘ１，ｘ２，
…，ｘｍ）（ｉ＝１，２，…，ｍ）作如下假设：
假设１　假设动力学网络（２）有界，且对任意 ｘｉ（ｉ

＝１，２，…，ｍ）∈Ω和ｙｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）∈Ω（其中Ω
为有界集），存在正常数ｌ１，ｌ２满足如下不等式

｜ｆｋ（ｘ
ｉ）－ｆｋ（ｙ

ｉ）｜≤ｌ１ｍａｘ｛｜ｘ
ｉ
ｊ－ｙ

ｉ
ｊ｜，　ｊ＝１，２，…，ｎ｝

　ｉ＝１，２，…，ｍ，　ｋ＝１，２，…，ｎ （８）

｜ｇｉｋ（ｘ
１，ｘ２，…，ｘｍ）－ｇｉｋ（ｙ

１，ｙ２，…，ｙｍ）｜≤

　ｌ２ｍａｘ｛｜ｘ
ｈ
ｊ－ｙ

ｈ
ｊ｜，ｊ＝１，２，…ｎ，ｈ＝１，２，…，ｍ｝

　ｋ＝１，２，…，ｎ　ｉ＝１，２，…，ｍ （９）

假设２　对任意ｘ１＝ｘ２＝… ＝ｘｍ，耦合函数 ｇｉ（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｍ）满足：

ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝０　（ｉ＝１，２，…，ｍ） （１０）

条件（８）和（９）通常称为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，是一
个比较普通的条件．条件（１０）是为了确保动力学
网络（２）的同步流形的存在．

为了证明在假设１和假设２下，受控动力学网
络 （２）在控制器（６），（７）的作用下，各节点间能够
达到同步，针对由（２），（６）和（７）构成的复合系统，
我们引入如下是非负函数：

Ｖ（δｘｉ）＝ １２ｍ∑
ｍ

ｉ＝１
δｘｉＴδｘｉ＋１２∑

ｎ

ｋ＝１

１
γｋ
（εｋ＋Ｌ）

２

其中Ｌ为足够大常数．将函数Ｖ沿着复合系统的一
条轨道求导得：

Ｖ
·

＝１ｍ∑
ｍ

ｉ＝１
δｘｉＴ｛［ｆ（ｘｉ）＋ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）］－

　［ｆ（ｘｌ）＋ｇｌ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）］｝－

　 Ｌ
ｍ∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
（δｘｉｋ）

２ ＝１ｍ∑
ｍ

ｉ＝１
δｘｉＴ｛［ｆ（ｘｉ）－

　ｆ（Ｘ（ｔ））］＋［ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－

　ｇｉ（Ｘ（ｔ），Ｘ（ｔ），…，Ｘ（ｔ））］－［ｇｌ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－

　ｇｌ（Ｘ（ｔ），Ｘ（ｔ），…，Ｘ（ｔ））］｝－Ｌｍ∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
（δｘｉｋ）

２

显然在上式中利用了条件（１０），再利用不等式（８）
和（９），容易证明

｜∑
ｍ

ｉ＝１
δｘｉＴ［ｆ（ｘｉ）－ｆ（Ｘ（ｔ））］｜≤ｍｎｌ１∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
δｘｉ２ｊ，

｜∑
ｍ

ｉ＝１
δｘｉＴ［ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－ｇｉ（Ｘ（ｔ），Ｘ（ｔ），…，

　Ｘ（ｔ））］｜≤ｍｎｌ２∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
δｘｉ２ｊ，

｜∑
ｍ

ｉ＝１
δｘｉＴ［ｇｌ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－ｇｌ（Ｘ（ｔ），Ｘ（ｔ），…，

　Ｘ（ｔ））］｜≤ｍｎｌ２∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
δｘｉ２ｊ

利用上述两个不等式有

８２１
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Ｖ
·

≤ｎｌ１∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
（δｘｉｊ）

２＋２ｎｌ２∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
（δｘｉｊ）

２－

　 Ｌ
ｍ∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
（δｘｉｊ）

２

上式表明，如果选取Ｌ足够大，那么Ｖ
·

≤０，并且Ｖ
·

＝
０当且仅当δｘｉｊ＝０，也就是集合

Ｅ＝｛（δｘｉ，ε）｜δｘｉ＝０，ε＝ε０，ｉ＝１，２，…，ｍ｝

是Ｖ
·

＝０中的最大不变集．根据 ＬａＳａｌｌｅ不变原理，
以任何初值出发的复合系统的解都将渐进地收敛

到集合Ｅ，即当ｔ→∞时，则同步误差δｘｉ→０和反馈
强度ε→ε０．

注１　本文的方法是作者之前工作［１７，１８］中方法的

进一步改进．在这些文献中，以Ｘ（ｔ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉ／ｍ作

为同步的目标轨道，且不同的节点采用不同的自适

应反馈强度，因此对网络中的每个节点都得增加一

个ｎ维系统来时时计算控制强度，且每个节点都需
要将自己的状态发送给网络中的其他各节点．相对
先前的方法，本文方法作了如下改进：首先，网络

中的所有节点用相同的自适应变化的控制强度，因

此对整个网络只需增加一个 ｎ维系统计算控制强
度，这大大降低了控制系统的维数，简化控制器结

构；其次，利用网络中一个节点的状态Ｘ（ｔ）＝ｘｌ作
为控制目标轨道，因此在控制过程中只需将节点 ｌ
的状态传输给网络中的其它节点，这大大降低了控

制过程中各节点间的信息传递量．
注２　在上述证明中，我们假设动力学网络 （２）是
有界的．实际上，当函数 ｆ（ｘ）和 ｇｉ（ｘ）为非线性函
数时，要证明网路系统 （２）的有界性是非常困难
的，然而我们可以通过引入适当的分段和开关耦合

数值策略来确保控制过程中系统 （２）的有界性
［１９］．通过数值模拟，我们发现在很多情况下是不
需要引入上述策略的，例如，节点系统拥有一个全

局吸引混沌吸引子．

２　数值模拟

本节中，我们将通过数值模拟来验证所设计控

制方法的有效性．我们利用统一混沌系统作为节点
系统来描述节点的动力学行为．统一混沌系统可描
述如下：

ｘ１＝－（２５α＋１０）（ｘ１－ｘ２），
ｘ２＝－ｘ１ｘ３＋（２８－３５α）ｘ１＋（２９α－１）ｘ２，

ｘ３＝ｘ１ｘ２－
α＋８
３ ｘ３． （１１）

其中α为位于［０，１］间的正参数，根据文献［２０］，
当０≤α＜０．８时，系统 （１１）属于广义 Ｌｏｒｅｎｚ系
统；当α＝０．８时，系统 （１１）属于 Ｌü系统；当０．８
＜α≤１时，系统 （１１）属于广义Ｃｈｅｎ系统．
在数值模拟中，令网络的节点数ｍ＝１００，并取

耦合函数

ｇｉｋ（ｘ
１，ｘ２，…，ｘｍ）＝１ｍ∑

ｍ

ｊ＝１
ｂｉｊｓｉｎ（ｘ

ｊ
ｋ）

其中（ｂｉｊ）ｍ×ｍ是随机选取的矩阵，ｂｉｊ＝１（ｉ≠ｊ）的概

率为０．５，且ｂｉｉ＝－∑
ｉ≠ｊ
ｂｉｊ．

为了展示数值模拟结果，定义如下的量：

ｅｒｒｏｒｊ（ｔ）＝
１
ｍ∑

ｍ

ｉ＝１
｜δｘｉｊ｜　ｊ＝１，２，…，ｎ （１２）

显然，当ｔ→∞时，若ｅｒｒｏｒｊ（ｔ）→０，则所有状态δｘ
ｉ
ｊ→

０（ｉ＝１，２，…，ｍ，ｋ＝１，２，…，ｎ）．

图１　当α＝０．２时，ｅｒｒｏｒｉ的时间历程图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒｉｗｉｔｈα＝０．２

图２　当α＝０．８时，ｅｒｒｒｏｒｉ的时间历程图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒｉｗｉｔｈα＝０．８

在数值模拟中，利用四阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方法
求解方程．系统初值 ｘｉｋ（ｉ＝１，２，…，ｍ，ｋ＝１，２，…，
ｎ）从［－１，１］间随机选取，并令控制强度 ε初值为
零，控制器中的常数γｋ＝０．１（ｋ＝１，２，…，ｎ）．图１
－图３中展示了数值模拟结果，在这些图中分别取

９２１
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参数α＝０．２（图１），α＝０．８（图２），α＝０．９（图３）．
通过这些图，容易看出我们的方法在很短的时间内

就实现了网络个节点间的同步，并且同步的效果非

常好．

图３　当α＝０．９时，ｅｒｒｏｒｉ的时间历程图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒｉｗｉｔｈα＝０．９

３　结论

基于微分方程不变原理，本文设计了实现动力

学网络同步的自适应控制方法．该控制方法非常有
效，可以在事先不知道网络结构和节点系统结构的

情况下，控制器根据同步误差自适应的调节控制强

度，最终实现网络各节点间的同步，因此该方法有

一定的通用性．与作者之前工作［１７，１８］中方法相比

较，该方法对网络中所有节点施加相同的控制强

度，因此对于整个网络只需额外的增加一个ｎ维系
统来计算控制强度，这可以降低系统的维数，简化

控制器结构；利用一个节点的状态作为控制目标轨

道，因此在控制过程中只需要将作为控制目标轨道

的节点的状态传输给网络中的其它节点，这可以减

少在控制过程中各节点间的信息传递量．利用该方
法实现网络的同步，选取任何一个网络节点作为控

制目标轨道都可以实现网络节点间的同步，至于如

何选择哪个轨道作为控制目标使同步的时间最短

是我们进一步的研究内容．该方法既简单又有效，
将来会有一定的应用价值．
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