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摘要　以分数阶Ｌü混沌系统和分数阶Ｃｈｅｎ超混沌系统为例，研究了维数不同、分数阶次不相等的异结构

的混沌系统和超混沌系统的完全同步和反相同步．首先，基于分数阶系统稳定性理论和非线性动力学理论，

构造出相应的非线性控制器，实现了两个维数不同，分数阶次不相等异结构混沌系统与超混沌系统的完全

同步和反相同步；其次，基于分数阶稳定性理论，对上述两类同步给出了严格的数学证明；最后，借助于预估

校正算法，利用数值模拟验证了所提方法的有效性．
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引言

混沌现象是非线性动力学系统所特有的一种

复杂运动形式，是自然界普遍存在的复杂现象．近
年来，混沌研究是非线性科学领域的热点问题之

一，而混沌同步由于其在工程、信息处理、生命科学

等领域的潜在应用价值而得到人们的广泛关

注［１－２］．近来，除了最初的完全同步人们又提出了
许多种混沌同步，如广义同步、相同步、投影同步

等［３－５］，当前又有学者提出反相同步的问题，并将

此应用到通信领域［６－７］．
分数阶微积分和整数阶微积分几乎具有同样

长的发展历史，人们发现：整数阶微积分是分数阶

微积分的特例，整数阶混沌系统都是对实际混沌系

统的理想化处理［８］．若将分数阶微分算子引入到超
混沌系统中，则分数阶超混沌系统能产生更为复杂

的动态行为，具有非常强的随机性和不可预测性．
分数阶超混沌系统的同步与反相同步控制由于在

保密通信、信号处理和系统控制及其他领域比整数

阶混沌系统拥有更突出、更诱人的应用前景，从而

促进了分数阶超混沌系统的应用研究以及分数阶

微积分理论的发展［９］．
由于实际应用中不同结构混沌系统的广泛存

在，对于不同结构混沌系统之间的同步与反相同步

的研究已取得了一些研究成果．例如，蔡娜［１０］等采

用主动控制方法，实现了系统参数已知时不同结构

混沌系统之间的同步与反相同步；闵富红［１１］等利

用线性系统稳定性理论，结合反馈控制，实现四维

超混沌系统的同结构及异结构的广义投影同步；文

献［１２］中研究了分数阶 Ｌｉｕ混沌系统和统一混沌
系统的动力学行为，利用主动控制方法实现了分数

阶Ｌｉｕ系统与分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统及分数阶Ｌü系统
的异结构同步，该性质对混沌保密通信具有一定的

理论意义．根据目前相关文献报道，在维数相同的
情况下，异结构整数阶混沌系统之间的同步与反相

同步问题的研究已经比较成熟［１３－１５］；在维数相同、

分数阶次相等的情况下，异结构分数阶混沌系统之

间的同步与反相同步的问题在近年来也有了一定

的研究［１６－１７］；然而，在工程实际应用中，系统之间

的维数往往是不相同的，不仅仅是低维系统之间的

同步，更高维数系统之间的同步更能反映出混沌保

密特性．本文认为文献［１２］中仅考虑了维数相同的

分数阶混沌系统之间的异结构同步，并且在研究混

沌系统异结构同步中仅考虑了分数阶次相等的情

况；对维数不同，分数阶次不相等的情况下，混沌系

统之间的同步的问题没有做进一步研究，同时对分
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数阶混沌系统之间的反相同步的研究也没有做相

关报道．在实际应用中驱动系统和响应系统的结构
复杂化更利于安全通信，因此考虑在维数不同、分

数阶次不相等的情况下，分数阶超混沌系统的完全

同步与反相同步的研究具有重要的实际意义．本文
主要是基于以上研究成果，利用分数阶系统稳定性

理论和非线性动力学理论，构造出相应的非线性控

制器，实现了在维数不同、分数阶次不相等的情况

下，三维分数阶混沌系统与四维分数阶超混沌系统

之间的完全同步与反相同步．该方法具有适用范围
广、以及易于实现等优点，扩展了同步与反相同步

的应用范围，并在理论分析的基础上，通过数值仿

真验证了该方法的有效性．

１　分数阶微分的定义

在分数阶微积分的研究过程中，对微分和积分

的概念提出了许多种定义［１８－１９］，但是在实际应用

中使用较多的是分数阶 ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ定义和
Ｃａｐｕｔｏ定义，本文采用的是Ｃａｐｕｔｏ定义［１８－１９］．

定义　一元函数ｆ（ｘ）的ｑ阶微分Ｃａｐｕｔｏ定义
为：

ａＤ
ｑ
ｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－ｑ）∫

ｔ

ａ

ｆ（ｎ）（ｘ）
（ｔ－ｘ）ｑ－ｎ＋１

ｄｘ

　　　（ｎ－１＜ｑ≤ｎ） （１）
其中ｎ是不小于ｑ的最小整数（ｎ－１＜ｑ≤ｎ）；ａ，ｔ
分别为积分的下限和上限；ｑ为微分阶数，Γ（ｎ－ｑ）
为Ｇａｍｍａ函数，ｆ（ｎ）（ｘ）是ｆ（ｘ）的ｎ阶导数．

２　分数阶系统分析、完全同步及反相同步
描述

２．１　分数阶混沌系统分析
武相军、王兴元等研究了式（２）所示的分数阶

Ｌü系统：
ｄθ１ｘ１
ｄｔθ１

＝ａ（ｙ１－ｘ１）

ｄθ２ｙ１
ｄｔθ２

＝－ｘ１ｚ１＋ｃｙ１

ｄθ３ｚ１
ｄｔθ３
＝ｘ１ｙ１－ｂｚ















１

０＜θｉ≤１　（ｉ＝１，２，３） （２）
由文献［２０］可知，当参数取ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０时，
且θ１＋θ２＋θ３≥２．５时，分数阶 Ｌü系统（２）处于混

沌状态．
我们取参数ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，令θ１＝０．９，θ２

＝０．９４，θ３＝０．９６时，采用预估校正算法
［２１－２２］对

分数阶Ｌü系统（２）进行数值仿真，所得相图如图１
所示，与文献［２０］中结论相同，可见分数阶 Ｌü系
统（２）此时确实处于混沌状态．

图１　分数阶Ｌü混沌系统的相图

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｆｏｒｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒＬüｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

２．２　分数阶超混沌系统分析
分数阶超混沌Ｃｈｅｎ系统：
ｄｑ１ｘ２
ｄｔｑ１

＝θ（ｙ２－ｘ２）＋ｗ２

ｄｑ２ｙ２
ｄｔｑ２

＝βｘ２－ｘ２ｚ２＋ｒｙ２

ｄｑ３ｚ２
ｄｔｑ３
＝ｘ２ｙ２－δｚ２

ｄｑ４ｗ２
ｄｔｑ４

＝ｙ２ｚ２＋λｗ















 ２

０＜ｑｊ≤１　（ｊ＝１，２，３，４） （３）
由文献［２３］可知，当参数取 θ＝３５，β＝７，ｒ＝

１２，δ＝３，λ＝０．５时，０．１８＜ｑｊ＜１（ｊ＝１，２，３，４），分
数阶Ｃｈｅｎ系统（３）是超混沌的．

采用预估校正算法对分数阶Ｃｈｅｎ系统（３）数
值仿真，当参数取θ＝３５，β＝７，ｒ＝１２，δ＝３，λ＝０．５
时，令ｑ１＝０．９，ｑ２＝０．９４，ｑ３＝０．９６，ｑ４＝０．９８时，
分数阶超混沌 Ｃｈｅｎ系统相图如图２所示，所得数
值解与文献［２１］中结论相比较，两者结论相同．
２．３　完全同步与反相同步描述

假设存在如下的驱动系统和响应系统：

ｄｑｘ
ｄｔｑ
＝ｆ（ｔ，ｘ） （４）

０２１
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ｄｑｙ
ｄｔｑ
＝ｇ（ｔ，ｙ）＋ｕ（ｔ，ｘ，ｙ）　０＜ｑ≤１ （５）

图２　分数阶Ｃｈｅｎ超混沌系统的相图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｆｏｒｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒ

Ｃｈｅｎｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

其中ｕ（ｔ，ｘ，ｙ）是非线性控制器．定义两个系统的

同步误差为：ｅ（ｔ）＝ｙ－ｘ，如果 ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｅ（ｔ）‖＝０，则

系统（４）和系统（５）被称为完全状态同步．定义两

个系统的反相同步误差为：ｅ（ｔ）＝ｙ＋ｘ，如果 ｌｉｍ
ｔ→∞

‖ｅ（ｔ）‖＝０，则系统（４）和系统（５）被称为完全状

态反相同步．

３　分数阶 Ｌü混沌系统与分数阶超混沌
Ｃｈｅｎ系统完全同步控制

本文以分数阶 Ｌü混沌系统（２）为驱动系统，

相应的分数阶超混沌 Ｃｈｅｎ系统（３）为受控的响应

系统，有：

ｄｑ１ｘ２
ｄｔｑ１

＝θ（ｙ２－ｘ２）＋ｗ２＋ｕ１

ｄｑ２ｙ２
ｄｔｑ２

＝βｘ２－ｘ２ｚ２＋ｒｙ２＋ｕ２

ｄｑ３ｚ２
ｄｔｑ３
＝ｘ２ｙ２－δｚ２＋ｕ３

ｄｑ４ｗ２
ｄｔｑ４

＝ｙ２ｚ２＋λｗ２＋ｕ















 ４

（６）

系统（６）中ｕｉ（ｉ＝１，２，３，４）为非线性控制器．

令系统（６）与系统（２）的同步误差为ｅ１＝ｘ２－ｘ１，ｅ２
＝ｙ２－ｙ１，ｅ３＝ｚ２－ｚ１，ｅ４＝ｗ２－ｗ１，其中ｗ１＝０．这里

为了方便计算误差系统，将ｑ１＝θ１，ｑ２＝θ２，ｑ３＝θ３，

ｑ４＝θ４，ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，θ＝３５，β＝７，ｒ＝１２，δ＝

３，λ＝０．５．可得到如下的误差系统：

ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＝３５（ｅ２－ｅ１）－（ｙ１－ｘ１）＋ｗ２＋ｕ１

ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＝７ｘ２－ｘ２ｚ２＋１２ｅ２＋ｘ１ｚ１－８ｙ１＋ｕ２

ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
＝－３ｅ３＋ｘ２ｙ２－ｘ１ｙ１＋ｕ３

ｄｑ４ｅ４
ｄｔｑ４
＝ｙ２ｚ２＋０．５ｗ２＋ｕ















 ４

（７）

构造相应的非线性控制器，得：

ｕ１＝（ｙ１－ｘ１）－ｗ２
ｕ２＝－７ｘ２＋ｘ２ｚ２－ｘ１ｚ１－８ｙ１－１３ｅ２
ｕ３＝ｘ１ｙ１－ｘ２ｙ２
ｕ４＝－ｙ２ｚ２－０．５ｗ










２

（８）

将式（８）代入误差系统（７），得：
ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＝３５（ｅ２－ｅ１）

ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＝－ｅ２

ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
＝－３ｅ３

ｄｑ４ｅ４
ｄｔｑ４
＝















 ０

（９）

定理１　选取非线性控制器式（８），对于分数阶误
差系统式（９），当分数阶阶次０＜ｑ≤１时，如果存在

正定矩阵Ｐ使函数 Ｊ＝ｅＴＰｄ
ｑｅ
ｄｔｑ
≤０恒成立，则分数

阶误差系统式（９）的状态变量 ｅ＝［ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４］
Ｔ

在系统平衡点处渐近稳定．即实现了分数阶超混沌
Ｃｈｅｎ系统（６）与分数阶 Ｌü混沌系统（２）的异结构
完全同步．

为了证明该定理，我们首先给出一个有用的引理：

引理　对于分数阶系统ｄ
ｑＸ
ｄｔｑ
＝ＡＸ，当阶数０＜ｑ≤１

时，如果系统的系数矩阵Ａ满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程，即
存在实对称正定矩阵 Ｐ，半正定矩阵 Ｑ使得方程
ＡＨＰ＋ＰＡ＝－Ｑ对于任意的状态变量 Ｘ恒成立，

则分数阶系统渐近稳定［２４－２５］．（其中ＡＨ为Ａ的共

轭转置矩阵）

胡建兵［２５］等提出了该引理，并对其进行严格

的数学证明，指出了该引理既适用于分数阶线性系

统也适用于非线性系统的稳定性分析，下面将通过

１２１
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引理来证明定理１．
证明：　由引理推导定理１，如果
ＡＨＰ＋ＰＡ＝－Ｑ （１０）

成立，分数阶系统（９）稳定．即有
ｅＴ（ＡＨＰ＋ＰＡ）ｅ＝－ｅＴＱｅ （１１）

因为矩阵Ｑ为半正定矩阵，故对任意的误差状态
变量ｅ：

ｅＴ（ＡＨＰ＋ＰＡ）ｅ＝－ｅＴＱｅ≤０ （１２）

将
ｄｑｅ
ｄｔｑ
＝Ａｅ代人（１２）式得：

（
ｄｑｅ
ｄｔｑ
）ＴＰｅ＋ｅＴＰ（ｄ

ｑｅ
ｄｔｑ
）≤０ （１３）

因为矩阵Ｐ为实对称正定矩阵，所以有：

（
ｄｑｅ
ｄｔｑ
）ＴＰｅ＋ｅＴＰ（ｄ

ｑｅ
ｄｔｑ
）＝２ｅＴＰ（ｄ

ｑｅ
ｄｔｑ
）≤０ （１４）

即：

Ｊ＝ｅＴＰ（ｄ
ｑｅ
ｄｔｑ
）≤０ （１５）

从上述证明过程可以看出：由引理推导到定理１，
引理成立，故定理１也成立．

根据定理１构造函数：

Ｊ＝ｅＴ·Ｐ·ｄ
ｑｅ
ｄｔｑ
＝［ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４］×

　

１ ０ ０ ０
０ ３５ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
，
ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
，
ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
，
ｄｑ４ｅ４
ｄｔｑ[ ]４

Ｔ

＝

　３５ｅ１ｅ２－３５ｅ
２
１－３５ｅ

２
２－３ｅ

２
３≤０ （１６）

显然式（１６）满足定理１，分数阶误差系统（９）
的平衡点为（０，０，０，０），故同步误差 ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４随
着时间渐近趋于零．即在非线性控制器式（８）的作
用下，系统（６）与系统（２）在对应的时间序列可以
达到完全同步．（证毕）

４　分数阶 Ｌü混沌系统与分数阶超混沌
Ｃｈｅｎ系统反相同步控制

仍然以分数阶 Ｌü混沌系统（２）为驱动系统，
相应的分数阶超混沌 Ｃｈｅｎ系统（６）为受控的响应
系统，令系统（６）与系统（２）的反相同步误差为
ｅ１＝ｘ２＋ｘ１，ｅ２＝ｙ２＋ｙ１，ｅ３＝ｚ２＋ｚ１，ｅ４＝ｗ２＋ｗ１，其
中ｗ１＝０．为了方便计算误差系统，将ｑ１＝θ１，ｑ２＝θ２，
ｑ３＝θ３，ｑ４＝θ４，ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，θ＝３５，β＝７，
ｒ＝１２，δ＝３，λ＝０．５．可得到如下的误差系统：

ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＝３５（ｅ２－ｅ１）＋（ｙ１－ｘ１）＋ｗ２＋ｕ１

ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＝７ｘ２－ｘ２ｚ２＋１２ｅ２－ｘ１ｚ１＋８ｙ１＋ｕ２

ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
＝－３ｅ３＋ｘ２ｙ２＋ｘ１ｙ１＋ｕ３

ｄｑ４ｅ４
ｄｔｑ４
＝ｙ２ｚ２＋０．５ｗ２＋ｕ















 ４

（１７）

构造相应的非线性控制器，得：

ｕ１＝－（ｙ１－ｘ１）－ｗ２
ｕ２＝－７ｘ２＋ｘ２ｚ２＋ｘ１ｚ１－８ｙ１－１５ｅ２
ｕ３＝－ｘ１ｙ１－ｘ２ｙ２
ｕ４＝－ｙ２ｚ２－０．５ｗ










２

（１８）

将式（１２）代入误差系统（１１），得：
ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＝３５（ｅ２－ｅ１）

ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＝－３ｅ２

ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
＝－３ｅ３

ｄｑ４ｅ４
ｄｔｑ４
＝















 ０

（１９）

定理２　选取非线性控制器式（１８），则对于分数阶
误差系统式（１９），当分数阶阶次０＜ｑ≤１时，如果

存在正定矩阵Ｐ使函数 Ｊ＝ｅＴＰｄ
ｑｅ
ｄｔｑ
≤０恒成立，则

分数阶误差系统式（１９）的状态变量 ｅ＝［ｅ１，ｅ２，ｅ３，

ｅ４］
Ｔ在系统平衡点处渐近稳定．即实现了分数阶超

混沌Ｃｈｅｎ系统（６）与分数阶Ｌü混沌系统（２）的异
结构反相同步．

证明：　由引理推导定理２过程与上述引理推
导定理１类似，从略．根据定理２构造函数：

Ｊ＝ｅＴ·Ｐ·ｄ
ｑｅ
ｄｔｑ
＝［ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４］×

　

１ ０ ０ ０
０ ３５／３ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
，
ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
，
ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
，
ｄｑ４ｅ４
ｄｔｑ[ ]４

Ｔ

＝

　３５ｅ１ｅ２－３５ｅ
２
１－３５ｅ

２
２－３ｅ

２
３≤０ （２０）

显然式（２０）满足定理２，分数阶误差系统（１９）

的平衡点为（０，０，０，０），故同步误差 ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４随
着时间渐近趋于零．即在控制器式（１８）的作用下，
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系统（６）与系统（２）在对应的时间序列可以达到反
相同步．（证毕）

５　数值仿真分析

为了验证上述方法的有效性，我们需要解出分

数阶的微分方程（２）和（６），然后计算两个分数阶
微分方程解的误差．分数阶微分方程的解法通常有
两种途径：解析解法和数值解法．一般来说解析解
法有很大的局限性，只能求解一些较简单的方程，

在实际应用中广泛采用的是数值解法．分数阶微分
方程的数值解法主要有频域解法［２６］、时间离散的

预估校正算法［２１－２２］、Ａｄｏｍｉａｎ（ＡＤＭ）分解算法［２７］．

图３　完全同步误差随时间变化的历程图

（ａ）ｅ１（ｔ）～ｔ；（ｂ）ｅ２（ｔ）～ｔ；（ｃ）ｅ３（ｔ）～ｔ

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｃｏｍｐｌｅｔｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓ：

（ａ）ｅ１（ｔ）～ｔ；（ｂ）ｅ２（ｔ）～ｔ；（ｃ）ｅ３（ｔ）～ｔ

频域解法在工程中应用较多，但是有较大的局限性，

这种算法对系统的定性性质有一定的干扰，文献

［２８］研究了频域中近似系统与原系统相比较，对存
在的缺陷做出了详细的报道．文献［２９］对以上三种
算法进行了比较：预估校正算法是一种时间离散算
法，与频域算法相比，这种算法精度较高；ＡＤＭ算法
在解分数阶微分方程是一种十分优秀的算法，与预

估校正算法相比，两种算法计算精度接近，运算效
率上高于预估校正算法．本文中在运算效率上没
有做过多要求，而对计算精度有一定的要求，因此

在解分数阶微分方程均采用预估校正算法．

图４　反相同步误差随时间变化的历程图：

（ｄ）ｅ１（ｔ）～ｔ；（ｅ）ｅ２（ｔ）～ｔ；（ｆ）ｅ３（ｔ）～ｔ

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅａｎｔｉｐｈａｓｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓ：

（ｄ）ｅ１（ｔ）～ｔ；（ｅ）ｅ２（ｔ）～ｔ；（ｆ）ｅ３（ｔ）～ｔ
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我们采用预估校正算法对分数阶超混沌Ｃｈｅｎ
系统（６）与分数阶Ｌü混沌系统（２）的异结构完全同
步与反相同步进行了数值仿真．在仿真计算中，我们
选取参数ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，θ＝３５，β＝７，ｒ＝１２，δ＝
３，λ＝０．５时，令ｑ１＝θ１＝０．９，ｑ２＝θ２＝０．９４，ｑ３＝θ３
＝０．９６，ｑ４＝θ４＝０．９８时，步长为０．００５，随机选取系
统（２）的状态初始值为：ｘ１（０）＝１，ｙ１（０）＝２，ｚ１（０）
＝３，系统（６）的状态初始值为：ｘ２（０）＝４，ｙ２（０）＝
５，ｚ２（０）＝６，ｗ２（０）＝７．得到两个分数阶微分方程
的解后，我们根据式（９）计算了两个系统的同步误
差，其完全同步误差仿真结果如图３所示．由图３
所示，系统状态误差曲线ｅ１（ｔ），ｅ２（ｔ），ｅ３（ｔ）很快都
趋于零，即两系统达到了完全同步．

对于系统反相同步数值仿真，我们选取相同的

参数、计算步长和状态初始值，得到两个分数阶微

分方程的解后，我们根据式（１９）计算了两个系统
的反相同步误差，计算结果如图４所示．由图４可
以看出，系统状态误差曲线 很快都趋于零，即系统

达到了反相同步．

６　结论

本文以分数阶 Ｌü混沌系统和分数阶 Ｃｈｅｎ超
混沌系统为例，研究了维数不同、分数阶次不同的

异结构分数阶混沌系统的完全同步与反相同步问

题．首先，基于分数阶系统稳定性理论和非线性动
力学理论，构造出一种相应的非线性控制器，实现

了在维数不相等、分数阶次不相等的情况下，三维

分数阶混沌系统与四维分数阶超混沌系统之间的

完全同步与反相同步．其次，基于分数阶系统稳定
性理论和非线性系统性质定理对三维分数阶混沌

系统与四维分数阶超混沌系统的完全同步和反相

同步进行了数学证明，结果表明完全同步的误差系

统和反相同步的误差系统都在原点渐近稳定，实现

了完全同步和反相同步．最后，在理论分析的基础
上，利用预估校正算法对三维分数阶混沌系统与
四维分数阶超混沌系统的完全同步误差和反相同

步误差进行了数值仿真，仿真结果与理论分析的结

果一致，证明了该方法的有效性．该方法可以进一
步推广到高维分数阶混沌系统与高维分数阶混沌

系统之间的同步与反相同步，具有收敛速度快、应

用范围广、易于实现等优点，在工程领域研究中具

有一定的理论意义和较广的应用价值．
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ｎｅｓｅ））

９　刘丁，闫晓妹．基于滑模控制实现分数阶混沌系统的投

影同步．物理学报，２００９，５８（６）：３７４７～３７５２（ＬｉｕＤ，

ＹａｎＸＭ．Ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒ

ｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓｂａｓｅｄｏｎｓｌｉｄｉｎｇｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉ

ｃａＳｉｎｉｃａ，２００９，５８（６）：３７４７～３７５２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１０　蔡娜，井元伟，张嗣瀛．不同结构混沌系统的自适应同

步和反同步．物理学报，２００９，５８（２）：０８０２～０８１３（Ｃａｉ

Ｎ，ＪｉｎｇＹＷ，ＺｈａｎｇＳＭ．Ａｄａｐｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎａｎｄ

ａｎｔｉｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓ．Ａｃｔａ

ＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００９，５８（２）：０８０２～０８１３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１１　闵富红，王执铨．新型超混沌系统同结构与异结构广

义同步．电子与信息学报，２００８，３０（１２）：３０３１～３０３４

（ＭｉｎＦＨ，ＷａｎｇＺＱ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｔｗｏ

ｓａｍｅｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｅｗｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ＆ ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００８，３０（１２）：

３０３１～３０３４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１２　张成芬，高金峰，徐磊．分数阶Ｌｉｕ系统与分数阶统一

系统中的混沌现象及二者的异结构同步．物理学报，

２００７，５６（９）：５１２４～５１３０（ＺｈａｎｇＣＦ，ＧａｏＪＦ，ＸｕＬ．

ｃｈａｏｓｉｎｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒＬｉｕｓｙｓｔｅｍａｎｄｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｕ

ｎｉｆｉｅｄｓｙｓｔｅｍａｎｄｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｍ．Ａｃｔａ

ＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００７，５６（９）：５１２４～５１３０（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

１３　李华青，廖晓峰，黄宏宇．基于神经网络和滑模控制

的不确定混沌系统同步．物理学报，２０１１，６０（２）：

０２０５１２～５（ＬｉＨＱ，ＬｉａｏＸＦ，ＨｕａｎｇＨＹ．Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａ

ｔｉｏｎｏｆｕｎｃｅｒｔａｉｎｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓｂａｓｅｄｏｎｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ

ａｎｄｓｌｉｄｉｎｇｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１１，６０

（２）：０２０５１２～５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１４　王兴元，王明军．三种方法实现超混沌Ｃｈｅｎ系统的反

同步．物理学报，２００７，５６（１２）：６８４３～６８５０（ＷａｎｇＸ

Ｙ，ＷａｎｇＭＪ．Ｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓｏｆａｎｔｉｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｈｙ

ｐｅｒｃｈａｏｔｉｃＣｈｅｎｓｙｓｔｅｍ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００７，５６

（１２）：６８４３～６８５０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１５　吕翎，夏晓岚．非线性耦合时空混沌系统的反同步研

究．物理学报，２００９，５８（２）：０８１４～０８１８（ＬüＬ，ＸｉａＸ

Ｌ．Ａｎｔｉｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｕｐｌｅｄｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌ

ｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００９，５８（２）：０８１４

～０８１８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１６　曹鹤飞，张若洵．基于滑模控制的分数阶混沌系统的

自适应同步．物理学报，２０１１，６０（５）：０５０５１０～５（Ｃａｏ

ＨＦ，ＺｈａｎｇＲＸ．Ａｄａｐｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒ

ｄｅｒｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｖｉａｓｌｉｄｉｎｇｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａ

Ｓｉｎｉｃａ，２０１１，６０（５）：０５０５１０～５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１７　闵富红，王执铨．分数阶混沌系统同结构与异结构广

义同步．控制与决策，２００８，２３（９）：１０２５～１０２９（Ｍｉｎ

ＦＨ，ＷａｎｇＺＱ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｏｒｄｅｒｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｓａｍｅｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅ．Ｃｏｎ

ｔｒｏｌａｎｄＤｅｃｉｓｉｏｎ，２００８，２３（９）：１０２５～１０２９（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

１８　ＰｏｄｌｕｂｎｙＩ．Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＮｅｗＹｏｒｋ：

ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９９９

１９　邓伟华．分数阶微分方程的理论分析和数值计算［博士

学位论文］．上海：上海大学，２００７（ＤｅｎｇＷＨ．Ｔｈｅｏｒｅｔｉ

ｃａｌａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒ

ｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［ＰｈＤＴｈｅｓｉｓ］．Ｓｈａｎｇｈａｉ：ＳｈａｎｇｈａｉＵｎｉｖｅｒ

ｓｉｔｙ，２００７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２０　武相军，王兴元．分数阶 Ｌü系统中的混沌及其控制．

计算机科学，２００７，３４（１２）：２０４～２１０（ＷｕＸＪ，ＷａｎｇＸ

Ｙ．ＣｈａｏｓｉｎｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒＬüｓｙｓｔｅｍａｎｄｉｔｓｃｏｎｔｒｏｌ．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００７，３４（１２）：２０４～２１０

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２１　ＤｉｅｔｈｅｌｍＫ，ＦｏｒｄＮＪ，ＦｒｅｅｄＡＤ．Ａｐｒｅｄｉｃｔｏｒｃｒｒｅｃｔｏｒ

ａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＦｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，２００２，２９：３～２２

２２　ＬｉＣＰ，ＰｅｎｇＧＪ．ＣｈａｏｓｉｎＣｈｅｎ′ｓｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈａｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒ．ＣｈａｏｓＳｏｌｉｔｏｎｓ＆Ｆｒａｃｔａｌｓ，２００４，２２（２）：４４３

～４５０

２３　刘福才，李俊义，臧秀凤．基于自适应主动及滑模控

制的分数阶超混沌系统异结构反同步．物理学报，

２０１１，６０（３）：０３０５０４～１０（ＬｉｕＦＣ，ＬｉＪＹ，ＺａｎｇＸＦ．

Ａｎｔｉｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓｂａｓｅｄ

ｏｎａｄａｐｔｉｖｅａｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌａｎｄｆｒａｃｔｉｏｎａｌｓｌｉｄｉｎｇｍｏｄｅｃｏｎ

ｔｒｏｌ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１１，６０（３）：０３０５０４～１０（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２４　胡建兵，韩焱，赵灵冬．基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程的分数阶

混沌系统同步．物理学报，２００８，５７（１２）：７５２２～７５２６

（ＨｕＪＢ，ＨａｎＹ，ＺｈａｏＬＤ．Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚｉｎｇｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃｈａ

ｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓｂａｓｅｄｏｎＬｙａｐｕｎｏｖｅｑｕａｔｉｏｎ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎ

ｉｃａ，２００８，５７（１２）：７５２２～７５２６（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２５　胡建兵，韩焱，赵灵冬．一种新的分数阶系统稳定理

论及在ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ方法同步分数阶混沌系统中的应

用．物理学报，２００９，５８（０４）：２２３５～２２３９（ＨｕＪＢ，Ｈａｎ

Ｙ，ＺｈａｏＬＤ．Ａｎｏｖｅｌｓｔａｂｌｉｌｉｔｙｔｈｅｏｒｅｍｆｒａｃｔｉｏｎａｌｓｙｓｔｅｍｓ

ａｎｄｉｔｓａｐｐｌｙｉｎｇｉｎｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚｉｎｇｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

ｂａｓｅｄｏｎｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇａｐｐｒｏａｃｈ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，

５２１
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２００９，５８（０４）：２２３５～２２３９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２６　ＣｈａｒｅｆＡ，ＳｕｎＨＨ，ＴｓａｏＹＹｅｌａｔ．Ｆｒａｃｔａｌｓｙｓｔｅｍａｓｒｅ

ｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｏｎＡｕ

ｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，１９９２，３７（９）：１４６５～１４７０

２７　Ａｄｏｍｉａｎ，Ｇ．Ａｒｅｖｉｅｗｏｆｔｈｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄａｎｄ

ｓｏｍｅｒｅｃｅｎｔｒｅｓｕｌｔｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

ａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＭｏｄｅｌｌｉｎｇ，１９９０，１３（７）：１７～４３

２８　ＴａｖａｚｏｅｉＭＳ，ＨａｅｒｉＭ．Ｕｎｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ

ａｐｐｏｘｉｍａｔｉｏｎｉｎｒｅｃｏｇｎｉｓｉｎｇｃｈａｏｓｉｎｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｓｙｓ

ｔｅｍｓ．ＩＥＴＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓ，２００７，１（４）：１７１～１８１

２９　刘勇．分数阶模型神经元的动力学特性及其同步［硕

士学位论文］．西安：西安交通大学，２０１０（ＬｉｕＹ．Ｄｙ

ｎａｍｉｃｃａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｍｏｄｅｌｎｅｕｒｏｎ

ａｎｄｉｔｓｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ［ＭａｓｔｅｒＤｅｇｒｅｅＤｉｓｓｅｒｔａｔｉｏｎ］．Ｘｉ′

ａｎ：Ｘｉ′ａｎＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１４Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ２０１２，ｒｅｖｉｓｅｄ１Ａｐｒｉｌ２０１３．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０８７２１５６，８１０７１１５０），ａｎｄｔｈｅＡｖｉａｔｉｏｎＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ
（２０１１１３９６０１１）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｚｈａｎｇｇｊ３＠１２６．ｃｏｍ
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