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含外力项时变系数 ＫｄＶ方程与时变系数耦合
ＫｄＶ方程组的孤子解

杨绍杰　化存才

（云南师范大学数学学院，昆明　６５０５００）

摘要　应用孤子拟解法研究了含外力项时变系数ＫｄＶ方程与一类时变系数耦合ＫｄＶ方程组．首先将方程经

过变量代换转换为齐次方程，然后将孤子解假设为双曲正割函数的形式带入方程或方程组，最后借助Ｍａｐｌｅ软

件完成复杂的计算来确定假设的孤子解的待定系数，从而得到孤子解存在的条件及其孤子解．结果显示：孤子

拟解法计算简便且能得到方程的亮孤子解．

关键词　ＫｄＶ方程，　耦合ＫｄＶ方程组，　变系数，　孤子拟解法

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０７６

引言

寻找非线性偏微分方程的精确解是许多数学

家和物理学家较为关注的研究课题，一些有效的求

解方法已经被提出，如著名的反散射方法，Ｈｉｒｏｔａ
方法，Ｂｃｋｌｕｎｄ变换，齐次平衡法，Ｆ展开法，孤子
拟解法等［１－４］．由于变系数非线性偏微分方程能更
好的描述物理现象，所以变系数偏微分的研究引起

越来越多学者的关注［５－１２］．ＫｄＶ方程可以用来描
述等离子体的磁流体波运动、弹性杆中纵向色散波

及弱非线性回复力的浅水波等重要的物理现象，耦

合的ＫｄＶ方程组通常来描述两个长波的相互影
响．如果考虑水深可变和出现涡旋可压缩流体的运
动规律就需要变系数ＫｄＶ方程和变系数耦合 ＫｄＶ
方程组来描述，因此研究变系数 ＫｄＶ方程和变系
数耦合ＫｄＶ方程组有重要的意义．孤子拟解法通
常用来求方程的亮孤子解［５－７］，对此，本文考虑将

孤子拟解法应用于含外力项时变系数 ＫｄＶ方程和
时变系数耦合ＫｄＶ方程组中．

本文考虑如下含外力项时变系数ＫｄＶ方程
ｕ１＋α（ｔ）ｕｕｘ＋β（ｔ）ｕｘｘｘ＝Ｆ（ｔ）， （１）

其中α（ｔ），β（ｔ），Ｆ（ｔ）为时间 ｔ的函数，Ｆ（ｔ）为外
力项．

和时变系数耦合ＫｄＶ方程组

ｕ１＋α（ｔ）ｕｕｘ＋β（ｔ）ｖｖｘ＋γ（ｔ）ｕｘｘｘ＝０，

ｖｔ＋δ（ｔ）ｕｖｘ＋γ（ｔ）ｖｘｘｘ＝{ ０
（２）

其中α（ｔ），β（ｔ），δ（ｔ），γ（ｔ）为时间ｔ的函数．
当Ｆ（ｔ）＝０时，方程（１）为时变系数 ＫｄＶ方

程，时变系数的ＫｄＶ已有很多学者研究［６－８］．
方程组（２）可以认为是一个简单的广义 Ｈｉｒｏ

ｔａＳａｔｓｕｍａ和ＫｄＶ方程的耦合［９］．文献［１０］利用 Ｆ
展开法研究了方程组（２）的周期波解，文献［１１］利
用对称理论研究了方程组（２）的相似约化和精确
解．

在本文中，我们首先研究含外力项时变系数

ＫｄＶ方程（１），利用一个变换将方程（１）变为齐次
方程，通过孤子拟解法得到齐次方程的孤子解从而

得到了方程（１）的孤子解，然后将孤子拟解法应用
到时变系数耦合ＫｄＶ方程组（２），得到了孤子解．

１　含外力项时变系数ＫｄＶ方程的孤子解

首先作如下变量变换：

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｗ（ｘ，ｔ）＋Ｔ（ｔ）， （３）

其中Ｔ（ｔ）＝∫Ｆ（ｔ）ｄｔ．
将其代入方程得

ｗｔ＋α（ｔ）（ｗ＋Ｔ（ｔ））ｗｘ＋β（ｔ）ｕｘｘｘ＝０． （４）
我们首先求（４）的解进而得到（１）的解，为了
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得到方程（４）的解，我们假设方程（４）的解有如下
形式：

ｗ（ｘ，ｔ）＝Ａ（ｔ）ｓｅｃｈｐ｛η（ｔ）（ｘ－ξ（ｔ）ｔ）｝， （５）
其中Ａ（ｔ）为波幅，η（ｔ）为波数，ξ（ｔ）为波速都是关
于时间ｔ的待定函数，ｐ为待定常数．
由假设（５）我们得到

ｗｔ＝Ａｔｓｅｃｈ
ｐθ－Ａｐ｛ηｔ（ｘ－ξｔ）－

　η（ξ＋ξｔｔ）｝ｓｅｃｈ
ｐｔａｎｈθ， （６）

ｗｘ＝－Ａｐηｓｅｃｈ
ｐθｔａｎｈθ， （７）

ｗｘｘｘ＝－Ａ（ｐη）
３ｓｅｃｈｐθｔａｎｈθ＋

　Ａｐ（ｐ＋１）（ｐ＋２）η３ｓｅｃｈｐ＋２θｔａｎｈθ． （８）
将（５）～（８）代入（４）得到：

Ａｔｓｅｃｈ
ｐθ－Ａｐ｛ηｔ（ｘ－ξｔ）－η（ξ＋ξｔｔ）｝ｓｅｃｈ

ｐｔａｎｈθ－

α（ｔ）Ａ２ｐηｓｅｃｈ２ｐθｔａｎｈθ－α（ｔ）Ｔ（ｔ）Ａｐηｓｅｃｈｐθｔａｎｈθ＋

β（ｔ）｛－Ａ（ｐη）３ｓｅｃｈｐθｔａｎｈθ＋
Ａｐ（ｐ＋１）（ｐ＋２）η３ｓｅｃｈｐ＋２θｔａｎｈθ｝＝０， （９）

平衡（９）中ｓｅｃｈ２ｐθｔａｎｈθ和ｓｅｃｈｐ＋２θｔａｎｈθ的指数得
到：

２ｐ＝ｐ＋２， （１０）
所以有ｐ＝２．
将ｐ＝２代入（９）令ｓｅｃｈ４θｔａｎｈθ的系数为０，得

－２αＡ２η＋２４βＡη３＝０． （１１）
于是，由（１１）式得到波数

η＝ αＡ
１２槡β
， （１２）

再令ｓｅｃｈ２θｔａｎｈθ的系数为０，得
－｛ηｔ（ｘ－ξｔ）－η（ξ＋ξｔｔ）｝

－α（ｔ）Ｔ（ｔ）η－４β（ｔ）η３＝０，
（１３）

考虑到η，ξ都是ｔ的函数，那么（１３）可以得到等价
于如下两个方程：

ηｔ＝０， （１４）
ｄ（ξηｔ）
ｄｔ －α（ｔ）Ｔ（ｔ）η－４β（ｔ）η３＝０， （１５）

解（１４）（１５）得

η（ｔ）＝ｋ， （１６）

ξ（ｔ）＝１ｔ∫［α（ｔ）Ｔ（ｔ）＋４ｋ２β（ｔ）］ｄｔ， （１７）

最后令（９）（１１）中ｓｅｃｈ２θ的系数为０，那么有
Ａｔ＝０， （１８）

于是，由（１８）得到
Ａ（ｔ）＝Ａ０， （１９）

其中Ａ０为任意常数．

要使（１２）（１６）两式 η相等，所以 α，β，Ａ０，ｋ需满
足如下关系

αＡ０
１２β
＝ｋ２ （２０）

这样，我们得到了方程（４）的孤子解

ｗ（ｘ，ｔ）＝Ａ０ｓｅｃｈ
２｛ｋ（ｘ－∫［α（ｔ）Ｔ（ｔ）＋

　４ｋ２β（ｔ）］ｄｔ｝． （２１）
再经过变量变换（３）就得到时变扰力作用下变系
数ＫｄＶ方程（１）的解

ｕ（ｘ，ｔ）＝Ａ０ｓｅｃｈ
２｛ｋ（ｘ－∫［α（ｔ）Ｔ（ｔ）＋

　４ｋ２β（ｔ）］ｄｔ｝＋Ｔ（ｔ）． （２２）

其中Ｔ（ｔ）＝∫Ｆ（ｔ）ｄｔ，Ａ０为任意常数且 α，β，Ａ０，ｋ
需满足关系

αＡ０
１２β
＝ｋ２．

当Ｆ（ｔ）＝０时，即没有外力作用时，（２２）变为变系
数ＫｄＶ方程的亮孤立子解．

２　时变系数耦合ＫｄＶ方程组的孤子解

为了得到方程组（２）的亮孤立子解，我们假设
方程组（２）的解有如下形式：

ｕ（ｘ，ｔ）＝Ａ（ｔ）ｓｅｃｈｐ｛η（ｔ）（ｘ－ξ（ｔ）ｔ）｝，

ｖ（ｘ，ｔ）＝Ｂ（ｔ）ｓｅｃｈｑ｛η（ｔ）（ｘ－ξ（ｔ）ｔ{ ）｝，
（２３）

其中Ａ（ｔ），Ｂ（ｔ）为波幅，η（ｔ）为波数，ξ（ｔ）为波速
都是关于时间ｔ的待定函数，ｐ，ｑ为待定常数．
由假设（２３）我们得到

ｕｔ＝Ａｔｓｅｃｈ
ｐθ－Ａｐ｛ηｔ（ｘ－ξｔ）－

　η（ξ＋ξｔｔ）｝ｓｅｃｈ
ｐｔａｎｈθ， （２４）

ｖｔ＝Ｂｔｓｅｃｈ
ｑθ－Ｂｑ｛ηｔ（ｘ－ξｔ）－

　η（ξ＋ξｔｔ）｝ｓｅｃｈ
ｑｔａｎｈθ， （２５）

ｕｘ＝－Ａｐηｓｅｃｈ
ｐθｔａｎｈθ， （２６）

ｖｘ＝－Ｂｑηｓｅｃｈ
ｑθｔａｎｈθ， （２７）

ｕｘｘｘ＝－Ａ（ｐη）
３ｓｅｃｈｐθｔａｎｈθ＋

　Ａｐ（ｐ＋１）（ｐ＋２）η３ｓｅｃｈｐ＋２θｔａｎｈθ， （２８）

ｖｘｘｘ＝－Ｂ（ｑη）
３ｓｅｃｈｑθｔａｎｈθ＋

　Ｂｑ（ｑ＋１）（ｑ＋２）η３ｓｅｃｈｑ＋２θｔａｎｈθ， （２９）
将（２３）～（２９）代入（２）得到
Ａｔｓｅｃｈ

ｐθ－Ａｐ｛ηｔ（ｘ－ξｔ）－η（ξ＋ξｔｔ）｝×

　ｓｅｃｈｐｔａｎｈθ－α（ｔ）Ａ２ｐηｓｅｃｈ２ｐｔａｎｈθ－

　β（ｔ）Ｂ２ｑηｓｅｃｈ２ｑθｔａｎｈθ＋γ（ｔ）×
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　｛－Ａ（ｐη）３ｓｅｃｈｐθｔａｎｈθ＋Ａｐ（ｐ＋１）×
　（ｐ＋２）η３ｓｅｃｈｐ＋２θｔａｎｈθ｝＝０， （３０）
Ｂｔｓｅｃｈ

ｑθ－Ｂｑ｛ηｔ（ｘ－ξｔ）－η（ξ＋ξｔｔ）｝×

　ｓｅｃｈｑｔａｎｈθ－δ（ｔ）ＡＢｑηｓｅｃｈｐ＋ｑθｔａｎｈθ＋
　γ（ｔ）｛－Ｂ（ｑη）３ｓｅｃｈｑθｔａｎｈθ＋
　Ｂｑ（ｑ＋１）（ｑ＋２）η３ｓｅｃｈｑ＋２θｔａｎｈθ｝＝０．

（３１）
平衡（３０）中 ｓｅｃｈ２ｐθｔａｎｈθ和 ｓｅｃｈｑ＋２θｔａｎｈθ的指数
得

２ｐ＝ｐ＋２， （３２）
所以

ｐ＝２． （３３）
平衡（３１）中ｓｅｃｈｐ＋ｑθｔａｎｈθ和ｓｅｃｈｑ＋２θｔａｎｈθ的指数
得

ｐ＋ｑ＝ｑ＋２， （３４）
由（３３）（３４）得ｑ＝２．
将ｐ＝２，ｑ＝２代入（３０）令ｓｅｃｈ４θｔａｎｈθ的系数为０，
得

－２αＡ２η－２βＢ２η＋２４γＡη３＝０， （３５）
由（３５）得

η＝ αＡ
２＋βＢ２
１２Ａ槡 γ

． （３６）

将ｐ＝２，ｑ＝２代入（３１）令ｓｅｃｈ４θｔａｎｈθ的系数为０，
得

－２δＡＢη＋２４γＢη３＝０， （３７）
由（３７）得

η＝ δＡ
１２槡γ
． （３８）

要使（３６）（３８）中 η相等，那么需要 α，β，δ，Ａ，Ｂ满
足如下关系

βＢ２＝（δ－α）Ａ２， （３９）
将ｐ＝２，ｑ＝２代入（３０）（３１）令 ｓｅｃｈ２ｔａｎｈθ的系数
令为０，得

－Ａｐ｛ηｔ（ｘ－ξｔ）－η（ξ＋ξｔｔ）｝－Ａγ（ｐη）
３＝０，

（４０）
－Ｂｐ｛ηｔ（ｘ－ξｔ）－η（ξ＋ξｔｔ）｝－Ｂγ（ｑη）

３＝０，

（４１）
考虑到η，ξ都是ｔ的函数，那么（４０）（４１）可以得到
等价于如下两个方程

ηｔ＝０， （４２）
ｄ（ξηｔ）
ｄｔ －４γη３＝０， （４３）

解（４２）（４３）得

η（ｔ）＝ｋ， （４４）

ξ（ｔ）＝４ｋ
２

ｔ∫γ（ｔ）ｄｔ， （４３）

最后，将 ｐ＝２，ｑ＝２代入（３０）（３１）中令 ｓｅｃｈｐθ，

ｓｅｃｈｑθ的系数为０，那么有

Ａｔ＝０， （４６）
Ｂｔ＝０， （４７）

于是，由（４６）（４７）得到
Ａ＝Ａ０， （４８）
Ｂ＝Ｂ０， （４９）

其中Ａ０，Ｂ０为任意常数．
要使（３６）（３８）两式中 η相等，所以 α，β，δ，γ，Ａ０，
Ｂ０，ｋ需满足如下关系

αＡ０
２＋βＢ０

２

１２Ａγ
＝
δＡ０
１２γ
＝ｋ２． （５０）

这样，我们就得到了时变系数耦合 ＫｄＶ方程组
（２）的亮孤子解：

ｕ（ｘ，ｔ）＝Ａ０ｓｅｃｈ
２｛ｋ（ｘ－４ｋ２∫γ（ｔ）ｄｔ）｝，

ｖ（ｘ，ｔ）＝Ｂ０ｓｅｃｈ
２｛ｋ（ｘ－４ｋ２∫γ（ｔ）ｄｔ{

）｝，

（５１）

其中α，β，δ，γ，Ａ０，Ｂ０，ｋ满足关系（５０）．

３　结论

本文研究含外力项变系数 ＫｄＶ方程与时变系
数耦合ＫｄＶ方程组，首先做一个变换将含外力项
的变系数ＫｄＶ方程转化为齐次方程，通过孤子拟
解法得到齐次方程的孤子解从而得到了方程含外

力项变系数 ＫｄＶ方程的孤子解．然后将孤子拟解
法应用到时变系数耦合 ＫｄＶ方程组，得到了孤子
解．结果显示，孤子拟解法计算简便且能得到方程
的亮孤子解．
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