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广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的对称分类及其约化

贾丽平　郑丽霞

（内蒙古工业大学理学院，呼和浩特　０１００５１）

摘要　利用李群方法对广义Ｂｕｒｇｅｒｓ方程ｕｔ＋ｆ（ｘ，ｔ）（ｕｘ－ｕｘｘ）＝０的对称分类及其约化作具体讨论，其中 ｆ

是关于自变量ｘ，ｕ的光滑函数，得到了ｆ（ｘ，ｔ）的八种分类对称及相应的约化方程．该结果对于广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ

方程精确解的研究有重要意义．
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引言

１９４８年，欧美学者ＪｏｈａｎｎｅｓＢｕｒｇｅｒｓ首先用模型

ｕ
ｔ
＋ｕｕ
ｘ
＝ ｖ２

２ｕ
ｘ２

来描述流体中的湍流．人们对此方程的研究不断深
入，它也就成了描述对流－耗散流之间相互影响的
最原始模型．这个方程就被人们以ＪｏｈａｎｎｅｓＢｕｒｇｅｒｓ
的名字命名为“Ｂｕｒｇｅｒｓ方程”，这里 ｕ＝ｕ（ｘ，ｔ）．广
义的Ｂｕｒｇｅｒｓ方程模式是一个重要的和普遍的非线
性模式．本文考虑广义Ｂｕｒｇｅｒｓ方程

ｕｔ＋ｆ（ｘ，ｕ）（ｕｘ－ｕｘｘ）＝０ （１）
其中ｆ是关于自变量ｘ，ｕ的光滑函数．

前人用不同的方法对Ｂｕｒｇｅｒｓ方程和广义Ｂｕｒ
ｇｅｒｓ方程诸多讨论．文献［１，２，３，４，５］利用优化系
统和李代数方法等对非粘性Ｂｕｒｇｅｒｓ方程作具体的
讨论；文献［６，７，８，９］对广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程和 Ｂｕｒ
ｇｅｒｓ方程作具体讨论．本文主要是应用文献［１０］
的方法对（１）式进行对称分类及其约化，得到了 ｆ
（ｘ，ｕ）的八种分类对称及相应的约化方程．

１　广义Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的对称分类

设方程（１）拥有的对称无穷小生成元为：

Ｘ＝ξ（ｘ，ｔ，ｕ）ｘ
＋η（ｘ，ｔ，ｕ）ｔ

＋φ（ｘ，ｔ，ｕ）ｕ
利用ＰＤＥ的不变性的无穷小准则，有

φｔ＋ｆφｘ＋（ξｆｘ＋φｆｕ）ｕｘ－ｆφ
ｘｘ－

　（ξｆｘ＋φｆｕ）ｕｘｘ＝０ （２）
其中ｕ满足（１），由（２）式解得确定方程组并化解
得

ξｕｕ＝０ （３）

ηｕ＝ηｘ＝ηｕｕ＝０ （４）

φｔ＋ｆ（ｘ，ｕ）φｘ－ｆ（ｘ，ｕ）φｘｘ＝０ （５）

２ｆ（ｘ，ｕ）ξｕ＋２ｆ
２（ｘ，ｕ）ηｘｕ＝０ （６）

φｕｕ－２ξｕ－２ξｘｕ＝０ （７）

－２ｆ（ｘ，ｕ）φｘｕ－ξｔ＋ｆ（ｘ，ｕ）ξｘ＋ｆ（ｘ，ｕ）ξｘｘ＝０

（８）

２ｆ（ｘ，ｕ）ξｘ－ｆ（ｘ，ｕ）ηｔ－φｆｕ（ｘ，ｕ）－

　ξｆｘ（ｘ，ｕ）＝０ （９）
假设ｆｕ≠０，（９）可写为：

φ＝ｆｆｕ
（２ξｘ－ηｔ）－

ｆｘ
ｆｕ
ξ （１０）

将（１０）分为两种情况：

?　ｆ＝ｆｘ
?　ｆ≠ｆｘ

讨论上述的第一种情况

当ｆ＝ｆｘ时，（１０）变为

φ＝ｆｆｕ
（２ξｘ－ηｔ－ξ） （１１）

这里
ｆ
ｆｕ
只有三种可能，其中当

ｆ
ｆｕ
＝０时，对方程的

讨论没有意义．我们只对如下两种情况进行讨论：
ｆ
ｆｕ
＝ｃ （１２）
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ｆ
ｆｕ
＝ｇ（ｕ） （１３）

其中ｃ为非零常数．
在（１２）中，我们得到ｆ关于ｘ，ｕ的函数

ｆ（ｘ，ｕ）＝ｅｘ＋
１
ｃｕ＋ｋ１

ｋ１为任意常数．则（１１）变为
φ＝ｃ（２ξｘ－ηｔ－ξ） （１４）

将（１４）代入（４）～（９），解方程组得
ξ＝ｃ１
η（ｔ）＝ｃ２ｔ＋ｃ３
φ＝ｃ（－ｃ２－ｃ１）

其中ｃｉ，ｉ＝１，２，３，是任意常数．
所以方程（１）的Ｌｉｅ对称生成元为

Ｘ＝ｃ１

ｘ
＋（ｃ２ｔ＋ｃ３）


ｔ
－ｃ（ｃ２＋ｃ１）


ｕ

则方程（１）有３个有限维对称

Ｘ１＝

ｘ
－ｃ
ｕ

Ｘ２＝ｔ

ｔ
－ｃ
ｕ

Ｘ３＝















ｔ

（１５）

当（１３）成立时，（１１）可写为
φ＝ｇ（ｕ）（２ξｘ－ηｔ－ξ） （１６）

因（７）得φｕｕ＝０，所以设ｇ（ｕ）＝ｅ１ｕ＋ｅ２，（ｅ１≠０，ｅ２
为任意常数），即

φ＝（ｅ１ｕ＋ｅ２）（２ξｘ－ηｔ－ξ） （１７）

那么
ｆｕ
ｆ＝

１
ｅ１ｕ＋ｅ２

，通过积分得

ｆ（ｘ，ｕ）＝ｅｘ＋ｋ１（ｅ１ｕ＋ｅ２）
１
ｅ１

ｋ１为任意常数．将（１７）代入（４）～（９）中，解方程组
得

ξ＝ｃ１
η（ｔ）＝ｃ２ｔ＋ｃ３
φ＝（ｅ１ｕ＋ｅ２）（－ｃ２－ｃ１）

其中ｃｉ，ｉ＝１，２，３，是任意常数．
讨论上述的第二种情况

在情况二中，我们将它分为十六种情况进行讨

论，其中部分情况不符合条件，对符合条件的做具

体分析．分类具体如下（主要是在（１０）中进行分
类）

第一种：　 ｆｆｕ
＝ｃ　

ｆｘ
ｆｕ
＝ｌ　（ｃ≠ｌ）

第二种：　 ｆｆｕ
＝ｃ　

ｆｘ
ｆｕ
＝λ（ｘ）

第三种：　 ｆｆｕ
＝ｃｕ　

ｆｘ
ｆｕ
＝ｌｕ

第四种：　 ｆｆｕ
＝ｃｕ　

ｆｘ
ｆｕ
＝λ（ｘ）ｕ

第五种：　 ｆｆｕ
＝λ（ｘ）　

ｆｘ
ｆｕ
＝ｃｕ

第六种：　 ｆｆｕ
＝λ（ｘ）　

ｆｘ
ｆｕ
＝λ（ｘ）ｕ

综上：符合条件的只有六种情况，我们只对如

上六种情况进行分析，分别对方程求其对称（计算

方法同上）．

表１　两种情况的所有对称分类结果

Ｔａｂｌｅ１　Ａｌｌｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｙｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｗｏｃａｓｅｓ

Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ Ｓｐｅｃｉｅｓ ｆ（ｘ，ｕ） Ｓｙｍｍｅｔｒｙ

ｆ＝ｆｘ Ⅰ ｆ＝ｅｘ＋
１
ｃｕ＋ｋ１ Ｘ１ ＝


ｘ
－ｃ
ｕ

Ｘ２ ＝ｔ

ｔ
－ｃ
ｕ

Ｘ３ ＝

ｔ

Ⅱ ｆ＝ｅｘ＋ｋ１（ｅ１ｕ＋ｅ２）
１
ｅ１ Ｘ１ ＝


ｘ
－（ｅ１ｕ＋ｅ２）


ｕ

Ｘ２ ＝ｔ

ｔ
＋（－ｅ１ｕ－ｅ２）


ｕ

Ｘ３ ＝

ｔ

ｆ≠ｆｘ ① ｆ＝ｅ
ｕ
ｃ＋
ｌ
ｃｘ＋ｋ１ Ｘ１ ＝


ｘ
－ｌ
ｕ

Ｘ２ ＝ｔ

ｔ
－ｃ
ｕ

Ｘ３ ＝

ｔ

② ｆ＝ｅ
ｕ
ｃ＋ｅ

１
ｃｘ＋ｋ１ Ｘ１ ＝


ｘ
－ｅｘ＋ｋ１ 

ｕ
Ｘ２ ＝ｔ


ｔ
－
ｕ

Ｘ３ ＝

ｔ

③ ｆ＝ｕ
１
ｃｅ
ｌ
ｃｘ＋ｋ１ Ｘ１ ＝


ｘ
－ｌｕ

ｕ
Ｘ２ ＝ｔ


ｔ
－ｃｕ

ｕ
Ｘ３ ＝


ｔ

④ ｆ＝－ｕ
１
ｃ（

ｃ
ｘ＋ｃｋ１

） Ｘ１ ＝ｔ

ｔ
－ｃｕ

ｕ
Ｘ２ ＝


ｔ

⑤ ｆ＝ｋ２ｅ
ｕ

ｅ－ｃｘ＋ｋ１ Ｘ１ ＝

ｘ
＋ｕ
ｕ

Ｘ２ ＝ｔ

ｔ
－ｅｘ＋ｋ２ 

ｕ
Ｘ３ ＝


ｔ

⑥ ｆ＝ｋ２ｅ（ｘ＋ｋ１）ｕ Ｘ１ ＝

ｔ

２１１
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　　经过以上两种情况的讨论，计算出两种情况的
所有对称结果如表１．

这里ｃ，ｌ是不相等的非零常数，ｋ１，ｋ２为任意常数．

２　广义Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的对称约化

讨论上述的第一种情况

计算（１５）对称向量 Ｘ１对应的方程约化，它的
特征方程为

ｄｘ
１＝
ｄｔ
０＝

ｄｕ
－ｃ

得不变量ｔ＝θ，ｕ＝－ｃｘ＋ｑ，其中 θ，ｑ为任意常数．
令ｑ＝ｈ（θ），则ｕ＝－ｃｘ＋ｈ（ｔ），将ｕ代入（１），ｈ（ｔ）
满足

ｈｔ－ｃｅ
１
ｃｈ＋ｋ１＝０

计算（１５）对称向量对应的方程约化，它的特征方

程为

ｄｔ
１＝

ｄｕ
－ｃ＝

ｄｘ
０

得不变量ｘ＝θ，ｕ＝ｌｎｑ
ｔｃ
，其中 θ，ｑ为任意常数，令

ｑ＝ｈ（θ），则ｕ＝ｌｎｈ（ｘ）
ｔｃ
，将 ｕ代入（１），即 ｈ（ｘ）满

足

ｃ－ｅｘ＋ｋ１ｈ
１
ｃ（
ｈｘ
ｈ－
ｈｘｘ
ｈ＋
ｈ２ｘ
ｈ２
）＝０

根据如上的计算方法对剩余七种进行计算，对情况

?、?的所有分类的部分对称对应的约化方程具体

如下（表２）．

表２　两种情况中部分对称对应的约化方程

Ｔａｂｌｅ２　Ｐａｒｔｉａｌｌｙｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｅｄｕｃｅｄｅｑｕａｔｉｏｎｉｎｔｗｏｃａｓｅｓ

Ｓｐｅｃｉｅｓ
ＳｙｍｍｅｔｒｉｃｖｅｃｔｏｒＸ１ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｓ
ｔｏｔｈｅｒｅｄｕｃｅｄｅｑｕａｔｉｏｎ

ＳｙｍｍｅｔｒｉｃｖｅｃｔｏｒＸ２ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｓ
ｔｏｔｈｅｒｅｄｕｃｅｄｅｑｕａｔｉｏｎ

Ⅰ ｈｔ－ｃｅ
１
ｃｈ＋ｋ１ ＝０ ｃ－ｅｘ＋ｋ１ｈ

１
ｃ（
ｈｘ
ｈ －

ｈｘｘ
ｈ ＋

ｈ２ｘ
ｈ２
）＝０

Ⅱ
ｈｔ
ｅ１
＋ｅｋ１ｈ

１
ｅ１
＋１（－１－ｅ１）＝０ ｅ１ｈ＋ｅｘ＋ｋ１ｈ

１
ｅ１（ｈｘｘ－ｈｘ）＝０

① ｈｔ－ｌｅ
ｈ
ｃ＋ｋ１ ＝０ ｃ－ｈ

１
ｃｅ
ｌ
ｃｘ＋ｋ１（

ｈｘ
ｈ －

ｈｘｘ
ｈ ＋

ｈ２ｘ
ｈ２
）＝０

② ｈ（ｔ）＝ｋ３（ｋ３ｉｓａｒｂｉｔｒａｒｙｃｏｎｓｔａｎｔｓ） １－ｅｘ＋ｋ１（ｈｘ－ｈｘｘ＋
ｈ２ｘ
ｈ）＝０

③ ｈｔ－ｈ
１
ｃ＋１ｅｋ１（ｌ＋ｌ２） ｃｈ－ｈ

１
ｃｅ
ｌ
ｃｘ＋ｋ１（ｈｘ－ｈｘｘ）＝０

④ ｈ＋ｈ
１
ｃ

１
ｘ＋ｃｋ１

（ｈｘ－ｈｘｘ）＝０ ｈ
１
ｃ

１
ｘ＋ｃｋ１

（ｈｘｘ－ｈｘ）＝０

⑤ ｈ（ｔ）＝ｋ３（ｋ３ｉｓａｒｂｉｔｒａｒｙｃｏｎｓｔａｎｔｓ） ｅｘ＋ｋ１－ｋ２ｅ
ｈ

ｅｘ＋ｋ１（ｈｘ－ｈｘｘ）

⑥ ｋ２ｅ（ｘ＋ｋ１）ｈ（ｈｘ－ｈｘｘ）＝０

　　其中对称向量 Ｘ３对应的约化方程与情况④，

⑥中对称向量Ｘ２，Ｘ１的计算过程类似．

３　总结

本文主要是用李群方法对如上广义Ｂｕｒｇｅｒｓ方

程的系数函数进行分类，得到其对应的对称及约化

方程，这些结果，有利于我们进一步研究方程的精

确解．对称分类问题是该领域的难点问题，由于此
方程的系数函数中含有两个自变量，计算过程相对

简单，对于系数函数含有多个自变量的未知函数的

方程的对称分类分类问题，还有待于我们进一步研

究．
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