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摘要　本文研究相对论性非完整系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性，给出相对论性非完整系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性的判

据，得到相对论性非完整系统Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性导致的守恒量及其存在条件，最后举例说明结果的应用．

关键词　相对论，　非完整系统，　Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性，　守恒量

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０７４

引 言

对称性原理是物理学中更高层次的法则，对称

性原理是近代分析力学的重要分支之一．分析力学
中的近代对称性主要有Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，Ｌｉｅ对称性
和Ｍｅｉ对称性．近年来，关于约束力学系统三种对
称性及其导致守恒量的研究取得了一系列重要成

果［１－７，３８］．寻求新的对称性是分析力学对称性理论
研究的难点和重点［８］．Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性是有别于三
大对称性的一种新型对称性，２０世纪六七十年代
Ｃｕｒｒｉｅ等对不同自由度［９，１０］Ｌａｇｒａｎｇｅ函数等价问题
的研究是人们对Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性的最早探索，上世
纪７０年代末到 ９０年代，Ｌｕｔｚｋｙ等对力学系统的
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数等价问题做了一系列的研究［１１－１４］，

后来将这种 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数等价关系称为 Ｌａｇｒａｎｇｅ
对称性［１４，１５］，Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性现已被推广到Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ等系统［１５－２６］．
２０世纪八九十年代，罗绍凯、方建会等将相对

论效应引入约束力学系统进行研究［２７，２８］，建立了

相对论力学系统的一系列运动微分方程和变分原

理［２９－３２］，并且研究了相对论力学系统的对称性理

论［３３－３７］．本文结合相对论性非完整力学系统方程
的特点，探讨该系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性理论，给出
相对论性非完整系统Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性的判据、得到
Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性导致守恒量的条件及守恒量的形
式．

１　力学系统的运动微分方程

设力学系统由Ｎ个静止质量分别为ｍ０ｉ（ｉ＝１，

…，Ｎ）的质点组成，设系统受有 ｇ个理想 Ｃｈｅｔａｅｖ
型非完整约束

ｆβ（ｔ，ｑ，ｑ）＝０　（β＝１，…，ｇ） （１）
约束方程ｆβ和变分δｓ满足Ａｐｐｅｌｌ－Ｃｈｅｔａｅｖ条件

ｆβ
ｑδ
ｑｓ＝０　（β＝１，…，ｇ） （２）

则系统的运动微分方程为

ｄ
ｄｔ
Ｌ

ｑｓ
－Ｌ



ｑｓ
＝Ｑｓ ＋Λｓ （３）

Ｑｓ 为广义非势力，Λｓ 为广义约束反力，Ｌ为系统
的相对性Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，即

Λｓ ＝λβ
ｆβ
ｑｓ
，　Ｌ ＝Ｔ －Ｖ （４）

Ｖ为系统的广义势能，Ｔ为系统相对论性广义动能

Ｔ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｍ０ｉｃ

２（１－ １－ｒ２ｉ／ｃ槡
２） （５）

其中ｃ为光速．

２　系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性

给定系统（３）的两组动力学函数 Ｌ，Ｑｒ，Λｒ
和 Ｌ－，Ｑ－ｒ，Λ

－
ｒ，定义Ｌｒ 和 Ｌ

－
ｒ 分别为

Ｌｒ ＝
２Ｌ

ｑｒｑｋ
ｑ̈ｋ＋

２Ｌ

ｑｒｑｋ
ｑｋ＋
２Ｌ

ｑｒｔ
－Ｌ



ｑｒ
－Ｑｒ －
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ｑｒ
－

　Ｑ
－
ｒ －Λ
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其中

Ｗｒｋ＝
Ｌ

ｑｒｑｋ
，Ｗ
－
ｒｋ＝

Ｌ－

ｑｒｑｋ
（８）

定义　对受有ｇ个约束方程（１）的系统（３），如果
由动力学函数Ｌ，Ｑ和Λ确定的

Ｌｒ ＝０， （９）

的每一个解都满足由动力学函数 Ｌ－，Ｑ
－和 Λ

－确

定的

Ｌ－ｒ ＝０， （１０）
反之亦然，则表明系统具有Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性．

由式（７）和（１０）得

ｑ̈ｋ＝Ｕ
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－
ｒ ＋
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ｑｒｑｋ
ｑｋ－
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ｑｒｔ
）

（１１）
其中

Ｗ
－
ｒｋＵ
－ｋｌ＝δｌｒ． （１２）

把（１１）式代入（９）式得

ＷｒｋＵ
－ｋｌ（Ｑ
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－
ｌ ＋
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－

２Ｌ

ｑｒｑｋ
ｑｋ－
２Ｌ

ｑｒｔ
（１３）

由定义和（１３）式得判据：对于受约束（１）的非
完整系统（３），如果两组动力学函数Ｌ，Ｑ，Λ和

Ｌ
－，Ｑ

－，Λ
－满足方程（１３），则系统具有 Ｌａｇｒａｎｇｅ

对称性．

３　Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性导致的守恒量

对于相对论性非完整系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性
有如下命题：

命题　对受约束（１）的相对论性非完整系统（３），

如果两组动力学函数Ｑ，Λ和Ｑ
－，Λ

－满足条件


ｑｌ
（Ｑ
－
ｓ ＋Λ

－
ｓ）＝Ａ

ｒ
ｓ

ｑｌ
（Ｑｒ ＋Λｒ） （１４）

则系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性可导致守恒量

ＩＬ＝ｔｒ（Ａ）
ｍ＝ｃｏｎｓｔ （１５）

其中Ａ为以Ａｒｓ为元素的矩阵，

Ａｒｓ＝Ｗ
－
ｓｋＵ

ｋｒ，　ＷｒｋＵ
ｋｓ＝δｓｒ （１６）

ｍ为任意常数．
证明　将（１６）式代入（１３）式得
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－Ｌ



ｑｒ
－Λｒ －Ｑｒ）（１７）

对（１７）式求关于ｑｓ的偏导数得

３Ｌ－

ｑｌｑｋｑｓ
ｑｋ＋
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ｌ
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ｑｒｑｋ
ｑｋ＋
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－Ｌ



ｑｒ
－

　Λｒ －Ｑｒ）＋Ａ
ｒ
ｌ（
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ｑｒｑｋｑｓ
ｑｋ＋

２Ｌ

ｑｒｑｓ
＋

　 ３Ｌ

ｑｒｔｑｓ
－

２Ｌ

ｑｒｑｓ
－
２Λｒ
ｑｓ

－
２Ｑｒ
ｑｓ
） （１８）

联立（６）式和（９）式得

－Ｗｒｋ̈ｑｋ＝
２Ｌ

ｑｒｑｋ
ｑｋ＋
２Ｌ

ｑｒｔ
－Ｌ



ｑｒ
－Ｑｒ －Λｒ

（１９）
将（１９）式代入（１８）式得

Ｗ
－
ｌｓ

ｑｋ
ｑｋ＋
Ｗ
－
ｌｓ

ｔ
＋

２Ｌ
－

ｑｌｑｓ
－

２Ｌ
－

ｑｌｑｓ
－
Ｑ
－
ｌ

ｑｓ
－
Λ
－
ｌ

ｑｓ
＝

　－
Ａｒｌ
ｑｓ
Ｗｒｋ̈ｑｋ＋Ａ

ｒ
ｌ
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ｑｋ
ｑｋ＋Ａ

ｒ
ｌ（
Ｗｒｓ
ｔ
＋

２Ｌ

ｑｒｑｓ
－

　
２Ｌ

ｑｒｑｓ
－
Λｒ
ｑｓ
－
Ｑｒ
ｑｓ
） （２０）

对ＡｒｌＷｒｓ求关于ｑｋ的偏导数

（ＡｒｌＷｒｓ）
ｑｋ

＝
（Ｗ

－
ｌｓＵ

ｓｒＷｒｓ）
ｑｋ

＝ ３Ｌ
－

ｑｌｑｓｑｋ
＝

　
Ａｒｌ
ｑｋ
Ｗｒｓ＋Ａ

ｒ
ｌ
Ｗｒｓ
ｑｋ

（２１）

即

Ａｒｌ
ｑｋ
Ｗｒｓ＝

Ｗ
－
ｌｋ

ｑｓ
－Ａｒｌ
Ｗｒｋ
ｑｓ

（２２）

由（１６）式得

Ｗ
－
ｌｋ＝Ａ

ｒ
ｌＷｒｋ （２３）

求（２３）式关于ｑｓ的偏导数得

Ｗ
－
ｌｋ

ｑｓ
＝
Ａｒｌ
ｑｓ
Ｗｒｋ＋Ａ

ｒ
ｌ
Ｗｒｋ
ｑｓ

（２４）
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由（２２）和（２４）式得

Ａｒｌ
ｑｋ
Ｗｒｓ＝

Ｗ
－
ｌｋ

ｑｓ
－Ａｒｌ
Ｗｒｋ
ｑｓ
＝
Ａｒｌ
ｑｓ
Ｗｒｋ （２５）

根据（１６）式有

Ｗ
－
ｌｓ

ｑｋ
＝
（Ｗ

－
ｌｓＵ

ｓｒＷｒｓ）
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Ａｒｌ
ｑｋ
Ｗｒｓ＋Ａ

ｒ
ｌ
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ｑｋ

（２６）

即

－
Ａｒｌ
ｑｋ
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ｒ
ｌ
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ｑｋ
ｑｋ－
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把（２５）和（２７）式代入（２０）式得
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Ａｒｌ
ｑｋ
Ｗｒｓｑｋ－

Ｗ
－
ｌｓ

ｔ
＋Ａｒｌ
Ｗｒｓ
ｔ
＋Ａｒｌ（

２Ｌ

ｑｒｑｓ
－

　
２Ｌ

ｑｒｑｓ
－
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即
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ｑｓ
＝－
ｄＡｒｌ
ｄｔＷｒｓ＋

　Ａｒｌ（
２Ｌ

ｑｒｑｓ
－

２Ｌ

ｑｒｑｓ
－
Λｌ
ｑｓ
－
Ｑｌ
ｑｓ
） （３１）

定义矩阵Ｔ，Ｔ－，Ａ，Ｕ，Ｗ，Ｗ
－
其元素分别为

Ｔ＝
２Ｌ

ｑｒｑｓ
－

２Ｌ

ｑｒｑｓ
，Ｔ－＝

２Ｌ－

ｑｒｑｓ
－

２Ｌ－

ｑｒｑｓ
， （３２）

Ａ＝（Ａｒｓ），Ｕ＝（Ｕ
ｓｋ），Ｗ＝（Ｗｒｓ），Ｗ

－
＝（Ｗ－ｒｓ） （３３）

将条件（１４），（３２）和（３３）式代入（３１）式，得
Ａ·＝－Ｔ－Ｕ＋ＡＴＵ （３４）

因为Ｔ和Ｔ－为反对称矩阵，Ｕ和Ｗ－为对称矩阵，因

此对于任意正整数ｍ有

Ａ·（Ａ）ｍ－１＝（－Ｔ
－
Ｕ＋Ｗ

－
ＵＴＵ）（Ａ）ｍ－１＝

　－Ｔ－Ｕ（Ｗ
－
Ｕ）ｍ－１＋Ｗ－ＵＴＵ（Ｗ－Ｕ）ｍ－１ （３５）

根据矩阵Ｔ，Ｔ－，Ｕ和Ｗ
－
的特性及矩阵迹的性质得

ｔｒ［Ｔ－Ｕ（Ｗ
－
Ｕ）ｍ－１］＝０，　ｔｒ［Ｗ

－
ＵＴＵ（Ｗ

－
Ｕ）ｍ－１］＝０

（３６）
即

ｔｒ［Ａ（Ａ）ｍ－１］＝０ （３７）
即

ｄ
ｄｔ［ｔｒ（Ａ）

ｍ］＝０ （３８）

可得（１５）式，命题得证．
推论１：　对于相对论完整系统，如果广义力满足


ｑｌ
Ｑ
－
ｓ＝Ａ

ｒ
ｓ

ｑｌ
Ｑｒ （３９）

则系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性可以导致守恒量（１５）．
推论２：　对于相对论 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统，如果系统的

广义有势力Ｑ
－
ｓｖ和Ｑｒｖ满足


ｑｌ
Ｑ
－
ｓｖ＝Ａ

ｒ
ｓ

ｑｌ
Ｑｒｖ （４０）

则由系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性可以导致守恒量（１５）．

４　算例

为了验证以上推导，给出以下算例．假设一系
统的相对论性广义动能为

Ｌ ＝ｍ０ｃ
２（１－ １－

ｑ２１＋ｑ
２
２

ｃ槡 ２ ）， （４１）

约束方程为

ｆ＝ｑ２－ｔｑ１＝０ （４２）
广义力

Ｑ１ ＝Ｑ２ ＝０ （４３）
则由（４）式和（６）式得

Ｌ１ ＝
ｄ
ｄｔ

ｑ１
Ｌ －Ｌ



ｑ１
－Ｑ１ －Λ１ ＝

　ｍ０
ｑ̈１

１－
ｑ２１＋ｑ

２
２

ｃ槡 ２

＋ｍ０ｑ１
（ｑ１̈ｑ１＋ｑ２̈ｑ２）／ｃ

２

［１－（ｑ２１＋ｑ
２
２）／ｃ

２］
３
２
－

　Ｑ１ －λ
ｆ
ｑ１

（４４）

Ｌ２ ＝
ｄ
ｄｔ

ｑ２
Ｌ －Ｌ



ｑ２
－Ｑ２ －Λ２ ＝

　ｍ０
ｑ̈２

１－
ｑ２１＋ｑ

２
２

ｃ槡 ２

＋ｍ０ｑ２
（ｑ１̈ｑ１＋ｑ２̈ｑ２）／ｃ

２

［１－（ｑ２１＋ｑ
２
２）／ｃ

２］
３
２
－
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　Ｑ２ －λ
ｆ
ｑ２

（４５）

由（３），（４２）－（４５）式得

λ＝
ｍ０
１＋ｔ２

ｑ１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ槡

２
（４６）

即

Λ１ ＝－
ｍ０ｔ
１＋ｔ２

ｑ１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ槡

２
（４７）

Λ２ ＝
ｍ０
１＋ｔ２

ｑ１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ槡

２
（４８）

将（４３）式，（４７）和（４８）式分别代入（４４）式和（４５）
式得

Ｌ１ ＝ｍ０
ｑ̈１

１－
ｑ２１＋ｑ

２
２

ｃ槡 ２

＋ｍ０ｑ１
（ｑ１̈ｑ１＋ｑ２̈ｑ２）／ｃ

２

［１－（ｑ２１＋ｑ
２
２）／ｃ

２］
３
２
＋

　
ｍ０ｔ
１＋ｔ２

ｑ１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ槡

２
（４９）

Ｌ２ ＝ｍ０
ｑ̈２

１－
ｑ２１＋ｑ

２
２

ｃ槡 ２

＋ｍ０ｑ２
（ｑ１̈ｑ１＋ｑ２̈ｑ２）／ｃ

２

［１－（ｑ２１＋ｑ
２
２）／ｃ

２］
３
２
－

　
ｍ０
１＋ｔ２

ｑ１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ槡

２
（５０）

若有另一相对论性非完整学系统

Ｑ
－
１ ＋Λ

－
１ ＝

ｍ０ｔ
１＋ｔ２

ｑ２１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ

２ （５１）

Ｑ
－
２ ＋Λ

－
２ ＝－

ｍ０
１＋ｔ２

ｑ２１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ

２ （５２）

Ｌ
－
１ ＝－２ｍ０

ｑ１ｑ̈１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ

２－

　２ｍ０ｑ
２
１
（ｑ１ｑ̈１＋ｑ２ｑ̈２）／ｃ

２

［１－（ｑ２１＋ｑ
２
２）／ｃ

２］２
－

　
２ｍ０
１＋ｔ２

ｑ２１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ

２＝－
２ｑ１

１－（ｑ２１＋ｑ
２
２）／ｃ槡

２
Ｌ１

（５３）

Ｌ
－
２ ＝－２ｍ０

ｑ１ｑ̈１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ

２－

　２ｍ０ｑ１ｑ２
（ｑ１ｑ̈１＋ｑ２ｑ̈２）／ｃ

２

［１－（ｑ２１＋ｑ
２
２）／ｃ

２］２
－

　
２ｍ０ｔ
１＋ｔ２

ｑ２１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ

２＝－
２ｑ１

１－（ｑ２１＋ｑ
２
２）／ｃ槡

２
Ｌ２

（５４）
即

Ａ１１＝Ａ
２
２＝－

２ｑ１
１－（ｑ２１＋ｑ

２
２）／ｃ槡

２
（５５）

由（４３）式，（４７）式，（４８）式，（５１）式和（５２）式可得

Ｑ
－，Ｑ和Λ

－，Λ满足条件（１４），即


ｑ１
（Ｑ
－
１ ＋Λ

－
１）＝Ａ

１
１

ｑ１
（Ｑ１ ＋Λ１） （５６）


ｑ２
（Ｑ
－
２ ＋Λ

－
２）＝Ａ

２
２

ｑ２
（Ｑ２ ＋Λ２） （５７）

故由命题得

ＩＬ＝－
４ｑ１

１－（ｑ２１＋ｑ
２
２）／ｃ槡

２
＝ｃｏｎｓｔ． （５８）

５　小结

本文研究了相对论性非完整约束力学系统的

Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性理论，得到了相对论性非完整系统
的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性定义和判据，给出了系统 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ对称性导致守恒量的条件和守恒量的形式．
本文将Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性理论的研究范畴扩展到相
对论力学系统领域，对Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性的完善和系
统具有理论意义．当质点运动速度远小于光速时，
本文结论将回归到文献［１７］的结果．
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科学出版社，１９９９（ＺｈａｏＹｕｅｙｕ，ＭｅｉＦｅｎｇｘｉａｎｇ．Ｓｙｍｍｅ

ｔｒｉｅｓａｎｄｉｎｖａｉａｎｔｓｏｆｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｓｃｉｅｎｃｅ

Ｐｒｅｓｓ，１９９９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１６　ＭｅｉＦＸ，ＧａｎｇＴＱ，ＸｉｅＪＦ．Ａｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄａｃｏｎ

ｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｆｏｒｔｈｅＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓ，

２００６，１５（８）：１６７８～１６８１

１７　ＭｅｉＦＸ，ＷｕＨＢ．ＳｙｍｍｔｒｙｏｆＬａｇｒａｎｉａｎｓｏｆｎｏｎｈｏ

ｍｏｎｏｌｉｃｓｙｓｔｅｍ．ＰｈｙｓｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓＡ，２００８，３７２：２１４１～

２１４７

１８　梅凤翔，吴惠彬．相对运动动力学系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ对称

性．物理学报，２００９，５８（９）：５９１９～５９２３（ＭｅｉＦＸ，

ＷｕＨＢ．Ｌａｇｒａｎｇｅｓｙｍｍｅｔｒｙｆｏｒａｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｏｆｒｅｌ

ａｔｉｖｅｍｏｔｉｏｎ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００９，５８（９）：５９１９～

５９２３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１９　ＷｕＨＢ，ＭｅｉＦＸ．ＳｙｍｍｅｔｒｙｏｆＬａｇｒａｎｇｉａｎｓｏｆｈｏｌｏｎｏｍｉｃ

ｓｙｓｔｅｍｉｎｔｅｒｍｓｏｆｑｕａｓｉｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＢ，

２００９，１８（８）：３１４５～３１４９

２０　张毅．广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ对称性与守恒量．

物理学报，２００９，５８（１１）：７４３６～７４３９（ＺｈａｎｇＹ．Ｂｉｒｋ

ｈｏｆｆｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

Ｂｉｒｋｈｏｆｆｉａｎｓｙｓｔｅｍｓ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００９，５８（１１）：

７４３６～７４３９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２１　张毅，葛伟宽．非Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ对

称性与守恒量．物理学报，２００９，５８（１１）：７４４７～７４５１

（ＺｈａｎｇＹ，ＧｅＷ Ｋ．Ｌａｇｒａｎｇｅｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄ

ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｆｏｒｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｓｏｆｎｏｎＣｈｅｔａｅｖ’ｓｔｙｐｅ．

ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００９，５８（１１）：７４４７～７４５１（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

２２　ＷｕＨＢ，ＭｅｉＦＸ．ＳｙｍｍｅｔｒｙｏｆＬａｇｒａｎｇｉａｎｓｏｆｎｏｎｈｏｌｏ

ｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｓｏｆｎｏｎＣｈｅｔａｅｖ＇ｓｔｙｐｅ．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＢ，

２０１０，１９（３）：０３０３０３

２３　ＸｉａＬＬ，ＣａｉＪＬ．ＳｙｍｍｅｔｒｙｏｆＬａｇｒａｎｇｉａｎｓｏｆｎｎｈｏｌｏｎｏｍ

ｉｃｃｒｏｌｌａｂｌｅｍｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ．ＣｈｉｎｅｓｅｈｙｓｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓ，

２０１０，２７（８）：０８０２０１

２４　张毅．非完整力学系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ对称性．中国科学：

物理学，力学，天文学，２０１０，４０（９）：１１３０～１１３７

（ＺｈａｎｇＹ．ＳｙｍｍｅｔｒｙｏｆＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓｏｆｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｍｅ

ｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ．ＳｃｉｅｎｔｉａＳｉｎｉｃａＰｈｙｓｉｃａ．Ｍｅｃｈａｎｉｃａ＆Ａｓ

ｔｒｏｎｏｍｉｃａ，２０１０，４０（９）：１１３０～１１３７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２５　张斌，方建会，张克军．变质量非完整系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ

对称性与守恒量．物理学报，２０１２，６１（２）：０２１１０１

（ＺｈａｎｇＢ，ＦａｎｇＪＨ，ＺｈａｎｇＫＪ．Ｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄ

ｑｕａｎｔｉｔｙｏｆＬａｇｒａｎｇｉａｎｓｆｏｒｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｖａｒｉａｂｌｅｍａｓｓｓｙｓ

ｔｅｍ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１２，６１（２）：０２１１０１（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

２６　ＺｈａｎｇＢ，ＦａｎｇＪＨ，ＺｈａｎｇＷＷ．ＳｙｍｍｅｔｒｙｏｆＬａｇｒａｎｇ

ｉａｎｓｏｆｈｏｌｏｎｏｍｉｃｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｓｙｓｔｅｍｉｎｅｖｅｎｔｓｐａｃｅ．

ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＢ，２０１２，２１（７）：０７０２０８

２７　罗绍凯．相对论性二阶非完整系的广义动力学方程．

新疆大学学报（自然科学版）１９８９，６（４）：６１～６７（Ｌｕｏ

ＳＫ．Ｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｒｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｄｙｎａｍｉｃｏｆ２

ｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＸｉｎｊｉａｎｇ

Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ），１９８４，６（４）：６１～６７（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２８　方建会．一阶非线性非完整系统的相对论性 Ａｐｐｅｌｌ方

程．西北师范大学学报（自然科学版），１９９０，２６（４）：３２

～３５；４５（ＦａｎｇＪＨ．ＲｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃＡｐｐｅｌｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｆｉｒｓｔ

ｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮｏｒｔｈｗｅｓｔ

ＮｏｒｍａｌＵｎｉｎｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ），１９９０，２６（４）：２８～

３１，４１（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））
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２９　罗绍凯．相对论非线性非完整系统动力学理论．上海力

学，１９９１，１２（１）：６１～７０（ＬｕｏＳＫ．Ｏｎｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｒｅｌ

ａｔｉｖｉｓｔｉｃａｎａｌｙｔｉｃａｌｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ

ｓｙｓｔｅｍｓ．ＳｈａｎｇｈａｉＬｉｘｕｅ，１９９１，１２（１）：６１～７０（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

３０　方建会．变质量非完整系统的相对论性Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理．

上海力学，１９９３，１４（２）：７８～８５（ＦａｎｇＪＨ．Ｌａｇｒａｎｇｅ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｆｏｒｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓ

ｔｅｍｏｆｎｏｎ－Ｃｈｅｔａｅｖ＇ｓｔｙｐｅ．ＳｈａｎｇｈａｉＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎ

ｉｃｓ，１９９３，１４（２）：７８～８５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

３１　ＬｕｏＳＫ．Ｒｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃｖａｒｉａｔｉｏｎｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓａｎｄｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆ

ｍｏｔｉｏｎｆｏｒｖａｒｉａｂｌｅｍａｓｓｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｌｅｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ．

ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ＆Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，１９９６，１７（７）：６８３～

６９２

３２　傅景礼，王新民．相对论性 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 Ｌｉｅ对称性

和守恒量．物理学报 ２０００，４９（６）：１０２３～１０２７（ＦｕＪＬ，

ＷａｎｇＸＭ．Ｌｉｅｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｏｆｒｅｌａ

ｔｉｖｉｓｔｉｃＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍｓ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０００，４９

（６）：１０２３～１０２７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

３３　方建会．转动变质量系统的相对论性动力学方程和变

分原理．物理学报 ２０００，４９（６）：１０２８～１０３０（ＦａｎｇＪＨ．

Ｒｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅｆｏｒ

ｒｏｔａｔｉｏｎａｌｖａｒｉａｂｌｅｍａｓｓｓｙｓｔｅｍ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，

２０００，４９（６）：１０２８～１０３０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

３４　ＱｉａｏＹＦ，ＭｅｎｇＪ，ＺｈａｏＳＨ．Ｅｘｉｓｔｅｎｔｉａｌｔｈｅｏｒｅｍｏｆｃｏｎ

ｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓａｎｄｉｔｓｉｎｖｅｒｓｅｆｏｒｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｎｏｎ

ｈｏｌｏｎｏｍｉｃｒｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓ．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓ，２００２，１１

（９）：８５９～８６３

３５　ＬｕｏＳＫ．ＦｏｒｍｉｎｖａｒｉａｎｃｅａｎｄＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｃｏｎ

ｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆｒｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃＢｉｒｋｈｏｆｆｉａｎｓｙｓｔｅｍｓ．Ａｐｐｌｉｅｄ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ＆Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２００３，２４（４）：４６８～４７８

３６　贾利群．转动系统的相对论性分析静力学理论．物理学

报 ２００３，５２（５）：１０３９～１０４３（ＪｉａＬＱ．Ａｔｈｅｏｒｙｏｆｒｅｌａ

ｔｉｖｉｓｔｉｃａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｔａｔｉｃｓｏｆｒｏｔａｔｉｏｎａｌｓｙｓｔｅｍｓ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａ

Ｓｉｎｉｃａ，２００３，５２（５）：１０３９～１０４３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

３７　ＦａｎｇＪＨ，ＹａｎＸＨ，ＬｉＨ，ＣｈｅｎＰＳ．Ｍｅｉｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄ

ＬｉｅｓｙｍｍｅｔｒｙｏｆｒｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓｙｓｔｅｍ．Ｃｏｍｍｕｎｉ

ｃａｔｉｏｎｓｉｎＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２００４，４２（１）：１９～２２

３８　张克军，方建会，李燕，张斌．一般离散完整系统 Ｍｅｉ

对称性的精确不变量与绝热不变量．动力学与控制报，

２０１０，８（４）：３１１～３１５（ＺｈａｎｇＫＪ，ＦａｎｇＪＨ，ＬｉＹ，

ＺｈａｎｇＢ．Ｅｘａｃｔｉｎｖａｒｉａｎｔｓａｎｄａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓｏｆｇｅｎ

ｅｒａｌｄｉｓｃｒｅｔｅｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄ

Ｃｏｎｔｒｏｌ，２０１０，８（４）：３１１～３１５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１７Ｍａｙ２０１３，ｒｅｖｉｓｅｄ１４Ｊｕｎｅ２０１３．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＳｈａｎｄｏｎｇＰｒｏｖｉｎｃｅｏｆＣｈｉｎａ（ＺＲ２０１１ＡＭ０１２），ｔｈｅＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃＲｅｓｅａｒｃｈＰｒｏｇｒａｍｏｆＩｎｄｅ
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