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一类具有时滞和非线性发生率的 ＳＩＲＳ传染病模型
稳定性与 Ｈｏｐｆ分岔分析

陈方方　洪灵

（西安交通大学机械结构强度与振动国家重点实验室，西安　７１００４９）

摘要　研究了一类具有时滞及非线性特性发生率的 ＳＩＲＳ传染病模型，首先利用特征值理论分析了无病平

衡点和地方病平衡点的局部稳定性；并以时滞τ作为分岔参数，分析了模型的Ｈｏｐｆ分岔行为，运用中心流形

定理和规范型理论给出了分岔方向及分岔周期解稳定性的计算公式；最后，数值模拟验证了理论分析结果．
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引言

ＫＭ在１９２７年建立了所谓的“仓室”模型［１］

后，“仓室”模型的基本思想方法一直被广泛的使

用并不断地发展着，截至目前，学者已根据不同疾

病的发病机理建立了不同类型的传染病模型［２］，并

得出了一些结论．
在以前讨论的大多数模型中，我们通常将人群

分成易感染者、染病者和移出者等若干类，并假定

类型中的个体无差异，即他们在被感染、隔离、接种

等方面完全相同，针对这类模型的研究已有很多研

究结果．但是这类模型假设的合理性与实际疾病的
传播仍存在一定的差距，特别是对某些传染病或接

触性疾病，在不同的年龄阶段，其传播概率有很大

不同，某些类型的疾病在成人中的传播概率很大，

如淋病，ＡＩＤＳ等，而有些疾病，如麻疹，水痘等则在
儿童中的传播概率较大．因此，为了更清楚的描述
疾病的传播机理，就需在相应的传染病模型中考虑

阶段结构．于是，在刻画传染病模型时，具有阶段结
构［３－４］的传染病模型能更好地反映生物个体的生

理特征和疾病的传播机理，引起了很多学者的关

注，且具有重要的生物学意义．
依靠媒介传染病毒的传染病也非常多，它通过

病毒、原虫或细菌等生物载体传播的，如疟疾通过

蚊子来传播．Ｃｏｏｋｅ在文［５］中给出了一种通过媒介

传播疾病的数学模型，该建模思想在以后的建模中

被广泛应用．
为方便起见，我们假定由于疾病的影响，染病

的成熟个体没有繁殖能力；易感染人群仅仅被媒介

染病者所感染，媒介和人群充分混合．在该假设下，
我们基于文［６］，建立了具有阶段结构和非线性发生

率的ＳＩＲＳ时滞传染病模型，研究模型的平衡点的
局部稳定性，分析其复杂的动力学行为．

１　模型的建立

本章所建立的ＳＩＲＳ时滞传染病模型：
ｄＸ
ｄｔ＝（

Ａ
Ｓ（ｔ）＋Ｂ）Ｓ（ｔ）－（ω＋μ０）Ｘ（ｔ）

ｄＳ
ｄｔ＝ωＸ（ｔ）－μＳ（ｔ）－

σＳ（ｔ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋αＩ（ｔ－τ）

＋δＲ（ｔ）

ｄＩ
ｄｔ＝
σＳ（ｔ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋αＩ（ｔ－τ）

－（μ＋ε＋γ）Ｉ（ｔ）

ｄＲ
ｄｔ＝γＩ（ｔ）－（μ＋δ）Ｒ（ｔ















 ）

（１）
其中，Ｘ（ｔ）为 ｔ时刻处于不成熟阶段的人口密度，
Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ）为ｔ时刻成年人中易染者、感染者
和移除者的密度，ω为不成熟个体到成熟个体的转
换率，μ０为不成熟个体的自然死亡率，μ为成熟个
体的自然死亡率，σ为感染率，α为抑制率，ε为感
染者的因病死亡率，γ为治愈率，δ为已免疫的个体
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重新获得易感染能力的概率，τ为疾病的潜伏期．

２　平衡点的存在性

由于模型（１）的形式较复杂，为方便讨论，我
们对模型进行简化．对（１）进行无量纲化和变量替
换：

ｕ（ｔ）＝
ω＋μ０
Ａ Ｘ（ｔ），ｓ（ｔ）＝ＢＡＳ（ｔ），

ｉ（ｔ）＝ σ
ω＋μ０

Ｉ（ｔ），ｒ（ｔ）＝ Ｂδ
Ａ（ω＋μ０）

Ｒ（ｔ），

ｔ＝（ω＋μ０）ｔ，ａ＝
Ｂω

（ω＋μ０）
２，ｂ０＝

α（ω＋μ０）
σ

，

ｂ１＝
μ

ω＋μ０
，ｂ２＝

μ＋ε＋γ
ω＋μ０

，β＝ Ａσ
Ｂ（ω＋μ０）

，

ｃ＝ γＢδ
σＡ（ω＋μ０）

，ｄ＝μ＋δ
ω＋μ０

，τ＝（ω＋μ０）τ

得简化后的模型为：

ｄｕ
ｄｔ＝１－ｕ（ｔ）＋ｓ（ｔ）

ｄｓ
ｄｔ＝ａｕ（ｔ）－ｂ１ｓ（ｔ）－

ｓ（ｔ）ｉ（ｔ－τ）
１＋ｂ０ｉ（ｔ－τ）

＋ｒ（ｔ）

ｄｉ
ｄｔ＝
βｓ（ｔ）ｉ（ｔ－τ）
１＋ｂ０ｉ（ｔ－τ）

－ｂ２ｉ（ｔ）

ｄｒ
ｄｔ＝ｃｉ（ｔ）－ｄｒ（ｔ















 ）

（２）
模型（２）的初始条件为：

（φ（θ），ψ１（θ），ψ２（θ），ψ３（θ））∈Ｃ＋
　＝Ｃ（［－τ，０］，Ｒ４＋）

φ（０）＞０，ψｉ（０）＞０，ｉ＝１，２，３

其中：Ｒ４＋＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４∈Ｒ
４：ｘｉ≥０，ｉ＝１，２，３，４｝

定义基本再生数：

Ｒ０＝
ａ（ｂ２＋β）
ｂ１ｂ２

经直接计算得，系统（２）存在无病平衡点：

Ｅ０＝（ｕ０，ｓ０，ｉ０，ｒ０）＝（
ｂ１
ｂ１－ａ

，
ａ
ｂ１－ａ

，０，０）

对地方病平衡点的存在性，我们有如下性质：

性质　模型（２）有唯一正平衡点Ｅ ＝（ｕ，ｓ，ｉ，
ｒ）当且仅当以下条件成立：

（Ｈ１）　Ｒ０＝
ａ（ｂ２＋β）
ｂ１ｂ２

＞１

（Ｈ２）　ｂ０ｂ１ｂ２ｄ＋ｂ２ｄ－ａｂ０ｂ２ｄ－ｃβ＞０
其中：

ｕ ＝１＋
ｂ２（１＋ｂ０ｉ）

β
，ｓ ＝

ｂ２（１＋ｂ０ｉ）
β

，

ｉ ＝
ｄ（ａβ＋ａｂ２－ｂ１ｂ２）

ｂ０ｂ１ｂ２ｄ＋ｂ２ｄ－ａｂ０ｂ２ｄ－ｃβ
，ｒ ＝ｃｄｉ



３　平衡点的稳定性

３．１　无病平衡点的局部稳定性
由平衡点的生物学意义得，若存在无病平衡

点，则无病平衡点应为正，即ｂ１＞ａ．因此，有如下定
理：

定理１　假设 Ｒ０＜１，对任意的 τ≥０，Ｅ０局部渐近
稳定的；Ｒ０＞１成立，对任意的τ≥０，Ｅ０不稳定的．
证明：　系统（２）在无病平衡点 Ｅ０附近线性化系
统的特征方程为：

［（λ＋１）（λ＋ｂ１）－ａ］（λ＋ｄ）（λ＋ｂ２－

　βｓ０ｅ
－λτ）＝０

易证，当Ｒ０＜１时，特征根均具有负实部；当 Ｒ０＞１
时，至少存在一个具有正实部的特征根，因此得证．
３．２　地方病平衡点的局部稳定性
定理２　假设 Ｒ０＞１成立，且 τ＝０时，系统（２）的

地方病平衡点Ｅ局部渐近稳定．
证明：　当τ＝０时，系统（２）在地方病平衡点 Ｅ

附近线性化系统的特征方程为：

λ４＋ａ１λ
３＋ａ２λ

２＋ａ３λ＋ａ４＝０
其中：

ｆ０＝
ｉ

１＋ｂ０ｉ
，ｆ１＝

１
（１＋ｂ０ｉ）

２

ａ１＝ｄ＋ｂ１＋ｆ０＋１＋ｂ２－βｓｆ１
ａ２＝（ｂ２－βｓｆ１）（ｂ１＋ｆ０＋ｄ＋１）＋βｓｆ１ｆ０＋
　ｄ＋ｂ１ｄ＋ｆ０ｄ＋ｂ１＋ｆ０－ａ

ａ３＝（ｂ２－βｓｆ１）（ｄ＋ｂ１ｄ＋ｂ１＋ｆ０－ａ）＋

　ｆ０（ｂ２ｄ－ｃβ）＋βｓｆ０ｆ１＋ｄ（ｂ１＋ｆ０－ａ）

ａ４＝ｄ（ｂ２－βｓｆ１）（ｂ１－ａ）＋ｆ０（ｂ２ｄ－ｃβ）
根据ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ判据，易证：当Ｒ０＞１时，ａ１＞０，
且有Ｈ１，Ｈ２，Ｈ３＞０．故τ＝０时，特征根均具有负实

部，地方病平衡点Ｅ局部渐近稳定．
定理３　当 τ＞０时，若 ａβ＋ｂ１ｂ２＜ａｂ２，则 Ｅ条件
稳定．
证明：　当τ＞０时，系统（２）在地方病平衡点 Ｅ

附近线性化系统的特征方程为：

λ４＋Ｄλ３＋Ｅλ２＋Ｆλ＋Ｇ＝ｅ－λτ（βｓｆ１λ
３＋

　Ｈλ２＋Ｊλ＋Ｋ） （３）

０８
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其中：

Ｄ＝ｄ＋ｂ１＋ｂ２＋ｆ０＋１，
Ｅ＝ｄ＋ｂ１＋ｂ２＋ｆ０－ａ＋ｂ１ｄ＋ｂ２ｄ＋ｂ１ｂ２＋ｆ０ｄ＋ｆ０ｂ２，
Ｆ＝ｂ１ｂ２＋ｆ０ｂ２ｄ－ｆ０ｃβ＋ｂ１ｄ＋ｂ２ｄ＋ｂ１ｂ２＋ｆ０ｄ＋
　ｆ０ｂ２－ａｄ－ａｂ２，
Ｇ＝ｂ１ｂ２ｄ＋ｆ０ｂ２ｄ－ｆ０ｃβ－ａｂ２ｄ，

Ｈ＝βｓｆ１ｄ＋βｓｆ１ｂ１＋βｓｆ１，

Ｊ＝βｓｆ１ｄ＋βｓｆ１ｂ１－βｓｆ１ａ＋βｓｆ１ｂ１ｄ，

Ｋ＝βｓｆ１ｂ１ｄ－βｓｆ１ａｄ．
由ａβ＋ｂ１ｂ２＜ａｂ２得 Ｒ０＞１，已有结论，当 τ＝０时
系统特征根均具有负实部．以下证明特征方程（３）
有唯一一对纯虚根±ｉω０（ω０＞０），假定对τ＞０，ｉω０
（ω０＞０）是（３）的根，代入（３）得：

ω４－Ｄω３ｉ－Ｅω２＋Ｆωｉ＋Ｇ＝ｅ－ｉωτ（－βｓｆ１ω
３ｉ－

　Ｈω２＋Ｊωｉ＋Ｋ） （４）
分离实部虚部得：

ω４－Ｅω２＋Ｇ＝（－Ｈω２＋Ｋ）ｃｏｓωτ－

　（－βｓｆ１ω
３＋Ｊω）ｓｉｎωτ

－Ｄω３＋Ｆω＝（－βｓｆ１ω
３＋Ｊω）ｃｏｓωτ＋

　（－Ｈω２＋Ｋ）ｓｉｎ











 ωτ

（５）

将上式两边分别平方相加得：

ω８＋ｐω６＋ｑω４＋ｒω２＋ｓ＝０ （６）
其中：

ｐ＝Ｄ２－２Ｅ－β２ｓ２ｆ１
２，

ｑ＝Ｅ２＋２Ｇ－２ＦＤ－Ｈ２＋２βｓｆ１Ｊ，

ｒ＝－２ＥＧ＋Ｆ２＋２ＨＫ－Ｊ２，ｓ＝Ｇ２－Ｋ２

当Ｒ０＞１时，我们可证得：ｐ＞０，ｑ＞０．由条件 ａβ＋

ｂ１ｂ２＜ａｂ２，易得ｓ＜０，由引理２．１
［６］得：（６）式存在

唯一的正根ω０，即特征方程（３）存在唯一一对纯虚
根，由此可得到τｋ＞０，使得有一对纯虚根．

τｋ＝
１
ω０
ｃｏｓ｛［（－Ｈω２０＋Ｋ）（ω

４
０－Ｅω

２
０＋Ｇ）＋

　（－Ｄω３０＋Ｆω０）·（－βｓｆ１ω
３
０＋Ｊω０）］／

　［（－Ｈω２０＋Ｋ）
２＋（－βｓｆ１ω

３
０＋Ｊω０）

２］｝＋

　２ｋπ
ω０
（ｋ＝０，１，２，３，…）

由引理２．３［７］，于是我们完成了定理３的证明．
以下我们将证明：

ｄ（Ｒｅλ）
ｄτ τ＝τｋ

＞０

这意味着，在 τ＞τｋ时，至少存在一个具有正实部

的特征根．将特征方程（３）对τ微分可得：
ｄλ
ｄ( )τ ＝ ３λ４＋２Ｄλ３＋Ｅλ２－Ｇ

－λ２（λ４＋Ｄλ３＋Ｅλ２＋Ｆλ＋Ｇ）
＋

　
２βｓｆ１λ

３＋Ｈλ２－Ｋ
λ２（βｓｆ１λ

３＋Ｈλ２＋Ｊλ＋Ｋ）
－τ
λ

因此：

ｓｉｇｎｄ（Ｒｅ）λｄ{ }τ τ＝τｋ

＝ｓｉｇｎＲｅｄλｄ( )τ
－{ }１

λ＝ｉω０

　＝ｓｉｇｎ
３ω８０＋２ｐω

６
０＋ｑω

４
０－ｓ

ω２０［（－Ｈω
２
０＋Ｋ）

２＋（－βｓｆ１ω
３
０＋Ｊω０）

２{ }］
根据Ｒｏｕｃｈé′ｓ定理［８］得，时滞量 τ由小于 τｋ的值
增加到大于 τｋ的值时，特征方程（３）的特征根，从
虚轴左侧穿过虚轴到达虚轴右侧，横截条件成立，

因此，满足 Ｈｏｐｆ分岔条件［９］，在 τ＝τｋ处发生了
Ｈｏｐｆ分岔．

４　Ｈｏｐｆ分岔方向和分岔稳定性

对模型（２），运用中心流形定理和规范型理
论［１０］给出系统（２）的Ｈｏｐｆ分岔方向及分岔周期解
的稳定性和周期计算公式．令：

ｕ１＝ｕ－ｕ，ｕ２＝ｓ－ｓ，ｕ３＝ｉ－ｉ，

ｕ４＝ｒ－ｒ，ｕｉ＝ｕｉ（τｔ），τ＝μ＋τｋ
为方便起见，去掉“—”，则系统（２）可以写成
Ｃ＝Ｃ（［－１，０］，Ｒ４）上的泛函微分方程：

ｕ（ｔ）＝Ｌμ（ｕｔ）＋ｆ（μ，ｕｔ） （７）
并且：

ｆ：Ｒ×Ｃ→Ｒ４，Ｌμ：Ｃ→Ｒ
４分别表示为：

ｆ（μ，）＝（τｋ＋μ）Ｍ［０　－１　β　０］
Ｔ （８）

其中：

Ｍ＝
－ｂ０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
３
２
３（－１）＋

１
（１＋ｂ０ｉ）

２２（０）３（－１）＋

　
ｂ２０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
４
３
３（－１）－

ｂ０
（１＋ｂ０ｉ）

３２（０）
２
３（－１）＋…

Ｌμ（）＝（τｋ＋μ）·

　

－１ １ ０ ０
ａ －（ｂ１＋ｆ０） ０ １

０ βｆ０ －ｂ２ ０

０ ０













ｃ －ｄ

１（０）

２（０）

３（０）

４（０













）

＋

　（τｋ＋μ）

０ ０ ０ ０

０ ０ －ｓｆ１ ０

０ ０ βｆ１ｓ ０













０ ０ ０ ０

１（－１）

２（－１）

３（－１）

４（－１













）

（９）

１８
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由Ｒｉｅｓｚ表示引理得：对 θ∈［０，１］，存在一个有界
变差函数η（θ，μ），使得：

Ｌμ＝∫
０

－１
ｄη（θ，μ）（θ），其中∈Ｃ （１０）

实际上，可选取：

η（θ，μ）＝（τｋ＋μ）·

　

－１ １ ０ ０
ａ －（ｂ１＋ｆ０） ０ １

０ βｆ０ －ｂ２ ０

０ ０













ｃ －ｄ

δ（θ）＋

　（τｋ＋μ）

０ ０ ０ ０

０ ０ －ｓｆ１ ０

０ ０ βｆ１ｓ ０













０ ０ ０ ０

δ（θ＋１） （１１）

其中δ（．）表示ＤｉｒａｃＤｅｌｔａ函数．
对于＝（１，２，３，４）

Ｔ∈Ｃ［－１，０］，Ｒ４），定义：

Ａ（μ）＝

ｄ（θ）
ｄθ
， θ∈［－１，０）

∫
０

－１
ｄη（ｓ，μ）（ｓ）， θ＝{ ０

Ｒ（μ）（）＝
０， θ∈［－１，０）
ｆ（μ，）， θ＝{ ０

因此，系统（７）可化为：
ｕｔ＝Ａ（μ）ｕｔ＋Ｒ（μ）ｕｔ （１２）

对ψ∈Ｃ１（［０，１］，（Ｒ４）），定义：

Ａψ（ｓ）＝
－ｄψ（ｓ）ｄｓ， ｓ∈（０，１］

∫
０

－１
ｄη（ｔ，０）ψ（－ｔ）， ｓ＝{ ０

和双线性内积：

〈ψ，〉＝ψ（０）（０）－∫
０

－１∫
θ

ξ＝０
ψ（ξ－

　θ）ｄη（θ）（ξ）ｄξ，
显然，Ａ和Ａ为共轭算子．±ｉω０τｋ是 Ａ（０）的特征

值，也是Ａ的特征值．下面计算Ａ和Ａ关于ｉω０τｋ
和－ｉω０τｋ的特征向量．ｑ（θ）＝（１，ｑ１，ｑ２，ｑ３）

Ｔｅｉω０τｋθ

是Ａ（０）特征向量，有Ａ（０）ｑ（θ）＝ｉω０τｋｑ（θ），根据
Ａ（０）定义及式（９）（１０）（１１）可解得：

ｑ１＝１＋ｉω０

ｑ２＝
βｆ０（１＋ｉω０）

ｉω０＋ｂ２－βｓｆ１ｅ
－ｉω０τｋ

ｑ３＝
ｃβｆ０（１＋ｉω０）

（ｉω０＋ｄ）（ｉω０＋ｂ２－βｓｆ１ｅ
－ｉω０τｋ













）

Ａ对应特征向量为ｑ（ｓ）＝Ｄ（１，ｑ１，ｑ２，ｑ３）ｅ
ｉω０τｋｓ

ｑ１ ＝
－ｉω０＋１
ａ

ｑ２ ＝
（－ｉω０＋１）（－ｉω０＋ｂ１＋ｆ０）－ａ

ａβｆ０

ｑ３ ＝
－ｉω０＋１

ａ（－ｉω０＋ｄ















）

其中取：

Ｄ＝ １
１＋ｑ１ｑ１＋ｑ２ｑ２＋ｑ３ｑ３＋τｋｑ２ｓｆ１ｅ

ｉω０τｋ（－ｑ１＋βｑ２）

确保〈ｑ（ｓ），ｑ（θ）〉＝１．接下来计算在 μ＝０决定
中心流形Ｃ０的坐标，令μ＝０时（１２）的解为 ｕｔ，定
义：

ｚ（ｔ）＝〈ｑ，ｕｔ〉，
Ｗ（ｔ，θ）＝ｕｔ（θ）－２Ｒｅ｛ｚ（ｔ）ｑ（θ）｝ （１３）

在中心流形Ｃ０上，我们有
Ｗ（ｔ，θ）＝Ｗ（ｚ（ｔ），ｚ（ｔ），θ）

Ｗ（ｚ（ｔ），ｚ（ｔ），θ）＝Ｗ２０（θ）
ｚ２
２＋Ｗ１１（θ）ｚｚ＋

　Ｗ０２（θ）
ｚ２
２＋… （１４）

ｚ和ｚ表示ｑ和ｑ上中心流形Ｃ０的局部坐标．

ｚ（ｔ）＝ｉω０τｋｚ＋ｑ（０）ｆ（０，Ｗ（ｚ，ｚ，０）＋２Ｒｅ｛ｚｑ（θ）｝）

　＝ｉω０τｋｚ＋ｑ（０）ｆ０（ｚ，ｚ）
　＝ｉω０τｋｚ＋ｇ（ｚ，ｚ）

ｇ（ｚ，ｚ）＝ｇ２０
ｚ２
２＋ｇ１１ｚｚ＋ｇ０２

ｚ２
２＋

　ｇ２１
ｚ２ｚ
２＋… （１５）

由式（１３）和（１４）得：

ｕｔ（θ）＝Ｗ２０（θ）
ｚ２
２＋Ｗ１１（θ）ｚｚ＋Ｗ０２（θ）

ｚ２
２＋

　（１，ｑ１，ｑ２，ｑ３）
Ｔｅｉω０τｋθｚ＋（１，ｑ１，ｑ２，ｑ３）

Ｔｅ－ｉω０τｋθｚ＋…
连同式（８）得：

ｇ（ｚ，ｚ）＝τｋＤ（－ｑ１ ＋βｑ２）（ａ１１ｚ
２＋ａ１２ｚｚ＋

　ａ１３ｚ
３＋ａ１４ｚ

２ｚ＋…）

Ｍ＝
－ｂ０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
３ｕ
２
３ｔ（－１）＋

１
（１＋ｂ０ｉ）

２·

　ｕ２ｔ（０）ｕ３ｔ（－１）＋
ｂ２０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
４ｕ
３
３ｔ（－１）－

　
ｂ０

（１＋ｂ０ｉ）
３ｕ２ｔ（０）ｕ

２
３ｔ（－１）＋…

ａ１１＝
－ｂ０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
３ｑ
２
２ｅ
－２ｉω０τｋ＋

２８
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　 １
（１＋ｂ０ｉ）

２ｑ１ｑ２ｅ
－ｉω０τｋ

ａ１４＝
－ｂ０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
３［２Ｗ

（３）
１１（－１）ｑ２ｅ

－ｉω０τｋ＋

　Ｗ（３）２０（－１）ｑ２ｅ
ｉω０τｋ］＋

ｂ２０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
４３ｑ

２
２ｑ２ｅ

－ｉω０τｋ＋

　 １
（１＋ｂ０ｉ）

２［
１
２Ｗ

（３）
２０（－１）ｑ１＋Ｗ

（３）
１１（－１）ｑ１＋

　Ｗ（２）１１（０）ｑ２ｅ
－ｉω０τｋ＋１２Ｗ

（２）
２０（０）ｑ２ｅ

ｉω０τｋ］－

　
ｂ０

（１＋ｂ０ｉ）
３［２ｑ１ｑ２ｑ２＋ｑ１ｑ

２
２ｅ
－２ｉω０τｋ］

ａ１２＝
－２ｂ０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
３ｑ２ｑ２＋

１
（１＋ｂ０ｉ）

２·

　（ｑ１ｑ２ｅ
ｉω０τｋ＋ｑ１ｑ２ｅ

－ｉω０τｋ）

ａ１３＝
－ｂ０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
３ｑ
２
２ｅ
２ｉω０τｋ＋ １

（１＋ｂ０ｉ）
２ｑ１ｑ２ｅ

ｉω０τｋ

比较系数（１５）得：

ｇ２０＝２τｋＤ（－ｑ１ ＋βｑ２）ａ１１
ｇ１１＝τｋＤ（－ｑ１ ＋βｑ２）ａ１２
ｇ０２＝２τｋＤ（－ｑ１ ＋βｑ２）ａ１３
ｇ２１＝２τｋＤ（－ｑ１ ＋βｑ２）ａ１４

下面需要计算 Ｗ２０（θ）和 Ｗ１１（θ），由式（１２）（１３）

得：

Ｗ＝ｕｔ－ｚｑ－珋ｚ
·ｑ

　＝
Ａ（０）Ｗ－２Ｒｅ｛ｑ（０）ｆ０ｑ（θ）｝， θ∈［－１，０）

Ａ（０）Ｗ－２Ｒｅ｛ｑ（０）ｆ０ｑ（θ）｝＋ｆ０，θ＝{ ０

　＝Ａ（０）Ｗ＋Ｈ（ｚ，ｚ，θ） （１６）
其中：

Ｈ（ｚ，ｚ，θ）＝Ｈ２０（θ）
ｚ２
２＋Ｈ１１（θ）ｚｚ＋Ｈ０２（θ）

ｚ２
２＋…

（１７）

将式（１７）代入式（１６），并比较系数得：

（Ａ（０）－２ｉω０τｋＩ）Ｗ２０（θ）＝－Ｈ２０（θ）

Ａ（０）Ｗ１１（θ）＝－Ｈ１１（θ），…
（１８）

比较式（１５）和式（１７）的系数得：

Ｈ２０（θ）＝－ｇ２０ｑ（θ）－ｇ０２ｑ（θ）

Ｈ１１（θ）＝－ｇ１１ｑ（θ）－ｇ１１ｑ（θ）
（１９）

由Ａ（０）的定义及式（１８）和（１９）得：

Ｗ·２０（θ）＝２ｉω０τｋＷ２０（θ）＋ｇ２０ｑ（θ）＋ｇ０２ｑ（θ）

（２０）

Ｗ２０（θ）＝
ｉｇ２０
ω０τｋ
ｑ（０）ｅｉω０τｋθ＋

ｉｇ０２
３ω０τｋ

ｑ（０）ｅ－ｉω０τｋθ＋

　Ｅ１ｅ
２ｉω０τｋθ （２１）

类似地，由式（１８）和式（１９）得：

Ｗ１１（θ）＝－
ｉｇ１１
ω０τｋ
ｑ（０）ｅｉω０τｋθ＋

ｉｇ１１
ω０τｋ
ｑ（０）ｅ－ｉω０τｋθ＋Ｅ２

接下来，计算Ｅ１和Ｅ２的值．由Ａ（０）及式（１８），有：

∫
０

－１
ｄη（θ）Ｗ２０（θ）＝２ｉω０τｋＷ２０（０）－Ｈ２０（０）

∫
０

－１
ｄη（θ）Ｗ１１（θ）＝－Ｈ１１（０）

（２２）
由式（１６）得，当θ＝０时，

Ｈ（ｚ，ｚ，０）＝－２Ｒｅ｛ｑ（０）ｆ０ｑ（０）｝＋ｆ０
＝ｑ（０）ｆ０ｑ（０）－ｑ（０）ｆ０ｑ（０）＋ｆ０
＝－ｇ（ｚ，ｚ）ｑ（０）－ｇ（ｚ，ｚ）ｑ（０）＋ｆ０

Ｈ２０（０）＝－ｇ２０ｑ（０）－ｇ０２ｑ（０）＋

　２τｋＭ１［０　－１　β　０］
Ｔ （２３）

Ｈ１１（０）＝－ｇ１１ｑ（０）－ｇ１１ｑ（０）＋

　２τｋＭ３［０　－１　β　０］
Ｔ （２４）

其中：

Ｍ１＝－
ｂ０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
３ｑ
２
２ｅ
－２ｉω０τｋ＋ １

（１＋ｂ０ｉ）
２ｑ１ｑ２ｅ

－ｉω０τｋ

Ｍ３＝－
ｂ０ｓ

（１＋ｂ０ｉ）
３ｑ２ｑ２＋

１
（１＋ｂ０ｉ）

２·

　Ｒｅ｛ｑ１ｑ２ｅ
ｉω０τｋ｝

此时，将式（２０）和式（２３）代入式（２２），可求得 Ｅ１．
类似将式（２１）和（２４）代入式（２２），可求得 Ｅ２．因
此，可得如下计算公式：

ｃ１（０）＝
ｉ

２ω０τｋ
（ｇ２０ｇ１１－２ ｇ１１

２－
ｇ０２

２

３ ）＋
ｇ２１
２，

μ２＝－
Ｒｅ｛ｃ１（０）｝

Ｒｅ｛
ｄλ（τｋ）
ｄτ

｝

，β２＝２Ｒｅ｛ｃ１（０）｝，

Ｔ２＝－
Ｉｍ｛ｃ１（０）｝＋μ２Ｉｍ｛

ｄλ（τｋ）
ｄτ
｝

ω０τｋ
，ｋ＝０，１，２，…

（２５）
根据计算所得结果，给出如下结论：

定理４　（１）μ２决定了 Ｈｏｐｆ分岔的方向：若 μ２＜０
（＞０），则系统（２）产生次临界（超临界）的Ｈｏｐｆ分
岔，且在τ＜τ０（τ＞τ０）时存在分岔周期解；（２）β２
决定了 Ｈｏｐｆ分岔周期解的稳定性，若 β２＞０（＜

３８
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０），则周期解是不稳定（稳定）的；（３）Ｔ２决定了分
岔周期解的周期，若Ｔ２＜０（＞０），则分岔周期解的
周期随τ的增加而减少（增加）的．

５　数值模拟

在系统（２）中，取ａ＝２．５，ｂ０＝０．１，ｂ１＝０．５，ｂ２
＝２．５，β＝１．２，ｃ＝０．５，ｄ＝０．６时，通过式（２５）给
出的计算公式，结合推导过程，可得：

τ０＝１８．４８２８，Ｔ２＝０．０００１９＞０

μ２＝６２．８１８２＞０，β２＝－０．１３８２＜０
根据定理４，模型（２）在τ０处产生超临界Ｈｏｐｆ分岔，
且分岔周期解的周期是稳定的，分岔周期解的周期

将随τ的增加而增加．进一步的数值模拟结果为：

图１　地方病平衡点的时间历程图（τ＝１７．５）

Ｆｉｇ．１　ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｅｎｄｅｍｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｗｈｅｎτ＝１７．５

图２　地方病平衡点的相图（τ＝１７．５）

Ｆｉｇ．２　ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｅｎｄｅｍｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｗｈｅｎτ＝１７．５

图３　地方病平衡点的时间历程图（τ＝１９）

Ｆｉｇ．３　ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｅｎｄｅｍｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｗｈｅｎτ＝１９

图４　地方病平衡点的相图（τ＝１９）

Ｆｉｇ．４　ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｅｎｄｅｍｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍτ＝１９

图５　不同非线性影响因素下染病个体的时间历程图

Ｆｉｇ．５　ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｉｎｆｅｃｔｅｄｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒｆａｃｔｏｒｓ

６　结论

本文建立了具有非线性发生率和阶段结构的

时滞 ＳＩＲＳ模型，分析了平衡点的局部稳定性．得

出：当Ｒ０＜１时，对任意的 τ，无病平衡点局部渐近

稳定；当Ｒ０＞１时，对任意的 τ，无病平衡点是不稳

定．对地方病平衡点稳定性分析时，在 Ｒ０＞１的前

提下，当 τ＝０时，得到了地方病平衡点局部稳定

的；当τ＞０时，地方病平衡点条件稳定，且在 τｋ处

发生了Ｈｏｐｆ分岔，即疾病会出现周期性爆发．

对Ｈｏｐｆ分岔方向和分岔周期解的稳定性及分

岔周期的讨论，我们运用了中心流形定理和规范型

理论进行研究分析，得出系统（２）在参数满足一定

的条件下，发生了超临界的Ｈｏｐｆ分岔，分岔周期解

是稳定的，且分岔周期解的周期随着时滞量τ的增

加而增大．进一步的数值模拟结果，也验证了理论

分析的正确性．在此基础上，为了验证非线性发生

率对疾病的影响效果，通过一定的数值模拟得出，

适当的增加外界抑制强度，能使染病个体的数量明

显的下降，更利于治疗疾病，因此非线性发生率的

４８
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引入具有非常重要的生物学意义．
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