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摘要　随着行车速度与交通量不断增加，荷载不断加重，桥梁的移动荷载响应越来越得到人们的重视．考虑

移动车辆的惯性效应与桥梁的阻尼效应时，需要把车辆荷载简化为移动质量进行研究，这时得到的控制方

程是变系数偏微分方程，在数学上通常难以精确求解．经分离变量与模态叠加后，化为变系数常微分方程

组．本文利用ＷＫＢ法，得到了近似的动力学响应，并与数值解、移动常力、Ｉｎｇｌｉｓ解进行了比较．
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引言

随着行车速度的不断提高，交通密度的不断增

加，荷载的不断的加重，移动荷载与结构的动力相

互作用问题越来越得到人们的重视．常见的移动荷
载模型有移动力、移动质量和移动车辆．移动荷载
与均匀的各向同性的材料及其结构的耦合动力学

的研究有很长的历史和很多文献．Ｆｌｙｂａ的专著汇
集了前人的工作，进行了系统的理论分析研究，对

近后续学术研究产生了巨大的影响［１－２］．我国科学
工作者也走在本领域的前列，著名学者有：北京交

通大学的夏禾，东南大学的邓学钧和孙璐［３］，铁道

科学研究院的潘家英和高芒芒［４］，同济大学李国豪

院士［５］，台湾的杨永斌教授［６］．还有西北大学的宋
一凡教授［７］，西南交通大学的翟婉明教授［８］，郑州

的李广慧在无碴轨道轨道方面的工作［９］，湖南大学

的陈政清［１０］，均在在本领域做了大量的工作并有

专著出版．这些专著中引用了大量的文献，评述了
本领域学术发展概况．

文献中对于移动常力的情况进行了详尽的研

究，但对于移动质量、移动车辆等更复杂的情形，由

于问题的复杂性，通常采用数值仿真的方法．本文
则利用改进的ＷＫＢ［１１－１２］法，得出了此问题的近似
解，并与移动常力解、Ｉｎｇｌｉｓ解、数值仿真进行了比
较．分析计算表明，本文得到的解析解具有更高的

精度，精度明显高于Ｉｎｇｌｉｓ解、移动常力解．

１　控制方程

当有移动质量存在时，欧拉伯努利梁的控制
方程为
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其中移动质量 Ｍ１以匀速 Ｖ在梁上通过，式中圆括
号内第一项表示车辆所在位置桥梁振动的竖向加

速度，后面两项对桥梁的阻尼与刚度有所影响，一

般可以忽略不计［１２］．因此考虑移动荷载的质量的
简支梁动力平衡方程简化为

图１　简支梁上移动质量示意图
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对简支梁按照振型分解，即
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将上式代入式（２），将每一项乘以第 ｎ个振型，ｎ

＝ｓｉｎｎπｘＬ，沿梁的全长积分，并考虑到振型的正交

性，合并整理后有
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由于有无穷个变量，而且互不独立，难于解析

求解．在此采用改进的ＷＫＢ法［１２－１３］求解此方程的

近似解．由于式（４）各个模态之间耦合．难以求得
解析解．因此转而求近似解．略去除耦合项，即略去
质量矩阵的非主对角线元素，此时式（４）变为
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一般来说，考虑第一阶模态就有很好的精度，即使

对于移动常力的情况，通常也只取第一阶模态．这
时不存在模态耦合问题，式（４）与式（５）相同．

首先无量纲化，令
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我们首先考虑无阻尼的情形．

２　无阻尼情形

若阻尼等于零，即ξ＝０，控制方程化为
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根据改进的ＷＫＢ法，取其次方程的一阶近似解
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则根据常数变易法可以得到自由振动解为
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其中φｉ１与φｉ２如式（９）所示．实际中一般取一阶模
态，即
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可见随着ρＭ的增加，挠度也跟着增加．随着无量纲

Ω值的减弱，挠度也迅速增加．从 Ω的定义可以知
道，移动质量的行走速度增加可以减弱 Ω的值，对
于式（１３），仍难以写为简单函数的表达式．对于 ρＭ
＜１的情形，我们可以式（１０，１２）中的积分进行对

ρＭ泰勒展开为收敛级数．当 ρＭ ＞１时，泰勒展开的
级数收敛性难以判定．注意到
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其中ｈ是新的常数，定义为
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ｈ＝
Ｍ１

ρＡＬ＋Ｍ１
（１６）

参数ｈ表示了移动质量与系统总质量的比值，其范
围在０与１之间变化．φｎ１、φｎ２、Ｆｎ与ｐｎ均可用此参
数展开．但是由于系统的解与 ρＭ成正比，因此 Ｆｎ
分子上的 ρＭ不必用 ｈ展开．这样可以假设 ｐｎ（τ）
的形势如下

ｐｎ（τ）＝ρＭ∑
∞

ｉ＝０
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通常只需要计算第一阶模态所对应的ｐ１（τ）
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随着阶数的增高，ｐｎｉ的表达式变得复杂．数值解表
明，计算前第一阶振型的前３项即可．经过计算得到

式（１７）中的ｐｎ０（τ）、ｐｎ１（τ）与ｐｎ２（τ）计算结果如下
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其中Ａｃｎ、Ａｓｎ与Ａｔｎ如式（２２～２４）所示
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当ｎ＝１时化为式（１８）中的系数．显然当ｈ为０，则
上述解化为移动常力的解．取式 （１８）中取前三项，
简支梁的移动质量响应可以近似表达为

ｙ（ｘ，τ）＝ρＭ（ｐ１０＋ｐ１１ｈ＋

　ｐ１２ｈ
２）
ｇＬ２

Ｖ２
ｓｉｎπｘＬ （２５）

３　ＷＫＢ解、移动常力解、Ｉｎｇｌｉｓ解与数值解比较

将ｈ＝０带入式（３１）得到移动常力的第一阶

振动表达式

ｙ（ｘ，τ）＝－
πｓｉｎΩ１τ－Ω１ｓｉｎπτ
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Ｖ２
ｓｉｎπｘＬ （２６）

ｙ（ｘ，τ）＝－
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当速度很小时，跨中挠度最大值为约为 ｙｍａｘ＝

－
２Ｍ１ｇＬ

３

π４ＥＩ
，与静止时跨中集中力的最大挠度解 ｙｍａｘ

＝
Ｍ１ｇＬ

３

４８ＥＩ比较，相差１．４５％．可见只考虑第一阶振

型就有很高的精度．而Ｉｎｇｌｉｓ把ρＭｓｉｎ
２（Ωτ）直接取

为ρ，其相应的第一阶位移解为
ｙ（ｘ，τ）＝

　－
π（１＋ρＭ）ｓｉｎ
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１＋ρ槡
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２

Ｖ２
ｓｉｎπｘＬ （２８）

计算表明，在ρＭ值较小且移动质量的移动速度很
快时，Ｉｎｇｌｉｓ解与ＷＫＢ比较接近．不失一般性，为简

单起见，以下均假设
ｇＬ２

Ｖ２
＝１．分析表明，移动质量增

加，位移增大．无量纲固有频率增加，位移减少．注

意，这里无量纲固有频率在本文中定义为Ω＝
ω０Ｌ
Ｖ．

８５
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图２　不同ρ值的简支梁跨中挠度曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｓｉｍｐｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍ

ａｔｍｉｄｓｐａｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｏｆρ

图３　不同Ω值的简支梁跨中挠度曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｓｉｍｐｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍ

ａｔｍｉｄｓｐａｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｏｆΩ

由图２～３可以看出，ＷＫＢ解与数值解非常接近，
即使在移动质量远大于梁的质量时，精度仍然很

好．由图４可以看出，在各参数下，ＷＫＢ解得精度
都于数值解最接近，优于 Ｉｎｇｌｉｓ解与移动常力解．
对于桥梁的典型阻尼 ξ＝０．０２，ρＭΩ＞１０时，ＷＫＢ
精度有所下降，如图５～６所示．

图４　ＷＫＢ解、Ｉｎｇｌｉｓ解、移动常力解与数值解比较

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｓｉｍｐｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍ

ａｔｍｉｄｓｐａｎｆｏｒｆｏｕｒｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

图５　阻尼存在时ＷＫＢ解、Ｉｎｇｌｉｓ解、移动常力解与数值解比较

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｓｉｍｐｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍ

ａｔｍｉｄｓｐａｎｆｏｒｆｏｕｒｓｏｌｕｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄａｍｐｉｎｇ

９５
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４　有阻尼时的情形

此时这样 ｐｎ（τ）就在无阻尼解的基础上再加

上阻尼的影响．设不考虑移动物体的惯性影响时，
相应的解为 ρＭＤｎ（ξｎ，τ），且容易求出．计算表明，
当阻尼为零时，ρＭＤｎ（ξｎ，τ）化为移动常力的解．那
么在上两节解的基础上叠加ρＭＤｎ（ξｎ，τ）可以得到
有阻尼时的近似解．即此时有第 ｎ阶 ｐｎ（τ）的一般
表达式可以假设设为

ｐｎ（τ）＝ρＭ［Ｄｎ（ξｎ，τ）＋ｐｎ１（τ）ｈ＋

　ｐｎ２（τ）ｈ
２＋ｈ．ｏ．ｔ］ （２９）

通常只需要计算第一阶模态ｐ１（τ），其形式表述为
ｐ１（τ）＝ρＭ［Ｄ１（ξ１，τ）＋ｐ１１（τ）ｈ＋

　ｐ１２（τ）ｈ
２＋ｈ．ｏ．ｔ］ （３０）

随着阶数的增高，ｐｎ的表达式变得非常冗长．若在
ｐｎｉ（τ）中计入阻尼的影响，可以增加精度，但表达
式过于繁琐．复杂计算与数值仿真表明，若要在高
阶项中考虑阻尼的影响，需考虑其他方法．

经过计算得到式（３５）中的的系数表达式，再
令ｎ＝１，立即得到第一阶振型的表达式．ｐｎ１、ｐｎ２表
达式已经在前面给出．本节则给出 Ｄｎ（ξｎ，τ）的表
达式．对于弱阻尼０＜ξｎ＜１，有：

Ｄｎ＝
（ｎ２π２－Ωｎ

２）ｓｉｎ（ｎπτ）＋２ｎπτΩｎξｎｃｏｓ（ｎπτ）
（ｎ２π２－Ωｎ

２）＋４ξｎ
２Ωｎ

２ｎ２π２
－

　
２ｎπΩｎξｎｅ

－ΩｎτξｎｃｏｓΩｎτ １－ξｎ槡( )２
（ｎ２π２－Ωｎ

２）２＋４ξｎ
２Ωｎ

２ｎ２π２
－

　
ｎπｅ－ΩｎτξｎｓｉｎΩｎτ １－ξｎ槡( )２

Ωｎ １－ξｎ槡
２

　
ｎ２π２＋２ξｎ

２Ωｎ
２－Ωｎ

２

（ｎ２π２－Ωｎ
２）２＋４ξｎ

２Ωｎ
２ｎ２π２

（３１）

再令ｎ＝１，即得Ｄ１（ξ１，τ）表达式．数值仿真与本节
解析解的比较如图５、６所示，可以看出，在在较小
阻尼与Ω时，ＷＫＢ解具有很好的精度．

５　结论

采用 ＷＫＢ法，得到了简支梁移动质量响应的
解析解．通过与数值解、Ｉｎｇｌｉｓ解的比较，得出以下
结论．
１）当简支梁阻尼可以忽略时，即使移动荷载

的质量是简支梁的数倍，ＷＫＢ解仍然与数值解符
合的很好，通常优于Ｉｎｇｌｉｓ解与移动常力解．

２）当考虑简支梁的弱阻尼时，ＷＫＢ解与数值
解符合的较好，尤其是在无量纲频率 小于１时．
３）简支梁移动质量的位移响应随着 的增加

而增加，随着无量纲频率 的增加而降低．大量数值
仿真表明，当阻尼、移动质量与无量纲频率 过大

时，ＷＫＢ法精度稍有降低．
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