
书书书

第１２卷第１期２０１４年３月
１６７２６５５３／２０１４／１２⑴／０１３５

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＤＹＮＡＭＩＣＳＡＮＤＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１２Ｎｏ．１
Ｍａｒ．２０１４

２０１３０３０９收到第１稿，２０１３０４２３收到修改稿．
山东省自然科学基金（ＺＲ２０１１ＡＭ０１２）、中国石油大学（华东）研究生自主创新科研计划项目（１３ＣＸ０６００５Ａ）
通讯作者 Ｅｍａｉｌ：ｗ１３６６６３６３６２９＠１６３．ｃｏｍ

Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统 Ｎｉｅｌｓｅｎ方程 Ｌｉｅ对称性导致的
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摘要　研究Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统Ｎｉｅｌｓｅｎ方程Ｌｉｅ对称性导致的一种守恒量，给出无限小群变换下Ｃｈｅｔａｅｖ

型非完整系统Ｎｉｅｌｓｅｎ方程Ｌｉｅ对称性的确定方程，得到Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统Ｎｉｅｌｓｅｎ方程Ｌｉｅ对称性直接

导致的一种守恒量及其存在条件，并举例说明结果应用．
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引言

对称性原理是物理学中更高层次的法则［１］．寻
求守恒量是对称性理论的重要用途之一，动力学系

统的对称性与守恒量研究在数学、力学和物理学中

具有极其重要的理论意义和实际意义．近代分析力
学中寻求约束力学系统守恒量的方法主要有

Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性［２］、Ｌｉｅ对称性［３］和 Ｍｅｉ对称性［４］，

这三种对称性导致的守恒量主要有 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒
量、Ｈｏｊｍａｎ守恒量和 Ｍｅｉ守恒量［５］．近年来，人们
对各类力学系统Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性、Ｌｉｅ对称性和 Ｍｅｉ
对称性导致的 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量、Ｈｏｊｍａｎ守恒量和
Ｍｅｉ守恒量的研究取得了一系列重要成果［６－１４］．随
着其研究的不断发展，寻找新守恒量的研究受到了

人们的关注．文献［１５］给出了 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 Ｌｉｅ对
称性直接导致的一种新守恒量，文献［１６］进一步研
究了Ｌａｇｒａｎｇｅ系统Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性和Ｍｅｉ对称性导
出这种新守恒量，Ｎｕｃｃｉ［１７］在文献［１６］的基础上对
其中算例具有的这种新守恒量做了更细致的研究．

约束动力学系统的各种运动方程可分为三大

重要体系：Ｌａｇｒａｎｇｅ体系、Ｎｉｅｌｓｅｎ体系和 Ａｐｐｅｌｌ体
系．关于Ｎｉｅｌｓｅｎ体系中Ｎｉｅｌｓｅｎ方程的对称性与守
恒量已有许多研究．王树勇和梅凤翔［１８］给出了

Ｎｉｅｌｓｅｎ方程Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与 Ｍｅｉ对称性的关系，

方建会［１９］等研究了非保守力学系统 Ｎｉｅｌｓｅｎ方程
的Ｍｅｉ对称性，乔永芬［２０］等研究了非完整系统相

对论变质量 Ｎｉｅｌｓｅｎ方程的 Ｍｅｉ对称性和守恒量，
许学军［２１］等给出了非保守 Ｎｉｅｌｓｅｎ方程的 Ｍｅｉ对
称性导致的非Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量，文献［２２］研究了相
对运动动力学系统 Ｎｉｅｌｓｅｎ方程 Ｌｉｅ对称性与 Ｈｏｊ
ｍａｎ守恒量．然而，Ｎｉｅｌｓｅｎ方程对称性导致文献
［１５］给出的新守恒量的研究成果还未见报道．本
文在文献［１５］的基础上研究 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系
统Ｎｉｅｌｓｅｎ方程 Ｌｉｅ对称性导致的这种新守恒量，
给出无限小群变换下 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统 Ｎｉｅｌｓ
ｅｎ方程 Ｌｉｅ对称性的确定方程，得到 Ｃｈｅｔａｅｖ型非
完整系统Ｎｉｅｌｓｅｎ方程 Ｌｉｅ对称性直接导致的这种
新守恒量的形式及其存在条件．

１　Ｎｉｅｌｓｅｎ方程的Ｌｉｅ对称性

设力学系统的位形由 ｎ个广义坐标 ｑｓ（ｓ＝１，

…，ｎ）确定，Ｌ＝Ｌ（ｔ，ｑ，ｑ）为系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，
Ｑｓ＝Ｑｓ（ｔ，ｑ，ｑ）为非势广义力，其运动受到 ｇ个双
面理想Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整约束

ｆβ（ｔ，ｑ，ｑ）＝０，（β＝１，…，ｇ）， （１）
约束（１）加在虚位移δｑｓ上的Ｃｈｅｔａｅｖ条件为

ｆβ
ｑｓ
δｑｓ＝０． （２）
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由Ｄ′ＡｌｅｍｂｅｒｔＬａｇｒａｎｇｅ原理和虚位移上的Ｃｈｅｔａｅｖ条
件（２），用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法可得系统的Ｎｉｅｌｓｅｎ方程为


ｑｓ
ｄＬ
ｄｔ－２

Ｌ
ｑｓ
＝Ｑｓ＋λβ

ｆβ
ｑｓ
， （３）

其中λβ为约束乘子，方程（３）可写为
Ｎｓ（Ｌ）＝Ｑｓ＋Λｓ，（ｓ＝１，…，ｎ）， （４）

其中Ｎｓ为Ｎｉｅｌｓｅｎ算子

Ｎｓ＝

ｑｓ
ｄ
ｄｔ－２


ｑｓ
， （５）

Λｓ为广义非完整约束反力

Λｓ＝Λｓ（ｔ，ｑ，ｑ）＝λβ（ｔ，ｑ，ｑ）
ｆβ
ｑｓ

（６）

假设系统（３）非奇异，即

ｄｅｔ ２Ｌ
ｑｓｑ( )

ｋ
≠０， （７）

可求出所有广义加速度，记作

ｑ̈ｓ＝αｓ（ｔ，ｑ，ｑ），（ｓ＝１，…，ｎ）． （８）
引入时间和广义坐标的无限小变换

ｔ ＝ｔ＋εξ０（ｔ，ｑ，ｑ）

ｑｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋εξｓ（ｔ，ｑ，ｑ），（ｓ＝１，…，ｎ）．
（９）

其中ε为无限小参数，ξ０，ξｓ为无限小变换生成元．

根据力学系统的Ｌｉｅ对称性理论［１］，非完整系

统Ｎｉｅｌｓｅｎ方程Ｌｉｅ对称性的确定方程为
Ｘ（２）［Ｎｓ（Ｌ）］＝Ｘ

（１）（Ｑｓ＋Λｓ），（ｓ＝１，…，ｎ）．

（１０）
其中

Ｘ（２）＝Ｘ（１）＋ （ξ
·

ｓ－ｑｓξ
·

０）－ｑ̈ｓξ
·

[ ]０

̈ｑｓ
， （１１）

Ｘ（１）＝Ｘ（０）＋（ξ
·

ｓ－ｑｓξ
·

０）

ｑｓ
， （１２）

Ｘ（０）＝ξ０

ｔ
＋ξｓ


ｑｓ
． （１３）

方程（８）对应的Ｌｉｅ对称性的确定方程表示为

ξ̈ｓ－ｑｓ̈ξ０－２ξ
·

０αｓ＝
αｓ
ｔξ０

＋
αｓ
ｑｋ
ξｋ＋
αｓ
ｑｋ
（ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）．

（１４）
可以证明Ｌｉｅ对称性的确定方程的两种表示（１０）
和（１４）是等价的．

于是，可得到如下判据：

判据１　如果存在无限小生成元 ξ０，ξｓ满足确定方
程（１０）或（１４），那么相应不变性为与非完整系统
（１），（３）相应的完整系统（４）或（８）的Ｌｉｅ对称性．

非完整约束力学方程（１）在无限小变换（９）下

的不变性归为如下限制方程

Ｘ（１）［ｆβ（ｔ，ｑ，ｑ）］－０，（β＝１，…，ｇ）． （１５）
判据２　如果存在无限小生成元 ξ０，ξｓ满足确定方
程（１０）或（１４）以及限制方程（１５），那么相应不变
性为非完整系统（１），（３）的弱Ｌｉｅ对称性．

考虑到等时变分与非等时变分有如下关系

δｑｓ＝Δｑｓ－ｑｓΔｔ＝ε（ξｓ－ｑｓξ０）， （１６）
将（１６）式代入（２）式，有

ｆβ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）＝０， （１７）

称方程（１７）为附加限制方程．
判据３　如果存在无限小生成元 ξ０，ξｓ满足确定方
程（１０）或（１４），限制方程（１５）以及附加限制方程
（１７），那么相应不变性为非完整系统（１），（３）的强
Ｌｉｅ对称性．

２　Ｎｉｅｌｓｅｎ方程的Ｌｉｅ对称性的结构方程和
守恒量

已有的研究表明［５］，非完整系统的 Ｌｉｅ对称性
可以直接导致Ｈｏｊｍａｎ守恒量．下面研究非完整系统
Ｌｉｅ对称性直接导致的一种新守恒量及其存在条件．
命题１　如果非完整系统（１），（３）的Ｌｉｅ对称性的
生成元ξ０，ξｓ以及规范函数Ｇ＝Ｇ（ｔ，ｑ，ｑ）满足如下
结构方程

－ξ
·

０
Ｌ
ｔ
－Ｘ（１） Ｌ( )ｔ＋ｑｓＸ（１）（Ｑｓ＋Λｓ）＋

　ξ
·

ｓ（Ｑｓ＋Λｓ）＋Ｇ
·＝０， （１８）

则相应完整系统的Ｌｉｅ对称性直接导致一种守恒量

Ｉ＝ｑｓＸ
（１） Ｌ
( )ｔ－Ｘ（０）（Ｌ）＋Ｇ＝ｃｏｎｓｔ． （１９）

证明　求守恒量Ｉ对时间ｔ的导数，得

ｄＩ
ｄｔ＝ｑｓ

ｄ
ｄｔ
Ｘ（１）（Ｌ）
ｑ[ ]
ｓ

－ｑ{ｓ ξ０
ｑ( )
ｓ

′Ｌ
ｔ
＋

　
ξ０
ｑｓ
Ｌ
( )ｔ

′

＋ ξｋ
ｑ( )
ｓ

′Ｌ
ｑｋ
＋
ξｋ
ｑｓ

Ｌ
ｑ( )
ｋ

′

＋

　ｄｄｔ
（ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）

ｑ[ ]
ｓ

Ｌ
ｑｋ
＋
（ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）

ｑｓ
Ｌ
ｑ( )
ｋ

}′ ＋
　ｑ̈ｓＸ

（１） Ｌ
ｑ( )
ｓ
－ｄｄｔＸ

（０）（Ｌ[ ]） ＋Ｇ·． （２０）

由（１２）式易得
Ｘ（１）（Ｌ）
ｑｓ

＝
ｑｓ
ξ０
Ｌ
ｔ
＋ξｋ
Ｌ
ｑｋ
＋（ξｋ－ｑｋξ０）

Ｌ
ｑ[ ]
ｋ

　＝Ｘ（１） Ｌｑ( )
ｓ
＋ξ０
ｑｓ
Ｌ
ｔ
＋
ξｋ
ｑｓ
Ｌ
ｑｋ
＋
（ξｋ－ｑｋξ０）
ｑｓ

Ｌ
ｑ[ ]
ｋ
，

（２１）

４１
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结合（２０）和（２１）式，有
ｄＩ
ｄｔ＝ｑｓ

ｄ
ｄｔ
Ｘ（１）（Ｌ）
ｑ[ ]
ｓ

－ｑｓ
Ｘ（１）（Ｌ）
ｑｓ

－

{　 ξ０
ｑ( )
ｓ

′Ｌ
ｔ
＋
ξ０
ｑｓ
Ｌ
( )ｔ

′

＋ ξｋ
ｑ( )
ｓ

′Ｌ
ｑｋ
＋

　
ξｋ
ｑｓ

Ｌ
ｑ( )
ｋ

′

＋ｄｄｔ
（ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）

ｑ[ ]
ｓ

Ｌ
ｑｋ
＋

　
（ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）

ｑｓ
Ｌ
ｑ( )
ｋ }′ ＋ｑｓＸ（１）（Ｌ）ｑｓ

＋

　ｑ̈ｓＸ
（１） Ｌ
ｑ( )
ｓ
－ｄｄｔＸ

（０）（Ｌ[ ]） ＋Ｇ·

＝ｑ{ｓ Ｎｓ Ｘ（１）（Ｌ[ ]） －Ｎｓ（ξ０）
Ｌ
ｔ
－Ｎｓ（ξｋ）

Ｌ
ｑｋ
－

　Ｎｓ（ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）
Ｌ
ｑｋ
－
ξ０
ｑｓ
Ｌ
( )ｔ

′

－
ξｋ
ｑｓ

Ｌ
ｑ( )
ｋ

′

－

　 ξ
·

ｋ

ｑｓ
－ｑｋ
ξ
·

０

ｑ( )
ｓ

Ｌ
ｑ( )
ｋ

}′ ＋ξ·０ｑｓ Ｌｑ( )
ｓ
＋

　ｑｓＸ
（１） Ｌ
ｑ( )
ｓ
＋̈ｑｓＸ

（１） Ｌ
ｑ( )
ｓ
－ｄｄｔＸ

（０）（Ｌ[ ]） ＋Ｇ·．

（２２）
考虑如下关系式

Ｎｓ Ｘ
（１）（Ｌ[ ]） ＝Ｎｓ（ξ０）

Ｌ
ｔ
＋ξ０Ｎｓ

Ｌ
( )ｔ＋ξ０ 

２Ｌ
ｔｑｓ

＋

　
ξ０
ｑｓ
Ｌ
( )ｔ

′

＋Ｎｓ（ξｋ）
Ｌ
ｑｋ
＋ξｋＮｓ

Ｌ
ｑ( )
ｋ
＋

　ξ
·

ｋ
２Ｌ
ｑｋｑｓ

＋
ξｋ
ｑｓ

Ｌ
ｑ( )
ｋ

′

＋Ｎｓ（ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）
Ｌ
ｑｋ
＋

　（ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）Ｎｓ
Ｌ
ｑ( )
ｋ
＋（ξ

·

ｋ－ｑｋξ
·

０）
２Ｌ
ｑｋｑｓ

＋

　 ξ
·

ｋ

ｑｓ
－ｑｋ
ξ
·

０

ｑ( )
ｓ

Ｌ
ｑ( )
ｋ

′

－ξ
·

０
Ｌ
ｑ( )
ｓ

′

， （２３）

Ｘ（２） Ｎｓ（Ｌ[ ]） ＝ξ０Ｎｓ
Ｌ
( )ｔ＋ξｋＮｓ Ｌｑ( )

ｋ
＋

　（ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）Ｎｓ
Ｌ
ｑ( )
ｋ
＋（ξ

·

ｋ－ｑｋξ
·

０）
２Ｌ
ｑｓｑｋ

＋

　 （ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）′－ｑ̈ｋξ
·

[ ]０
２Ｌ
ｑｋｑｓ

， （２４）

由（２３）和（２４）式得

Ｘ（２） Ｎｓ（Ｌ[ ]） ＝Ｎｓ Ｘ
（１）（Ｌ[ ]） －Ｎｓ（ξ０）

Ｌ
ｔ
－

　Ｎｓ（ξｋ）
Ｌ
ｑｋ
－Ｎｓ（ξ

·

ｋ－ｑｋξ
·

０）
Ｌ
ｑｋ
－
ξ０
ｑｓ
Ｌ
( )ｔ

′

－

　
ξｋ
ｑｓ

Ｌ
ｑ( )
ｋ

′

－ ξ
·

ｋ

ｑｓ
－ｑｋ
ξ
·

０

ｑ( )
ｓ

Ｌ
ｑ( )
ｋ

′

． （２５）

将（２５）式代入（２２）式，得

ｄＩ
ｄｔ＝ｑｓＸ

（２） Ｎｓ（Ｌ[ ]） ＋ξ
·

０ｑｓ
Ｌ
ｑ( )
ｓ

′

＋ｑｓＸ
（１） Ｌ
ｑ( )
ｓ
＋

　ｑ̈ｓＸ
（１） Ｌ
ｑ( )
ｓ
－ｄｄｔＸ

（０）（Ｌ[ ]） ＋Ｇ·， （２６）

即

ｄＩ
ｄｔ＝ｑｓＸ

（２） Ｎｓ（Ｌ[ ]） ＋ξ
·

ｓＮｓ（Ｌ）－Ｘ
（１） Ｌ
( )ｔ－

　ξ
·

０
Ｌ
ｔ
＋Ｇ·． （２７）

由（２７）式，结合（４），（１０）和（１８）式可得
ｄＩ
ｄｔ＝０． （２８）

命题１得证．
利用命题１，判据２和判据３容易得到如下命题：

命题２　对于 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统（１），（３），如
果存在无限小生成元 ξ０，ξｓ满足确定方程（１０）或
（１４）以及限制方程（１５），且存在规范函数 Ｇ＝Ｇ
（ｔ，ｑ，ｑ）使得方程（１８）成立，则非完整系统的弱
Ｌｉｅ对称性直接导致守恒量（１９）．
命题３　对于 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统（１），（３），如
果存在无限小生成元 ξ０，ξｓ满足确定方程（１０）或
（１４），限制方程（１５）以及附加限制方程（１７），且存
在规范函数Ｇ＝Ｇ（ｔ，ｑ，ｑ）使得方程（１８）成立，则
非完整系统的强Ｌｉｅ对称性直接导致守恒量（１９）．

对于一般完整系统，Λｓ＝０，由上述命题可得推论：
推论１　对一般完整系统，如果存在无限小生成元
ξ０，ξｓ满足确定方程

Ｘ（２） Ｎｓ（Ｌ[ ]） ＝Ｘ（１）（Ｑｓ），（ｓ＝１，…，ｎ），（２９）
且存在规范函数Ｇ＝Ｇ（ｔ，ｑ，ｑ）满足结构方程

－ξ
·

０
Ｌ
ｔ
－Ｘ（１） Ｌ( )ｔ＋ｑｓＸ（１）（Ｑｓ）＋ξ·ｓＱｓ＋Ｇ· ＝

０， （３０）
则一般完整系统的 Ｌｉｅ对称性可直接导致守恒量
（１９）．

对于完整保守系统，Ｑｓ＝０，Λｓ＝０，由以上命题
可得推论：

推论２　对完整保守系统，如果存在无限小生成元
ξ０，ξｓ满足确定方程

Ｘ（２） Ｎｓ（Ｌ[ ]） ＝０，（ｓ＝１，…，ｎ）， （３１）
且存在规范函数Ｇ＝Ｇ（ｔ，ｑ，ｑ）满足结构方程

－ξ
·

０
Ｌ
ｔ
－Ｘ（１） Ｌ( )ｔ＋Ｇ·＝０， （３２）

则完整保守系统的Ｌｉｅ对称性可直接导致守恒量（１９）．

３　算例

非完整系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
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Ｌ＝１２ｍ（ｑ
２
１＋ｑ

２
２＋ｑ

２
３）－ｍｇｑ

２
３， （３３）

系统非完整约束力学方程为

ｆ＝ｑ２１＋ｑ
２
２－ｑ

２
３＝０， （３４）

非势广义力Ｑｓ＝０，试研究非完整系统 Ｎｉｅｌｓｅｎ
方程Ｌｉｅ对称性导致的一种守恒量．

将（３３），（３４）式代入方程（３），得
ｍ̈ｑ１＝２λｑ１，

ｍ̈ｑ２＝２λｑ２，

ｍ̈ｑ３＋２ｍｇｑ３＝－２λｑ３．

（３５）

对（３４）式求时间ｔ的导数
ｑ１ｑ̈１＋ｑ２ｑ̈２－ｑ３ｑ̈３＝０， （３６）

结合（３５）式和（３６）式，可得

λ＝－
ｍｇｑ３
２ｑ３
， （３７）

将（３７）式代入方程（３５），得

ｑ̈１＝α１＝－
ｇｑ１ｑ３
ｑ３
，̈ｑ２＝α２＝－

ｇｑ２ｑ３
ｑ３
，

ｑ̈３＝α３＝－ｇｑ３． （３８）
由确定方程（１４）和（３８）式得

ξ̈１－ｑ１̈ξ０－２ξ
·

０ｑ̈１＝－
ｇｑ１ξ３
ｑ３
－
ｇｑ３
ｑ３
（ξ
·

１－ｑ１ξ
·

０）＋

　
ｇｑ１ｑ３
ｑ２３
（ξ
·

３－ｑ３ξ
·

０），

ξ̈２－ｑ２̈ξ０－２ξ
·

０ｑ̈２＝－
ｇｑ２ξ３
ｑ３
－
ｇｑ３
ｑ３
（ξ
·

２－ｑ２ξ
·

０）＋

　
ｇｑ２ｑ３
ｑ２３
（ξ
·

３－ｑ３ξ
·

０），

ξ̈３－ｑ３̈ξ０－２ξ
·

０ｑ̈３＝－ｇξ３． （３９）
根据限制方程（１５）得

（ξ
·

１－ｑ１ξ
·

０）ｑ１＋（ξ
·

２－ｑ２ξ
·

０）ｑ２－（ξ
·

３－ｑ３ξ
·

０）ｑ３＝０，
（４０）

根据附加限制方程（１７）得
（ξ１－ｑ１ξ０）ｑ１＋（ξ２－ｑ２ξ０）ｑ２－（ξ３－ｑ３ξ０）ｑ３＝０．

（４１）
联立方程（３９）、（４０）和（４１），求解方程组可以

得到如下无限小生成元

ξ０＝０，ξ１＝ｑ̈１，ξ２＝ｑ̈２，ξ３＝ｑ̈３． （４２）
将生成元（４２）代入结构方程（１８），存在

Ｇ＝０， （４３）
利用生成元（４２），规范函数（４３）和命题３可得

Ｉ＝－２ｍｇｑ２３－２ｍｇ
２ｑ２３＝ｃｏｎｓｔ． （４４）

４　结论

本文给出了无限小群变换下Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整
系统Ｎｉｅｌｓｅｎ方程 Ｌｉｅ对称性的确定方程，得到了
Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统Ｎｉｅｌｓｅｎ方程Ｌｉｅ对称性直接
导致的一种守恒量及其存在条件．该守恒量是与
Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统Ｎｉｅｌｓｅｎ方程Ｌｉｅ对称性直接
导致的Ｈｏｊｍａｎ守恒量，间接导致的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量
和Ｍｅｉ守恒量不同的另一种守恒量．本文结果更具
一般意义，对非完整系统、一般完整系统和完整保

守系统都适用．若将 Ｎｉｅｌｓｅｎ算子转换为与之等价
的Ｅｕｌｅｒ算子，在Ｑｓ＝０，Λｓ＝０的条件下，本文结果
将回到文献［１５］的结果．
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