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用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ修正理论研究有梯度界面层
双材料梁的振动特性
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摘要　采用Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁修正理论研究了有梯度界面层双材料梁的振动问题，利用静力方程确定了有梯度

界面层双材料梁的中性轴位置，在此基础上应用Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁修正理论建立了有梯度界面层双材料梁的振

动方程，求得其自振频率表达式及其在简谐荷载作用下强迫振动的解析解．讨论分析了梯度界面层高度等

因素对有梯度界面层双材料梁的振动影响，并用有限元法验证了Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁修正理论．通过实例计算，得

到了梯度界面层高度等因素对有梯度界面层双材料梁振动特性有较大影响的结论．
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引言

功能梯度材料是基于一种全新的材料设计概

念合成的新型复合材料［１－１１］，日本科学家于二十

世纪八十年代末年提出了功能梯度材料的概念以

来，在航空航天、材料、汽车、电子等领域得到了越

来越广泛的应用．功能梯度材料根据具体的要求，
选择使用两种不同性能的材料，通过连续平滑地改

变两种材料的组织和结构，使其结合部位的界面消

失，从而得到功能相应于组织变化而变化的均质材

料，最终减小或消除结合部位的性能不匹配因素．
现工程实际中又出现了以功能梯度材料为夹芯的

有梯度界面层的夹芯板梁结构，即在涂层和基层之

间增加一层功能梯度材料粘结层以降低热应力和

层间应力、提高抗冲击能力［１２］．基于上述原因，本
文研究了弹性模量沿梁高呈线性变化的梯度界面

层各向同性双材料梁的振动问题，并讨论分析了有

关因素对有梯度界面层双材料梁振动特性的影响．

１　振动微分方程

有梯度界面层双材料梁的模型如图１所示，上
下层分别为不同的均质材料，中间界面层为功能梯

度材料．上层的弹性模量、密度分别为 Ｅ１、ρ１，中间
界面层的弹性模量、密度分别为 Ｅ２（ｚ）、ρ２（ｚ），下

层的弹性模量、密度分别为Ｅ３、ρ３．

图１　有梯度界面层双材料梁

Ｆｉｇ．１　Ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｗｉｔｈｇｒａｄｅｄｉｎｔｅｒｆａｃｅｌａｙｅｒ

假设坐标原点建立在有梯度界面层双材料梁

的中性轴上，中间层功能梯度材料的弹性模量、剪

切模量、密度取任意函数的麦克劳林级数展开项中

的０次和１次项，即：
Ｅ２（ｚ）＝ａ＋ｂｚ，
Ｇ２（ｚ）＝ａ１＋ｂ１ｚ，

ρ２（ｚ）＝ａ２＋ｂ２ｚ （１）
根据Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁修正理论假设 φ为梁截面

弯曲转角，ｙ为梁的挠度，可知有梯度界面层双材
料梁的应力表达式为：

σ＝－Ｅ（ｚ）ｚφｘ
，τ＝Ｇ（ｚ）（ｙｘ

－φ） （２）

有梯度界面层双材料梁弯曲时横截面内力应

满足下式

∫
ｚ０

ｚ０－ｈ３
Ｅ３（ｚ）ｚｄｚ＋∫

ｚ０－ｈ３

ｚ０－ｈ２－ｈ３
Ｅ２（ｚ）ｚｄｚ＋
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　∫
ｚ０－ｈ２－ｈ３

ｚ０－ｈ１－ｈ２－ｈ３
Ｅ１（ｚ）ｚｄｚ＝０ （３）

式中ｚ０为梁中性轴与下层底边之间的距离．
把式（１）、式（２）代入式（３）中可以得到

ｚ０＝
－Ｂ＋ Ｂ２１＋４Ｂ槡 ２

２ （４）

式中，

Ｂ１＝
１
ｂｈ２
（Ｅ１ｈ１＋ａｈ２＋Ｅ３ｈ３－ｂｈ

２
２－２ｂｈ２ｈ３）

Ｂ２＝
１
ｂｈ２
［（Ｅ１ｈ１（

ｈ１
２＋ｈ２＋ｈ３）＋ａｈ２（

ｈ２
２＋ｈ３）＋

　
Ｅ３ｈ

２
３

２ －ｂｈ２（ｈ
２
３＋ｈ２ｈ３＋

ｈ２２
３）］

利用式（２）可得有梯度界面层双材料梁的弯
矩、剪力表达式为

Ｍ ＝－Ｄφ
ｘ
＝－φ
ｘ
［∫
ｚ０

ｚ０－ｈ３
Ｅ３ｚ

２ｃｄｚ＋

　∫
ｚ０－ｈ３

ｚ０－ｈ２－ｈ３
Ｅ２（ｚ）

２ｃｄｚ＋∫
ｚ０－ｈ２－ｈ３

ｚ０－ｈ１－ｈ２－ｈ３
Ｅ１ｚ

２ｃｄｚ］ （５）

Ｑ＝Ｃ（ｙ
ｘ
－φ）＝ｋ（ｙｘ

－φ）［∫
ｚ０

ｚ０－ｈ３
Ｇ３ｃｄｚ＋

∫
ｚ０－ｈ３

ｚ０－ｈ２－ｈ３
Ｇ２（ｚ）ｃｄｚ＋∫

ｚ０－ｈ２－ｈ３

ｚ０－ｈ１－ｈ２－ｈ３
Ｇ１ｃｄｚ］ （６）

式中，ｋ为剪切因子，

Ｄ＝
Ｅ３ｃ
３［ｚ０

３－（ｚ０－ｈ３）
３］＋ａｃ３［（ｚ０－ｈ３）

３－

　（ｚ０－ｈ２－ｈ３）
３］＋

Ｅ１ｃ
３［（ｚ０－ｈ２－ｈ３）

３－

　（ｚ０－ｈ１－ｈ２－ｈ３）
３］＋ｂｃ４［（ｚ０－ｈ３）

４－

　（ｚ０－ｈ２－ｈ３）
４］

Ｃ＝ｋｃ（Ｇ３ｈ３＋ａ１ｈ２＋Ｇ１ｈ１）＋

　
ｋｃｂ１ｈ２
２ （２ｚ０－ｈ２－２ｈ３）．

对于图１所示在横向动荷载作用下的有梯度
界面层双材料梁，参阅文献［１３－１７］可知采用
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁修正理论得到振动微分方程为

Ｍ
ｘ
＋ρＩ

３ｙ
ｘｔ

＝Ｑ，

Ｑ
ｘ
＋ｑ（ｘ，ｔ）＝ρＡ

２ｙ
ｔ２

（７）

式中，

ρＩ＝（∫
ｚ０

ｚ０－ｈ３
ρ（ｚ）ｚ２ｄｚ＋∫

ｚ０－ｈ３

ｚ０－ｈ３－ｈ２
ρ（ｚ）ｚ２ｄｚ＋

　∫
ｚ０－ｈ２－ｈ３

ｚ０－ｈ－ｈ２－ｈ３
ρ（ｚ）ｚ２ｄｚ）Ｃ

＝
ρ３ｃ
３［ｚ０

３－（ｚ０－ｈ３）
３］＋

ａ２ｃ
３［（ｚ０－ｈ３）

３－

　（ｚ０－ｈ２－ｈ３）
３］＋

ρ１ｃ
３［（ｚ０－ｈ２－ｈ３）

３－

　（ｚ０－ｈ１－ｈ２－ｈ３）
３］＋

ｂ２ｃ
４［（ｚ０－ｈ３）

４－

　（ｚ０－ｈ２－ｈ３）
４］

ρＡ＝（∫
ｚ０

ｚ０－ｈ３
ρ３ｄｚ＋∫

ｚ０－ｈ３

ｚ０－ｈ３－ｈ２
ρ２（ｚ）ｄｚ＋

　∫
ｚ０－ｈ２－ｈ３

ｚ０－ｈ－ｈ２－ｈ３
ρ１ｄｚ）Ｃ＝ｃ（ρ３ｈ３＋ａ２ｈ２＋ρ１ｈ１）＋

　
ｃｂ２ｈ２
２ （２ｚ０－ｈ２－２ｈ３）

把式（５）、式（６）代入式（７）中可以得到

Ｃ（ｙ
ｘ
－φ）＋Ｄ

２φ
ｘ２
＝ρＩ

３ｙ
ｘｔ２

Ｃ（
２ｙ
ｘ２
－φ
ｘ
）＋ｑ（ｘ，ｔ）＝ρＡ

２ｙ
ｔ

{
２

（８）

把式（８）解耦后可得修正 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁振动
方程为

Ｄｙ
４

ｘ４
－ρＩ

４ｙ
ｘ２ｔ２

＋ＤＣ
２

ｘ２
（ｑ（ｘ，ｔ）－ρＡｙ

２

ｔ２
）－

　（ｑ（ｘ，ｔ）－ρＡｙ
２

ｔ２
）＝０ （９）

２　有梯度界面层双材料梁振动解

２．１　自由振动的解
令有梯度界面层双材料梁的自由振动位移及

外载荷分别为

ｙ（ｘ，ｔ）＝Ｙ（ｘ）ｓｉｎ（ωｔ＋），ｑ（ｘ，ｔ）＝０ （１０）
把式（１０）代入式（９）中可以得到
ｄ４Ｙ
ｄｘ４
＋αｄ

２Ｙ
ｄｘ２
－λ４Ｙ＝０ （１１）

式中，α＝（ρＡＤ ＋
ρＡ
Ｃ）ω

２，λ４＝ρＡω
２

Ｄ ．

由式（１１）可以求得有梯度界面层双材料梁振
型函数为

Ｙ（ｘ）＝Ａ１ｓｉｎｒ１ｘ＋Ａ２ｃｏｓｒ１ｘ＋Ａ３ｓｈｒ２ｘ＋Ａ４ｃｈｒ２ｘ

（１２）

式中，ｒ１＝（
α２＋４λ槡

４＋α
２ ）

１
２，

ｒ２＝（
α２＋４λ槡

４－α
２ ）

１
２．

以简支梁为例，可知有梯度界面层双材料梁的

０７３
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边界条件为

ｘ＝０，Ｙ（０）＝ｄ
２Ｙ（０）
ｄｘ２

＝０；

ｘ＝ｌ，Ｙ（ｌ）＝ｄ
２Ｙ（ｌ）
ｄｘ２

＝０ （１３）

利用式（１２）、式（１３）可以求得有梯度界面层
双材料梁的自振频率为

ωｉ＝［
ｉ４π４ＤＣ

ρＡＣｌ４＋ｉ２π２ｌ２（ρＩＣ＋ＤρＡ）
］
１
２

　（ｉ＝１，２，Λ，ｎ） （１４）
所以，有梯度界面层双材料梁的振动位移为

ｙ（ｘ，ｔ）＝Ａ１ｓｉｎｒ１ｘｓｉｎ（ωｔ＋） （１５）
２．２　强迫振动的解

为了研究有梯度界面层双材料梁的强迫振动，

可令式（９）解为：

ｙ（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１
Ｙｉ（ｘ）Ｔｉ（ｔ）

　　　 ＝∑
∞

ｉ＝１
Ｙｉ（ｘ）ｓｉｎ（ωｉｔ＋） （１６）

假设式（１１）在简支梁的边界条件下，对应于

ωｉ和ωｊ的两个振型函数为 Ｙｉ（ｘ）和 Ｙｊ（ｘ），把式
（１６）代入式（１１）中，于是有

ｄ４Ｙｉ
ｄｘ４
（
ρＩ
Ｄ＋
ρＡ
Ｃ）ωｉ

２ｄ
２Ｙｉ
ｄｘ２
－
ρＡωｉ

２

Ｄ Ｙｉ＝０ （１７）

ｄ４Ｙｊ
ｄｘ４
（
ρＩ
Ｄ＋
ρＡ
Ｃ）ωｊ

２ｄ
２Ｙｊ
ｄｘ２
－
ρＡωｊ

２

Ｄ Ｙｊ＝０ （１８）

将式（１７）乘以 Ｙｊ（ｘ）、式（１８）乘以 Ｙｉ（ｘ），然
后把所得的两个乘式相减，再沿梁全长积分，注意

在积分式中代入铰支座边界条件，即得所需要的正

交性方程式

∫
ｌ

０
［ρＡＹｉ（ｘ）Ｙｊ（ｘ）＋（ρＩ＋

　ρＡＤＣ）
ｄＹｉ
ｄｘ
ｄＹｊ
ｄｘ］ｄｘ＝０ （１９）

把式（１６）及简支梁振型函数代入式（９）中并
应用式（１９）可以得到

ｄ２Ｔｉ
ｄｔ２
＋ωｉ

２Ｔｉ [＝ ∫
ｌ

０
ｑ（ｘ，ｔ）Ｙｉｄｘ－

　 ＤＣ∫
ｌ

０

ｄ２ｑ（ｘ，ｔ）
ｄｘ２

Ｙｉ ]ｄｘ １
２（ρＡ＋ρＩ＋

ρＡＤ
Ｃ）

（２０）
假设分布荷载ｑ（ｘ，ｔ）在时间上与空间上可分

离，可令

ｑ（ｘ，ｔ）＝Ｐ（ｘ）Ｆ（ｔ） （２１）

把式（２１）代入式（２０）中积分可得

Ｔｉ（ｔ）＝Ｔｉ（０）ｃｏｓωｉｔ＋
Ｔｉ（０）
ωｉ
ｓｉｎωｉｔ＋

　｛２［∫
ｌ

０
Ｐ（ｘ）Ｙｉｄｘ－

Ｄ
Ｃ∫

ｌ

０

ｄ２Ｐ（ｘ）
ｄｘ２

Ｙｉｄｘ］×

　∫
ｌ

０
Ｆ（ξ）ｓｉｎωｉ（ｔ－ξ）ｄξ｝／［ωｉｌ（ρＡ＋

　ρＩ＋ρＡＤＣ）］ （２２）

设功能梯度材料梁的初始条件为

ｙ（ｘ，０）＝∑
∞

ｉ＝１
Ｔｉ（０）Ｙｉ（ｘ）＝ｆ（ｘ），

ｙ（ｘ，０）
ｔ

＝∑
∞

ｉ＝１

Ｔｉ（０）Ｙｉ（ｘ）＝ｇ（ｘ） （２３）

由式（２３）可以确定

Ｔｉ（０）＝∫
ｌ

０
ｆ（ｘ）Ｙｉｄｘ∫

ｌ

０
Ｙｉ
２（ｘ）ｄｘ，

Ｔｉ（０）＝∫
ｌ

０
ｇ（ｘ）Ｙｉ（ｘ）ｄｘωｉ∫

ｌ

０
Ｙｉ
２（ｘ）ｄｘ（２４）

若作用在梁上的外扰力为沿梁长为均匀分布

的简谐干扰力 ，利用式（２２）可以求得

Ｔｉ（ｔ）＝Ｔｉ（０）ｃｏｓωｉｔ＋
Ｔｉ（０）
ωｉ
ｓｉｎωｉｔ＋

　
２ｑ０（１－ｃｏｓｉπ）（ｓｉｎΩｔ－

Ω
ωｉ
ｓｉｎωｉｔ）

ｉπ（ρＡ＋ρＩ＋ρＡＤ／Ｃ）（ωｉ
２－Ω２）

（２５）

若在简支梁 ｘ＝ｌ０处作用有一简谐干扰力
Ｐ０ｓｉｎΩｔ，则有 ｑ（ｘ，ｔ）＝Ｐ０δ（ｘ－ｌ０）ｓｉｎΩｔ，利用式
（２２）可以得到

Ｔｉ（ｔ）＝Ｔｉ（０）ｃｏｓωｉｔ＋
Ｔｉ（０）
ωｉ
ｓｉｎωｉｔ＋

　
２Ｐ０ｓｉｎ

ｉπｌ０
ｌ）（ｓｉｎΩｔ－

Ω
ωｉ
ｓｉｎωｉｔ）

ｌ（ρＡ＋ρＩ＋ρＡＤ／Ｃ）（ωｉ
２－Ω２）

（２６）

３　算例分析及讨论

为了分析有简支有梯度界面层双材料梁的动

力特性，取梁长

ｌ＝１ｍ，ｃ＝０．２２ｍ，ｌ０＝０．５ｍ，ｈ＝０．２８ｍ，

Ω＝８ｒａｄ／ｓ．Ｅ１＝１０６ＧＰａ、ρ１＝８．９×１０
３ｋｇ／ｍ３．

Ｅ３＝２０７ＧＰａ、ρ３＝７．８×１０
３ｋｇ／ｍ３、Ｇ１＝４０．０３ＧＰａ、

Ｇ３＝８０．２３ＧＰａ，ｂ＝
Ｅ３－Ｅ１
ｈ２

，ａ＝Ｅ１，ａ１＝Ｇ１，

ｂ１＝
Ｇ３－Ｇ１
ｈ２

，ａ２＝ρ１，ｂ２＝
ρ３－ρ１
ｈ２
，ｋ＝５６．

１７３
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对该梁按式（１４）进行理论计算，同时采用有
限元软件ＡＮＡＳＹＳ进行数值计算．在有限元数值计
算中，为了模拟弹性模量沿高度线性变化的中间梯

度层，将其均匀划为１０层，每层看作是均质的，材
料的弹性模量取每层的中间值．计算结果如表１所

示．在图２～图３中假设初始条件 Ｔｉ（０）、Ｔｉ（０）皆

等于零时，采用ｙ（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１
Ｔｉ（ｔ）ｓｉｎ

ｉπｘ
ｌ及式（２５）、

式（２６）进行计算得到有梯度界面层双材料梁中点
处的动力曲线．

表１　简支有梯度界面层双材料梁固有频率

Ｔａｂｌｅ１　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｉｍａｔｅｒｉａｌｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｗｉｔｈｇｒａｄｅｄｉｎｔｅｒｆａｃｅｌａｙｅｒ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω１ ω２ ω３ ω４ ω５ ω６ ω７ ω８ ω９ ω１０
ｈ１＝ｈ３＝０．１ｍ ０．２８４５ ０．８８１１ １．５３５１ ２．１８４６ ２．８２３２ ３．４５３０ ４．０７６５ ４．６９５６ ５．３１１４ ５．９２４９
Ａｎａｓｙｓ ０．２８３９ ０．８８０２ １．５３４１ ２．１８３４ ２．８２１９ ３．４５１１ ４．０７４１ ４．６９２８ ５．２８７９ ５．７６８０

ｈ１＝ｈ３＝０．５ｍ ０．２１８８ ０．６６３７ １．１４２６ １．６１５８ ２．０８０８ ２．５３９７ ２．９９４２ ３．４４５８ ３．８９５２ ４．３４３１
Ａｎａｓｙｓ ０．２１８３ ０．６６３０ １．１４１９ １．６１４６ ２．０７７９ ２．５３６８ ２．９０３６ ３．４１２９ ３．７２６０ ４．１９８１

图２　梁中点动力响应曲线（ｑ０＝１０００Ｎ／ｍ）

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｂｅａｍｍｉｄｐｏｉｎｔ

图３　梁中点动力响应曲线（Ｐ０＝１０００Ｎ）

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｂｅａｍｍｉｄｐｏｉｎｔ

由表１可以知道：采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁修正理

论计算的有梯度界面层双材料梁固有频率与有限

元法计算的有梯度界面层双材料梁固有频率非常

接近，且随着固有频率阶数的的增加，Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁修正理论计算结果与有限元法计算结果的误差

也在增大，但是都没超过工程所允许的误差．这说
明采用Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁修正理论计算有梯度界面层

双材料梁的固有频率还是比较合理的．

对表１进行分析可以看出，随着有梯度界面层
双材料梁中间梯度层的高度增加，有梯度界面层双

材料梁的固有频率将减小；这说明中间梯度层的高

度增加将使有梯度界面层双材料梁的刚度降低．而
且中间梯度层的高度变化对梁固有频率增减的影

响还是较大的，尤其是对有梯度界面层双材料梁低

阶固有频率的影响是非常明显的．
对图２、图３还可知道，随着有梯度界面层双

材料梁中间梯度层的高度增加，有梯度界面层双材

料梁在外激励载荷作用下，梁中点动力响应曲线的

振幅将增大．原因是中间梯度层的高度增加将使有

梯度界面层双材料梁的刚度降低，这样就导致了梁

中点动力响应曲线的振幅的增大．集中载荷外激励

作用在有梯度界面层双材料梁中点时的动力响应

曲线振幅要大于均布载荷外激励作用在有梯度界

面层双材料梁中点时的动力响应曲线振幅．

４　结论

由以上分析可以得到以下结论：

１）采用Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁修正理论计算梁的固有

频率是比较合理的．

２）随着有梯度界面层双材料梁中间梯度层的
高度增加，有梯度界面层双材料梁的固有频率将减

小，有梯度界面层双材料梁在外激励载荷作用下梁
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中点动力响应曲线的振幅将增大．
３）集中载荷外激励作用在有梯度界面层双材

料梁中点时的动力响应曲线振幅要大于均布载荷

外激励作用在有梯度界面层双材料梁中点时的动

力响应曲线振幅．
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