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共线三球链问题的碰撞动力学研究

栗鹏　姚文莉
（青岛理工大学理学院，青岛　２６６５２０）

摘要　共线三球链的碰撞动力学问题能够展示多刚体系统碰撞问题的困难之一：非唯一解的问题．本文建

立了三球链碰撞的Ｈｅｒｔｚ接触模型，研究对其求解的数值算法，并用有限元模型（ＦＥＭ）对其进行验证，研究

表明：同线性模型比较，采用Ｈｅｒｔｚ接触力模拟小球之间的接触力更接近有限元计算结果；在Ｈｅｒｔｚ接触模型

基础上，分析碰撞过程中接触力的变化过程；研究刚度比和质量比对于碰撞结束后各个小球运动状态的影

响，并研究了两种刚体模型下碰撞次序假设成立的条件．
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引 言

如何正确描述多体系统碰撞问题已成为众多

研究领域的基础性研究，包括航空航天、机器人技

术、机械工程等等，因此具有重要的理论意义和实

际意义．
对于单点碰撞，利用动量守恒和能量守恒定律

就可以描述单点碰撞问题的动力学行为，为考虑碰

撞中由于相互作用引起算的能量损失时，一般引进

恢复系数来描述碰撞过程的不连续性．把上述的理
论运用到多点碰撞时，由于缺少足够的动力学方

程，使得在确定碰撞后质点动力学状态时遇到一些

刚体动力学模型难以克服的困难．共线三球链的碰
撞问题看来起非常简单，但可以展示上述多体系统

多点碰撞问题中的基本困难．
当三个小球之间的碰撞时，若选用恢复系数模

型，根据碰撞不同次序，则得到不同的结果．三个完
全相同的小球并列在一条直线上，用初始速度为 Ｖ
小球Ｂ１去撞击静止的小球 Ｂ２和 Ｂ３，假设碰撞过
程是完全弹性的．困难出现在：因 Ｂ２和 Ｂ３的相对
速度为零，无法采用现有定义的恢复系数．

为在经典的刚体碰撞动力学框架下解决此问

题，需要引入碰撞次序的假设．若碰撞依次进行，则
碰撞结束后各个小球的运动状态为：Ｖ′１＝０，Ｖ

′
２＝

０，Ｖ′３＝Ｖ；若碰撞同时进行，则碰撞结束后各个小
球的运动状态为：Ｖ′１＝－Ｖ／３，Ｖ′２＝２Ｖ／３，Ｖ′３＝２Ｖ／
３；不同的碰撞次序假设将导致不同的结果，这还是
两种最简单的情况．

很多学者显示了对该问题的兴趣，Ｈａｎ［１］等基
于Ｒｏｕｔｈ图形化方法提出了处理多点碰撞问题的
分析方法，但是该方法导致了相同的初始条件出现

多个可能解的奇异性情况．Ｓｔｒｏｎｇｅ［２］比较详细地介
绍刚体多点碰撞的动力学模型．Ｈｕｒｍｕｚｌｕ［３］提出
‘动量比’参数刻画多质点碰撞问题，其方法在由

有限个小球组成的多点碰撞实验中得到了验证．马
炜［４］等用线性弹簧研究在给定的初始条件下三个

小球之间的碰撞，给出解析解，研究不同的质量比，

刚度比对于碰撞后各个小球之间的分离模式的影

响．上述文献的理论均建立在线性接触模型的基础
上．Ｄ．Ｔ．Ｓｐａｓｉｃ［５］等用弹性 Ｈｅｒｔｚ理论的假设和
Ｊｏｈｎｓｏｎ粘附力的模型建立三个小球之间的碰撞，
给出模型的半解析解，其侧重于求解的过程，并未

给出模型的依据及进一步的讨论．
本文运用弹性Ｈｅｒｔｚ接触理论来建立三个小球

之间的碰撞的动力学模型，并用有限元软件去验证

建立模型的正确性，在此基础上，分析碰撞过程中

接触力的变化过程；研究刚度比和质量比对于碰撞

结束后各个小球运动状态的影响，并研究了两种刚
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体模型下碰撞次序假设成立的条件．

１　三球链的Ｈｅｒｔｚ接触力模型

三个小球Ｂ１、Ｂ２和 Ｂ３，质量和半径分别为 ｍｉ
（ｉ＝１，２，３）和 Ｒｉ（ｉ＝１，２，３）．假设小球 Ｂ１用初始
速度Ｖ１去撞击小球 Ｂ２，同时小球 Ｂ２和 Ｂ３静止在
一条直线上，并在初始时刻保持接触，如图１所示．
假设每个小球初始时刻的位置记为位移原点，若用

ｘ１，ｘ２，ｘ３分别表示三个小球的位移，则小球 Ｂ１和
Ｂ２之间的压缩量为α１＝ｘ１－ｘ２，小球Ｂ２和Ｂ３之间
的压缩量α２＝ｘ２－ｘ３．设小球Ｂ１和 Ｂ２之间的接触
刚度为Ｋ，小球Ｂ２和Ｂ３之间的接触刚度为 γＫ，假
设小球之间的接触模型为Ｈｅｒｔｚ弹性接触模型．

图１　三球链的接触力模型

Ｆｉｇ．１　ｔｈｒｅｅｂａｌｌｓｃｈａｉｎｃｏｎｔａｃｔｆｏｒｃｅｍｏｄｅｌ

则小球Ｂ１对于 Ｂ２的接触力 Ｂ２和 Ｂ３小球对
于的接触力分别为：

Ｆ１＝Ｋα
３／２
１

Ｆ２＝γＫα
３／２
２ （１）

其中 Ｋ＝４３Ｒ
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＋１Ｒ２
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１
Ｅ
＝
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１－ν２２
Ｅ２
．

则根据牛顿第二定律得：

ｍ１
ｄ２ｘ１
ｄｔ２
＝－Ｋ（ｘ１－ｘ２）

３／２

ｍ２
ｄ２ｘ２
ｄｔ２
＝Ｋ（ｘ１－ｘ２）

３／２－γＫ（ｘ２－ｘ３）
３／２

ｍ３
ｄ２ｘ３
ｄｔ２
＝γＫ（ｘ２－ｘ３）

３／２ （２）

则碰撞有初始条件：

ｘ１＝０，ｘ２＝０，ｘ３＝０，
ｄｘ１
ｄｔ＝Ｖ１，

ｄｘ２
ｄｔ＝０，

ｄｘ３
ｄｔ＝０．

上述常微分方程没有解析解，只能对其进行数

值解．上面三个二次常微分方程组可以化简为六个

一次常微分方程组．
令ｖｉ＝ｘｉ，（ｉ＝１，２，３），则化简后的方程组为：
ｄｘ１
ｄｔ＝Ｖ１，

ｄｘ２
ｄｔ＝Ｖ２，

ｄｘ３
ｄｔ＝Ｖ３

ｄｖ１
ｄｔ＝－

１
ｍ１
Ｋ（ｘ１－ｘ２）

３／２

ｄｖ２
ｄｔ＝－

１
ｍ２
Ｋ（ｘ１－ｘ２）

３／２－１ｍ２
γＫ（ｘ２－ｘ３）

３／２

ｄｖ３
ｄｔ＝

１
ｍ２
γＫ（ｘ２－ｘ３）

３／２ （３）

则初始条件变为：

ｘ１ ｔ＝ｔ０＝０，　ｘ２ ｔ＝ｔ０＝０，　ｘ３ ｔ＝ｔ０＝０

ｖ－１ ＝
ｄｘ１
ｄｔｔ＝ｔ０

＝Ｖ１，ｖ－２ ＝
ｄｘ２
ｄｔｔ＝ｔ０

＝０，

ｖ－３ ＝
ｄｘ３
ｄｔｔ＝ｔ０

＝０

上述微分方程组适合于小球Ｂ１与Ｂ２和小球Ｂ２与

Ｂ３同时接触，若在碰撞过程中有一个小球脱离接
触，则上述微分方程组就不再适用．

如果当 α１＝０时，此时时间为 ｔ，小球 Ｂ１和

Ｂ２脱离接触，它们之间的碰撞结束，小球 Ｂ１在此
以后做匀速直线运动，则以后的微分方程组变为：

ｄｘ２
ｄｔ＝ｖ２，

ｄｘ３
ｄｔ＝ｖ３

ｄｖ２
ｄｔ＝－

１
ｍ２
γＫ（ｘ２－ｘ３）

３／２，
ｄｖ３
ｄｔ＝

１
ｍ３
γＫ（ｘ２－ｘ３）

３／２

（４）

这时初始条件变为：ｘ２＝ｘ２（ｔ），ｘ３＝ｘ３（ｔ），

ｖ２ ｔ＝ｔ ＝
ｄｘ２
ｄｔｔ＝ｔ

，ｖ３ ｔ＝ｔ ＝
ｄｘ３
ｄｔｔ＝ｔ

．当用此微分方

程（４）算出α２＝０时，小球 Ｂ２与 Ｂ３之间的碰撞结
束，则三个小球之间的碰撞结束．

如果当α２＝０时，此时时刻为 ｔ，小球 Ｂ２与

Ｂ３脱离接触，它们之间的碰撞结束，小球 Ｂ３做匀
速直线运动，则在此以后的微分方程组变为：

ｄｘ１
ｄｔ＝ｖ１，

ｄｘ２
ｄｔ＝ｖ２

ｄｖ１
ｄｔ＝－

１
ｍ１
Ｋ（ｘ１－ｘ２）

３／２，
ｄｖ２
ｄｔ＝

１
ｍ１
Ｋ（ｘ１－ｘ２）

３／２

（５）

在此以后的初始条件为：ｘ１＝ｘ１（ｔ），ｘ２＝ｘ２

（ｔ），ｖ１ ｔ＝ｔ ＝
ｄｘ１
ｄｔｔ＝ｔ

，ｖ２ ｔ＝ｔ ＝
ｄｘ２
ｄｔｔ＝ｔ

．当

２０３
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用上述微分方程组求解时算出α１＝０时，则小球小
球Ｂ１与Ｂ２之间的碰撞也结束，至此三个小球之间
的碰撞结束．

若用微分方程组（３）计算出在 ｔ时刻同时
有α１＝α２＝０，则说明三个小球的碰撞同时结束．

计算步骤：

１　先计算微分方程组（３）的数值解，判断是先
有α１＝０还是α２＝０或者两者同时为α１＝α２＝０．
２　若微分方程组（３）的数值解先有α１＝０，则

记此时刻为ｔ，用微分方程组（３）算出此时各个小
球的运动状态，小球 Ｂ１将以此时的速度做匀速直
线运动；小球Ｂ２与Ｂ３以后的运动状态将满足方程
组（４），初始条件为在时刻的状态，用方程组（４）算
出α２＝０的时刻，计算此时刻的Ｂ２与Ｂ３的运动状
态，则此时刻就是碰撞完全结束的时刻．
３　若微分方程组（３）的数值解先有α２＝０，同

样按照步骤２，不过这时是小球 Ｂ３先和小球 Ｂ２脱
离接触．
４　若先有α１＝α２＝０，则在α１＝α２＝０的时刻

就是碰撞结束的时刻，就是三个小球同时脱离接触．
在微分方程组（３）（４）（５）中有质量比和刚度比

这两个参数，所以固定初始条件，研究不同的刚度比

和质量比对于碰撞过程各个小球的状态的影响．

２　有限元模型（ＦＥＭ）

由于小球是轴对称的，而且速度的方向沿球对

称轴上，碰撞过程中不考虑摩擦力，所以可以把三

球链模型建成轴对称模型，在建立模型时三个小球

只允许在对称轴方向上运动．在有限元软件
ＡＢＡＱＵＳ建立如图２所示的模型．由于碰撞的时间

图２　三球链的有限元模型（ＦＥＭ）

Ｆｉｇ．２　ｔｈｒｅｅｂａｌｌｓｃｈａｉｎｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ（ＦＥＭ）

短、接触力的变化快，在 ＡＢＡＱＵＳ中使用 Ｅｘｐｌｉｃｉｔ
求解器进行求解．由于碰撞接触区域的应力变化快
而且大，对其接触区域进行细化．在建模型时，固定
初始速度和三个小球的半径，分别研究不同的密度

和弹性模量对于碰撞过程的影响，也就是质量的变

化和刚度的变化对于碰撞过程中的影响．

３　三球链碰撞过程的接触力分析：

设小球Ｂ１的初始速度 Ｖ１＝５ｍ／ｓ，三个小球的

半径为０．１ｍ，泊松比ν＝０．３，设小球Ｂ２和Ｂ３的质
量一样，记为β＝ｍ１／ｍ２＝ｍ１／ｍ２．那么就研究刚度
比γ和质量比β对于碰撞过程中各个小球的状态
的影响．在计算画图时由于压缩量的值非常小，选
择用压缩量对应的接触力来表示．（以后在图中的
Ｆ（１－２）表示碰撞过程中 Ｂ１对于 Ｂ２的接触力，Ｆ
（２－３）表示碰撞过程中 Ｂ２对于 Ｂ３的接触力，ｖ１、
ｖ２、ｖ３分别表示小球Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３的速度）

图３　小球之间的接触力

Ｆｉｇ．３　ｔｈｅｃｏｎｔａｃｔｆｏｒｃｅｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｒｅｅｂａｌｌｓ

图３表示在 γ＝１和 β＝１的情况下碰撞过程
中接触力随时间的变化．通过上图可以看到用
Ｈｅｒｔｚ接触力建立的模型与用有限元模型（ＦＥＭ）计
算的结果几乎吻合，可以验证用弹性 Ｈｅｒｔｚ接触力
建立三球链模型的有效性．可以得到大约在 ｔ＝０．
０００４９ｓ时小球Ｂ１与 Ｂ２小球脱离接触，而小球 Ｂ２
和Ｂ３接续接触，大约在 ｔ＝０．０００６７ｓ时小球 Ｂ２和
Ｂ３脱离接触，此时碰撞才真正的结束．

图４　小球之间的接触力

Ｆｉｇ．４　ｔｈｅｃｏｎｔａｃｔｆｏｒｃｅｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｒｅｅｂａｌｌｓ

图４表示在 γ＝５０．５和 β＝１的情况下，接触

３０３
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力随时间的变化．通过图形可以得到：Ｈｅｒｔｚ接触力
模型和有限元模型计算的结果几乎一样；大约 ｔ＝
０．０００３９ｓ在时，三个小球几乎同时分离．

图５　小球之间的接触力

Ｆｉｇ．５　ｔｈｅｃｏｎｔａｃｔｆｏｒｃｅｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｒｅｅｂａｌｌｓ

图５表示在 γ＝１和 β＝４的情况下碰撞过程
中接触力随时间的变化．可以得到在小球 Ｂ２和小
球Ｂ３先分离，然后小球Ｂ１与小球Ｂ２再脱离接触，
而且Ｈｅｒｔｚ接触模型和有限元模型的结果几乎是吻
合的．

通过以上分析可以得到：在建立 Ｈｅｒｔｚ接触模
型时，假设碰撞过程是准静态的，通过上面的比较

也是可以得到的，因此对于三个小球的之间的碰撞

在碰撞过程中由于应力波而损失的能量可以忽略

不计．由此说明用 Ｈｅｒｔｚ接触模型建立三球链的力
学模型更符合实际．下面就研究小球之间的刚度比
和质量比对于碰撞后的运动状态的有影响．

４　不同参数对于碰撞后的速度的影响

４．１　刚度比对于碰撞后速度的影响
图６表示小球Ｂ１的初始速度 Ｖ０＝５ｍ／ｓ，三个

小球质量一样的情况下，碰撞后各个小球的速度与

刚度比的关系．可以得知，三个小球的质量一样的
情况，不管刚度比有多大，小球 Ｂ１肯定反弹；而且
随着刚度比的增大，小球 Ｂ１的反弹速度很快趋近
于－Ｖ０／３，可以看到在小球Ｂ２和Ｂ３并没有都趋向
于２Ｖ０／３，而是在２Ｖ０／３附近出振荡，这时由于 Ｂ２
和Ｂ３之间的弹性引起的，在马炜

［４］研究中用线性

弹簧来表示接触力，可以得知随着刚度比的增大，

小球Ｂ２和 Ｂ３很快趋向于２Ｖ０／３，这与 Ｈｅｒｔｚ接触
力模型是有区别的，但是在 γ→ ＋∞时，用线性接
触力和Ｈｅｒｔｚ接触力模型算出的结果近似等于恢复
系数模型的同时碰撞假设的结果．在γ→０时，可以

推测小球Ｂ１和Ｂ２的碰撞后的速度趋近于０，小球
Ｂ３的碰撞后的速度趋近于 Ｖ０，这与线性接触力模
型的结果几乎是一样的．因此可以得到：在刚度大
于１５０和小于１的时候，用 Ｈｅｒｔｚ接触力和线性接
触力的模型计算的结果相差不太，而且可以用恢复

系数模型的两种假设去近似计算；但是在中间情况

下，Ｈｅｒｔｚ接触力和线性接触力模型计算的结果有
很大区别，这就需要用 Ｈｅｒｔｚ接触力来建立共线三
球链碰撞的动力学模型．

图６　三个小球的速度

Ｆｉｇ．６　ｔｈｅｓｐｅｅｄｓｏｆｔｈｒｅｅｂａｌｌｓ

４．２质量比对于碰撞后的速度的影响
图７和图８表示小球Ｂ１的初始速度Ｖ０＝５ｍ／ｓ，

图７　三个小球的速度

Ｆｉｇ．７　ｔｈｅｓｐｅｅｄｓｏｆｔｈｒｅｅｂａｌｌｓ

图８　三个小球的速度

Ｆｉｇ．８　ｔｈｅｓｐｅｅｄｓｏｆｔｈｒｅｅｂａｌｌｓ
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小球之间的刚度比一样的情况，碰撞后的速度随质

量比的变化．通过图７可以得知：随着α的增大，小
球Ｂ２和Ｂ３的速度增加很快，最后趋近于平稳，而
小球Ｂ１的速度方向将不再发生变化，而且趋近于
Ｖ０，此时若用恢复系数模型的两种假设计算得到的
结果将与上面的结果有很大的差别．通过图８可以
得知：随之 α的减小，小球 Ｂ１的速度趋近于 －Ｖ０，
小球Ｂ３的速度也趋近于零，小球Ｂ１相当于撞上一
个固定面，而且可以观察到小球 Ｂ２的速度几乎接
近于零，此时小球Ｂ２可以看成是静止的，说明在 α
小于１时，可以用恢复系数模型的依次碰撞假设计
算碰撞后的运动状态．

５　结论

建立三球链碰撞的Ｈｅｒｔｚ接触模型，给出其数值
算法，并用有限元对其进行验证，得到如下结论：（１）
同线性接触力模型相比较，小球之间碰撞的接触力

用Ｈｅｒｔｚ接触力更符合实际；（２）研究了刚度比和质
量比对于碰撞结束后各个小球运动状态的影响，给

出碰撞恢复系数模型的两种假设的适用范围．
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