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一类具有记忆项的耦合非线性抽象方程组的整体解

冯乐珍　张建文

（太原理工大学数学学院，太原　０３００２４）

摘要　运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法讨论了一类具有记忆项的耦合非线性抽象方程组的初值问题，根据方程组的特点，

巧妙地对两个方程进行相加，并结合微积分的性质得到了所要的结果，然后研究收敛性，最后证明了方程组

整体弱解的存在性．
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引言

２００８年，ＰｅｄｒｏＰａｄｒｏＤｕｒａｎｄＬａｚｏ［１］运用Ｇａｌｅｒ
ｋｉｎ方法证明了以下抽象方程

ｕ̈＋Ｍ（Ａ
１
２ｕ２）Ａｕ＋Ｎ（Ａαｕ）Ａαｕ＝ｆ，

整体解的存在性，其中 ０＜α≤１，Ｍ（ｓ），Ｎ（ｓ）∈
Ｃ（［０，＋∞）；Ｒ）．
２０１１年，张建文，丁霞霞［２］研究了如下抽象耦

合非线性方程组

ｕ̈＋Ｍ（Ａ
１
２ｕ２＋ Ａ

１
２ｖ２）Ａｕ＋Ｎ（Ａαｕ２）Ａαｕ＝ｆ，

ｖ̈＋Ｍ（Ａ
１
２ｕ２＋ Ａ

１
２ｖ２）Ａｖ＋Ｎ（Ａαｖ２）Ａα{ ｖ＝ｇ．

在初始条件

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０，ｖ（ｘ，０）＝ｖ０，ｘ∈Ω，

ｕ（ｘ，０）＝ｕ１，ｖ（ｘ，０）＝ｖ１，ｘ∈Ω{ ．
下的整体弱解的存在性，其中 ０＜α≤１，Ｍ（ｓ），
Ｎ（ｓ）∈Ｃ（［０，＋∞）；Ｒ）．
２０１１年，ＰｅｄｒｏＰａｄｒｏＤｕｒａｎｄＬａｚｏ［３］运用Ｇａｌｅｒ

ｋｉｎ方法证明了具有记忆项的非线性波动方程，特
别地，当ｎ＝１时，抽象方程

ｕ″－Ｍ（Ａ
１
２ｕ２）Ａｕ＋∫

ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ａｕ（τ）ｄτ＝０

的整体弱解的存在性．
２００４年，陈树辉，黄建亮等［４］采用分离变量法

分离时间变量和空间变量并利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法离
散运动方程，再应用增量谐波平衡法进行非线性振

动分析，建立横向运动微分方程

　ｗ．ｔｔ＋２ｖｗ．ｘｔ＋（ｖ
２－１）ｗ．ｘｘ－

３
２ｖ
２
１ｗ
２
．ｘｗ．ｘｘ＋ｖ

２
ｆｗ．ｘｘｘｘ＝０

研究了运动辆横向非线性振动的内部共振．
在本文中，我们将在前人研究成果的基础上，讨

论如下一类具有记忆项的耦合非线性抽象方程组

ｕ̈＋Ｍ（Ａ
１
２ｕ２＋ Ａ

１
２ｖ２）Ａｕ＋∫

ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ａｕ（τ）ｄτ＝０，

ｖ̈＋Ｍ（Ａ
１
２ｕ２＋ Ａ

１
２ｖ２）Ａｖ＋∫

ｔ

０
ｇ（ｔ－τ）Ａｖ（τ）ｄτ＝０{ ．

（１）
在初始条件

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０，ｖ（ｘ，０）＝ｖ０，ｘ∈Ω，

ｕ（ｘ，０）＝ｕ１，ｖ（ｘ，０）＝ｖ１，ｘ∈Ω{ ．
（２）

下整体弱解的存在性的问题，其中，算子 Ａ是定义
在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ上的正定、自共轭算子，定义域
Ｄ（Ａ）在Ｈ中稠密．

（Ａ．１）　Ｍ∈Ｃ１（［０，＋∞），Ｒ），κ，β，ｍ０＞０．
　（ｉ）　Ｍ≥ｍ０＞０，

　（ｉｉ）　κＭ（δ）δ≤β＋∫
δ

０
Ｍ（ｓ）ｄｓ，δ≥０．

（Ａ．２）　ｈ（ｔ）＝ｅｘｐ（－αｔ）ｔ－ｖ，κｍ０α＞１，０＜ｖ＜１，

　　　ｇ（ｔ）＝ｅｘｐ（－γｔ）ｔ－ｗ，κｍ０γ＞１，０＜ｗ＜１．

ｈ·（ｔ）＝－ｈ（ｔ）（αｔ＋ｖｖ）＝－ｅｘｐ（－αｔ）（
α
ｔｖ
＋ｖ
ｔ１＋ｖ
），

ｇ（ｔ）＝－ｇ（ｔ）（γｔ＋ｗｗ ）＝－ｅｘｐ（－γｔ）（
γ
ｔｗ
＋ｗ
ｔ１＋ｗ
）．
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为研究问题方便，本文中我们记Ω＝（０，ｌ），对
ｔ的一阶，二阶导数分别记为：ｕ，ｖ，ｇ，ｈ·，̈ｕ，̈ｖ，ｔ∈
［０，Ｔ］（０＜Ｔ＜∞），当我们重点考虑上述函数中的
自变量ｔ时，我们把函数记为 ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ｔ），ｖ（ｘ，
ｔ）＝ｖ（ｔ）；我们记：Ｖ＝Ｈ１０（Ω），Ｈ＝Ｌ

２（Ω），Ｖ′＝Ｈ－１

（Ω），２ｓ＝Ｄ（Ａ
ｓ），２ｓ，中的内积和范数定义如下

ｕ，ｖ∈２ｓ，（ｕ，ｖ）２ｓ＝（Ａ
ｓｕ，Ａｓｖ），‖ｕ‖２

２ｓ＝｛（ｕ，

ｕ）２ｓ｝＝ Ａ
ｓｕ２．Ｄ（Ａｓ）是 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，特别地，我

们有：当 ｓ＝０时，记 Ｄ（Ａ０）＝Ｈ；ｓ＝１２，记 Ｄ（Ａ
１
２）

＝Ｖ，ｃ，Ｃ除特别声明外均表示不同的正常数．

１　主要定理

定理１．１　设 Ａ是定义在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ上的
正定、自共轭算子，（Ａ．１），（Ａ．２）成立，若

（ｕ０，ｕ１）∈Ｖ×Ｈ，

（ｖ０，ｖ１）∈{ Ｖ×Ｈ．
（３）

则问题（１）～（２）存在一组解（ｕ，ｖ）＝（ｕ（ｘ，ｔ）．ｖ
（ｘ，ｔ）），对于∈Ｖ，在Ｄ′（０，Ｔ）中满足方程

ｄ
ｄｔ（ｕ，）＋Ｍ（Ａ

１
２ｕ２＋ Ａ

１
２ｖ２）（Ａｕ，）＋

　（∫
ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ａｕ（τ）ｄτ，）＝０，

ｄ
ｄｔ（ｖ，）＋Ｍ（Ａ

１
２ｕ２＋ Ａ

１
２ｖ２）（Ａｖ，）＋

　（∫
ｔ

０
ｇ（ｔ－τ）Ａｖ（τ）ｄτ，）＝０















．

（４）
及初始条件

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０，ｖ（ｘ，０）＝ｖ０，

ｕ（ｘ，０）＝ｕ１，ｖ（ｘ，０）＝ｖ１．
（５）

其中

ｕ∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｖ）∩Ｈ
ｖ
２（０，Ｔ；Ｖ），

ｖ∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｖ）∩Ｈ
ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ），

ｕ∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ）∩Ｈ１＋
ｖ
２（０，Ｔ；Ｖ′），

ｖ∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ）∩Ｈ１＋
ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ′）．

（６）

２　近似解

选取｛ωｋ｝∞ｋ＝１为Ｖ的一组基，且为 Ｈ的规范正

交基，使得－Ａωｋ＝λｋωｋ（１≤ｋ＜∞），设 Ｖｍ＝｛ω１，
ω２，…，Λωｍ｝为 Ｖ的子空间，我们构造初值问题
（１）～（２）的近似解序列｛ｕｍ（ｘ，ｔ），ｖｍ（ｘ，ｔ）｝如下：

ｕｍ（ｘ，ｔ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｈｊｍ（ｔ）ωｊ，ｖｍ（ｘ，ｔ）＝∑

ｍ

ｊ＝１
ｇｊｍ（ｔ）ωｊ，

其中ｈｊｍ（ｔ）和 ｇｊｍ（ｔ）是待定函数，得到 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方
程组，即为关于ｈｊｍ（ｔ）和ｇｊｍ（ｔ）的常微分方程组的
初值问题，其中（ｊ＝１，２，…，Λｍ），

（̈ｕｍ（ｔ），ωｊ）＋Ｍ（Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）

２＋

　 Ａ
１
２ｖｍ（ｔ）

２）（Ａｕｍ（ｔ），ωｊ）＋

　（∫
ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ａｕｍ（τ）ｄτ，ωｊ）＝０，

（̈ｖｍ（ｔ），ωｊ）＋Ｍ（Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）

２＋

　 Ａ
１
２ｖｍ（ｔ）

２）（Ａｖｍ（ｔ），ωｊ）＋

　（∫
ｔ

０
ｇ（ｔ－τ）Ａｖｍ（τ）ｄτ，ωｊ）＝０

















 ．

（７）

及初始条件

ｕｍ（ｘ，０）＝ｕ０ｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｈｊｍ（０）ωｊ＝

　∑
ｍ

ｊ＝１
（（ｕ０，ωｊ））ωｊ→ｕ０，

ｖｍ（ｘ，０）＝ｖ０ｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｇｊｍ（０）ωｊ＝

　∑
ｍ

ｊ＝１
（（ｖ０，ωｊ））ωｊ→ｖ０

















．

　在Ｖ中

ｕｍ（ｘ，０）＝ｕ１ｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｈ·ｊｍ（０）ωｊ＝

　∑
ｍ

ｊ＝１
（ｕ１，ωｊ）→ｕ１，

ｖｍ（ｘ，０）＝ｖ１ｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝１

ｇｊｍ（０）ωｊ＝

　∑
ｍ

ｊ＝１
（ｖ１，ωｊ）→ｖ１

















．

　在Ｈ中

由常微分方程理论知，存在 ｔｊ＞０，满足方程组
（７）在相应的初始条件下在［０，Ｔ］（取 Ｔ＝ｍｉｎ

１≤ｊ≤ｍ

｛ｔｊ｝）上存在解｛ｈｊｍ（ｔ），ｇｊｍ（ｔ）｝，从而得到相应的
近似解｛ｕｍ（ｘ，ｔ），ｖｍ（ｘ，ｔ）｝．

３　先验积分估计

估计一　式（７）第一个式子两端同乘ｈ·ｊｍ（ｔ），（７）式第

二个式子两端同乘ｇｊｍ（ｔ），并对ｊ从１到ｍ求和后，分
别从０到ｔ（ｔ∈［０，Ｔ］）积分，所得两式相加，得

ｕｍ（ｔ）
２＋ ｖｍ（ｔ）

２＋∫Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）２＋ Ａ

１
２ｖｍ（ｔ）２

０
Ｍ（ｓ）ｄｓ＋

　２∫
ｔ

０∫
ｓ

０
ｈ（ｓ－τ）（Ａ

１
２ｕｍ（τ），Ａ

１
２ｕｍ（ｓ））ｄτｄｓ＋

０６１
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　２∫
ｔ

０∫
ｓ

０
ｇ（ｓ－τ）（Ａ

１
２ｖｍ（τ），Ａ

１
２ｖｍ（ｓ）ｄτｄｓ＝

　 ｕ１ｍ
２＋ ｖ１ｍ

２＋∫Ａ
１
２ｕ０ｍ ２＋ Ａ

１
２ｖ０ｍ ２

０
Ｍ（ｓ）ｄｓ．

令

Ψｍ（ｔ）＝ ｕｍ（ｔ）
２＋ ｖｍ（ｔ）

２＋

　∫Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）２＋ Ａ

１
２ｖｍ（ｔ）２

０
Ｍ（ｓ）ｄｓ，

Φ（ｔ）＝２∫
ｔ

０∫
ｓ

０
ｈ（ｓ－τ）（Ａ

１
２ｕｍ（τ），Ａ

１
２ｕｍ（ｓ））ｄτｄｓ＋

　２∫
ｔ

０∫
ｓ

０
ｇ（ｓ－τ）（Ａ

１
２ｖｍ（τ），Ａ

１
２ｖｍ（ｓ））ｄτｄｓ，

Ψｍ（０）＝ ｕ１ｍ
２＋ ｖ１ｍ

２＋

　∫Ａ
１
２ｕ０ｍ ２＋ Ａ

１
２ｖ０ｍ ２

０
Ｍ（ｓ）ｄｓ，

我们有　Ψｍ（ｔ）＋Φ（ｔ）＝Ψｍ（０）≤Ψ（０）．
为了方便地计算，记

Θ１（ｓ，τ）＝ｈ（ｓ－τ）（Ａ
１
２ｕｍ（τ），Ａ

１
２ｕｍ（ｓ）），

Θ２（ｓ，τ）＝ｇ（ｓ－τ）（Ａ
１
２ｖｍ（τ），Ａ

１
２ｖｍ（ｓ）），

Θ（ｓ，τ）＝Θ１（ｓ，τ）＋Θ２（ｓ，τ）．
则

Φ（ｔ）＝２∫
ｔ

０∫
ｓ

０
Θ（ｓ，τ）ｄτｄｓ＝Φ１（ｔ）＋Φ２（ｔ）＋Φ３（ｔ），

其中

Φ１（ｔ）＝２∫
ｔ

δ∫
ｓ－δ

０
Θ（ｓ，τ）ｄτｄｓ，

Φ２（ｔ）＝２∫
ｔ

δ∫
ｓ

ｓ－δ
Θ（ｓ，τ）ｄτｄｓ，

Φ３（ｔ）＝２∫
ｔ

δ∫
ｓ

０
Θ（ｓ，τ）ｄτｄｓ．

Φ１（ｔ）＝２∫
ｔ－δ

０
（ｈ（ｔ－τ）Ａ

１
２ｕｍ（ｔ），Ａ

１
２ｕｍ（τ））ｄτ－

　２∫
ｔ－δ

０
（ｈ（δ）Ａ

１
２ｕｍ（τ＋δ），Ａ

１
２ｕｍ（τ））ｄτ＋

　２α∫
ｔ－δ

０
（∫
ｔ

τ＋δ
ｈ（ｓ－τ）Ａ

１
２ｕｍ（ｓ），Ａ

１
２ｕｍ（τ））ｄτ＋

　２ｖ∫
ｔ－δ

０
（∫
ｔ

τ＋δ

ｈ（ｓ－τ）
ｓ－τ

Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）ｄｓ，Ａ

１
２ｕｍ（τ））ｄτ＋

　２∫
ｔ－δ

０
（ｇ（ｔ－τ）Ａ

１
２ｖｍ（τ），Ａ

１
２ｖｍ（τ））ｄτ－

　２∫
ｔ－δ

０
（ｇ（δ）Ａ

１
２ｖｍ（τ＋δ），Ａ

１
２ｖｍ（τ））ｄτ＋

　２γ∫
ｔ－δ

０
（∫
ｔ

τ＋δ
ｇ（ｓ－τ）Ａ

１
２ｖｍ（ｓ）ｄｓ，Ａ

１
２ｖｍ（τ））ｄτ＋

　２ｗ∫
ｔ－δ

０
（∫
ｔ

τ＋δ

ｇ（ｓ－τ）
ｓ－τ

Ａ
１
２ｖｍ（ｓ）ｄｓ，Ａ

１
２ｖｍ（τ））ｄτ＝

　１（ｔ）＋Ｊ１（ｔ）＋２（ｔ）＋Ｊ２（ｔ），

其中Ｊ１（ｔ）＝
ｖ
２∫

ｔ

δ∫
ｓ－δ

０
ｅｘｐ（－α（ｓ－τ））

[　 Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）＋Ａ

１
２ｕｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｖ
－

　
Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｕｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１ ]＋ｖ ｄτｄｓ，

同理可得

Ｊ２（ｔ）＝
ｗ
２∫

ｔ

δ∫
ｓ－δ

０
ｅｘｐ（－γ（ｓ－τ））

[　 Ａ
１
２ｖｍ（ｓ）＋Ａ

１
２ｖｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｗ
－

　
Ａ
１
２ｖｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｖｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１ ]＋ｗ ｄτｄｓ．

因为

０＜ｅｘｐ（－α（ｓ－τ））≤１，０＜ｅｘｐ（－γ（ｓ－τ））≤１，
所以

ｅｘｐ（－α（ｓ－τ））
Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｕｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｖ
≤

　
Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｕｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｖ
，

ｅｘｐ（－γ（ｓ－τ））
Ａ
１
２ｖｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｖｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｗ
≤

　
Ａ
１
２ｖｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｖｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｗ
．

因此，有ρ＞０，Ｍ（ｓ，δ）＝｛（τ，ｓ）：０＜τ≤ｓ－δ，

δ≤ｓ≤ｔ，δ＞０｝，使得

　∫Ｍ（ｓ，δ）ｅｘｐ（－α（ｓ－τ））
Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｕｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｖ
ｄτｄｓ＝

　∫Ｍ（ｓ，δ）
Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｕｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｖ
ｄτｄｓ－ρ，

　∫Ｍ（ｓ，δ）ｅｘｐ（－γ（ｓ－τ））
Ａ
１
２ｖｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｖｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｗ
ｄτｄｓ＝

　∫Ｍ（ｓ，δ）
Ａ
１
２ｖｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｖｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｗ
ｄτｄｓ－ρ．

所以

ｃ（∫Ｍ（ｓ，δ）
Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｕｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｖ
ｄτｄｓ＋

　∫Ｍ（ｓ，δ）
Ａ
１
２ｖｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｖｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｗ
）≤Ψ（０）．

Φ（ｔ）＝Ψ１（ｔ）＋Ψ２（ｔ）＋Ψ３（ｔ）＋Ψ４（ｔ），
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其中

Ψ１（ｔ）＝２∫
ｔ

０∫
ｓ

０
ｈ（ｓ－τ）（ｓ－τ）（

Ａ
１
２ｕｍ（τ）－Ａ

１
２ｕｍ（ｓ）

ｓ－τ
，

　Ａ
１
２ｕｍ（ｓ））ｄτｄｓ，

Ψ２（ｔ）＝２∫
ｔ

０∫
ｓ

０
ｈ（ｓ－τ）（Ａ

１
２ｕｍ（ｓ），Ａ

１
２ｕｍ（ｓ））ｄτｄｓ，

Ψ３（ｔ）＝２∫
ｔ

０∫
ｓ

０
ｇ（ｓ－τ）（ｓ－τ）（

Ａ
１
２ｖｍ（τ）－Ａ

１
２ｖｍ（ｓ）

ｓ－τ
，

　Ａ
１
２ｖｍ（ｓ））ｄτｄｓ，

Ψ４（ｔ）＝２∫
ｔ

０∫
ｓ

０
ｇ（ｓ－τ）（Ａ

１
２ｖｍ（ｓ），Ａ

１
２ｖｍ（ｓ））ｄτｄｓ，

Ψ１（ｔ）≤
１
２∫

ｔ

０∫
ｓ

０
ｈ（ｓ－τ）（ｓ－τ）

　 Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｕｍ（τ）

ｓ－τ
－Ａ

１
２ｕｍ（ｓ）

２

ｄτｄｓ，

根据导数的连续性知：对于

ε＝ ｈ（τ）ｈ（ｓ）
（ｓ－τ）ｈ（ｓ－τ槡 ）

＞０，δ＝δ（ε），

当｜ｓ－τ｜＜δ时，有

Ψ１（ｔ）≤
１
２∫

ｔ

０
（∫
ｓ

０
ｈ（ｓ－τ）（ｓ－τ） ｈ（τ）ｈ（ｓ）

ｈ（ｓ－τ）（ｓ－τ）
ｄτ）ｄｓ＝

　 １
２∫

ｔ

０
（∫
ｓ

０
ｈ（τ）ｈ（ｓ）ｄτ）ｄｓ，

同理有

Ψ３（ｔ）≤
１
２∫

ｔ

０
（∫
ｓ

０
ｇ（ｓ－τ）（ｓ－τ） ｇ（τ）ｇ（ｓ）

ｇ（ｓ－τ）（ｓ－τ）
ｄτ）ｄｓ＝

　 １
２∫

ｔ

０
（∫
ｓ

０
ｇ（τ）ｇ（ｓ）ｄτ）ｄｓ．

因为

∫
∞

０
ｈ（δ）ｄδ≤ １α

，　∫
∞

０
ｇ（δ）ｄδ≤ １γ

．

所以

Ψ２（ｔ）≤
１
α
Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）

２＋１
α
Ａ
１
２ｕ０

２，

同理有

Ψ４（ｔ）≤
１
γ
Ａ
１
２ｖｍ（ｔ）

２＋１
γ
Ａ
１
２ｖ０

２．

所以

ｕｍ（ｔ）
２＋ ｖｍ（ｔ）

２＋（κｍ０－
１
α
）Ａ

１
２ｕｍ（ｔ）

２＋

　（κｍ０－
１
γ
）Ａ

１
２ｖｍ（ｔ）

２＋

　ｃ（∫Ｍ（ｓ，δ）
Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｕｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｖ
ｄτｄｓ）＋

　（∫Ｍ（ｓ，δ）
Ａ
１
２ｖｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｖｍ（τ）

２

（ｓ－τ）１＋ｗ
ｄτｄｓ）≤

　２β＋２Ψ（０）＋１α Ａ
１
２ｕ０

２＋１
γ Ａ

１
２ｖ０

２＋

　 １
２α２
＋ １
２γ２

＝Ｃ．

所以

ｕｍ（ｔ） ＜Ｃ， ｖｍ（ｔ） ＜Ｃ．

Ａ
１
２ｕｍ（ｔ） ＜Ｃ， Ａ

１
２ｖｍ（ｔ） ＜Ｃ，

∫Ｍ（ｓ，δ）
Ａ
１
２ｖｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｖｍ（τ）

２

ｓ－τ１＋ｗ ｄτｄｓ＜Ｃ，

∫Ｍ（ｓ，δ）
Ａ
１
２ｕｍ（ｓ）－Ａ

１
２ｕｍ（τ）

２

ｓ－τ１＋ｖ ｄτｄｓ＜Ｃ．

故

ｕｍ（ｔ）∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ），ｖｍ（ｔ）∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ），

ｕｍ（ｔ）∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｖ），ｖｍ（ｔ）∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｖ）．
因为

‖ｕｍ（ｔ）‖Ｈ
ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ） ＝∫

Ｔ

０
ｕｍ（ｔ）

２ｄｔ＋

　∫
Ｔ０

Ｔ０

ｕｍ（ｔ）－ｕｍ（τ）
２

ｔ－τ１＋ｖ ｄτｄｔ＜Ｃ，

‖ｖｍ（ｔ）‖Ｈ
ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ） ＝∫

Ｔ

０
ｖｍ（ｔ）

２ｄｔ＋

　∫
Ｔ０

Ｔ０

ｖｍ（ｔ）－ｖｍ（τ）
２

ｔ－τ１＋ｗ ｄτｄｔ＜Ｃ．

所以

ｕｍ（ｔ）∈Ｈ
ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ），ｖｍ（ｔ）∈Ｈ

ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ）．

估计二　若 ∈Ｖ，且有 Ｖ→Ｖｍ：→ｍ，ＶｍＶ，则
（７）变为

（̈ｕｍ（ｔ），ｍ）＝－Ｍ（Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）

２＋ Ａ
１
２ｖｍ（ｔ）

２）

　（Ａｕｍ（ｔ），ｍ）－（∫
ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ａｕｍ（τ）ｄτ，ｍ），

（ｖ̈ｍ（ｔ），ｍ）＝－Ｍ（Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）

２＋ Ａ
１
２ｖｍ（ｔ）

２）

　（Ａｖｍ（ｔ），ｍ）－（∫
ｔ

０
ｇ（ｔ－τ）Ａｖｍ（τ）ｄτ，ｍ）













 ．

因为

（̈ｕｍ（ｔ），ｍ）＝－Ｍ（Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）

２＋ Ａ
１
２ｖｍ（ｔ）

２）

　（Ａｕｍ（ｔ），ｍ）－∫
ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）（Ａｕｍ（τ），ｍ）ｄτ，

所以

ｕ̈ｍ（ｔ）Ｖ′≤Ｍ（Ａ
１
２ｕｍ

２＋ Ａ
１
２ｖｍ

２）Ａｕｍ Ｖ′＋

　∫
ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ａｕｍ（τ）Ｖ″ｄτ≤Ｍ（Ａ

１
２ｕｍ

２＋
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　 Ａ
１
２ｖｍ

２）‖ｕｍ（ｔ）‖＋∫
ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）‖ｕｍ（τ）‖ｄτ．

因为Ｖ中的范数与Ｈ中的范数等价，所以

ｕ̈ｍ（ｔ）Ｖ″≤ＣＭ（Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）

２＋ Ａ
１
２ｖｍ（ｔ）

２）×

　 Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）＋Ｃ∫

ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ａ

１
２ｕｍ（τ）ｄτ， （８）

同理有

ｖ̈ｍ（ｔ）Ｖ″≤ＣＭ（Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）

２＋ Ａ
１
２ｖｍ（ｔ）

２）×

　 Ａ
１
２ｖｍ（ｔ）＋Ｃ∫

ｔ

０
ｇ（ｔ－τ）Ａ

１
２ｖｍ（τ）ｄτ．（９）

（８）和（９）相加得

ｕ̈ｍ（ｔ）＋ ｖ̈ｍ（ｔ）≤ＣＭ（Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）

２＋

　 Ａ
１
２ｖｍ（ｔ）

２）（Ａ
１
２ｕｍ（ｔ）＋ Ａ

１
２ｖｍ（ｔ））＋

　Ｃ∫
ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ａ

１
２ｕｍ（τ）ｄτ＋

　Ｃ∫
ｔ

０
ｇ（ｔ－τ）Ａ

１
２ｖｍ（τ）ｄτ≤Ｃ＋Ｃ

１
α
＋Ｃ１
γ
，

所以

ｕ̈ｍ（ｔ）Ｖ′＜Ｃ， ｖ̈ｍ（ｔ）Ｖ′＜Ｃ，

ｕ̈ｍ（ｔ）∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｖ′），ｖ̈ｍ（ｔ）∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｖ′）．

接下来的估计 ｕ̈ｍ（ｔ１）－ｕ̈ｍ（ｔ２）Ｖ′，便可以估

计到记忆项，对于０＜ｔ２＜ｔ１＜Ｔ

∫
ｔ１

０
ｈ（ｔ１－τ１）Ａ

１
２ｕｍ（τ１）ｄτ－

　∫
ｔ２

０
ｈ（ｔ２－τ２）Ａ

１
２ｕｍ（τ２）ｄτ Ｖ′

＝

　 ∫
ｔ１

０
２ｈ（ｔ１－τ１）Ａ

１
２ｕｍ（τ１）ｄτ ≤

　Ｃ（∫
ｔ１

２
ｈ（ｔ１－τ１）

２ｄτ）１／２（∫
ｔ１

２
Ａ
１
２ｕｍ（τ１）

２ｄτ）１／２≤

　　Ｃ（ｔ１－ｔ２）
１／２（ｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔ
Ａ
１
２ｕｍ（τ）

２）１／２，

所以

ｕ̈ｍ（ｔ１）－ｕ̈ｍ（ｔ２）
２
Ｖ′

ｔ１－ｔ２
≤ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ａ
１
２ｕｍ（τ）

２，

同理

ｖ̈ｍ（ｔ１）－ｖ̈ｍ（ｔ２）
２
Ｖ′

ｔ１－ｔ２
≤ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ａ
１
２ｖｍ（τ）

２．

因为

ｕ̈ｍ（ｔ）Ｈ
ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ′）

＝∫
Ｔ

０
ｕｍ（ｔ）

２
Ｖ′ｄｔ＋

　∫
Ｔ

０∫
Ｔ

０

ｕ̈ｍ（ｔ１）－ｕ̈ｍ（ｔ２）
２
Ｖ′

ｔ１－ｔ２
１＋２×ｖ２

ｄｔ１ｄｔ２≤Ｃ（Ｔ），

ｖ̈ｍ（ｔ）Ｈ
ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ′）

＝∫
Ｔ

０
ｖｍ（ｔ）

２
Ｖ′ｄｔ＋

　∫
Ｔ

０∫
Ｔ

０

ｖ̈ｍ（ｔ１）－ｖ̈ｍ（ｔ２）
２
Ｖ′

ｔ１－ｔ２
１＋２×ｗ２

ｄｔ１ｄｔ２≤Ｃ（Ｔ）．

所以

ｕ̈ｍ（ｔ）∈Ｈ
ｖ
２（０，Ｔ；Ｖ′），ｖ̈ｍ（ｔ）∈Ｈ

ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ′）．

因为

ｕｍ（ｔ）Ｈ１＋
ｖ
２（０，Ｔ；Ｖ′）

＝∫
Ｔ

０
ｕｍ（ｔ）

２
Ｖ′ｄｔ＋

　∫
Ｔ

０∫
Ｔ

０

ｕｍ（ｔ１）－ｕｍ（ｔ２）
２
Ｖ′

ｔ－τ１＋２×（１＋ｖｖ）
ｄｔｄτ≤Ｃ，

ｖｍ（ｔ）Ｈ１＋
ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ′）

＝∫
Ｔ

０
ｖｍ（ｔ）

２
Ｖ′ｄｔ＋

　∫
Ｔ

０∫
Ｔ

０

ｖｍ（ｔ１）－ｖｍ（ｔ２）
２
Ｖ′

ｔ－τ１＋２×（１＋ｗｖ）
ｄｔｄτ≤Ｃ，

所以

ｕｍ（ｔ）∈Ｈ
１＋ｖ２（０，Ｔ；Ｖ′），ｖｍ（ｔ）∈Ｈ

１＋ｗ２（０，Ｔ；Ｖ′）．

对于
１

１＋ｖ２

＜γ＜１， １

１＋ｗ２

＜γ＜１，根据引理知

（ｕｍ）ｍ∈Ｎ在Ｈ
（１＋ｖｖ）γ（０，Ｔ；Ｈ－γ）和ｖｍ）ｍ∈Ｎ在Ｈ

（１＋ｗｖ）γ

（０，Ｔ；Ｈ－γ）中收敛，所以，

Ｈ（１＋
ｖ
２）γ（０，Ｔ；Ｖ′）Ｈ１（０，Ｔ；Ｖ′），

Ｈ（１＋
ｗ
２）γ（０，Ｔ；Ｖ′）Ｈ１（０，Ｔ；Ｖ′）．

４　收敛性

由ＡｕｂｉｎＬｉｏｎｓ紧性理论知，分别存在｛ｕｍ｝的

子序列｛ｕμ｝，｛ｖｍ｝的子序列｛ｖμ｝（｛ｕｍ｝，｛ｖｍ｝在不

同空间的子序列都统一记为｛ｕμ｝，｛ｖμ｝），因为可
分的赋范空间的一致有界的线性泛函序列中必可

取出一个弱收敛的子序列，所以，ｕμ→ｕ，ｖμ→ｖ在

Ｌ２（０，Ｔ；Ｖ）中弱收敛；ｕμ→ｕ，ｖμ→ｖ在 Ｌ
２（０，Ｔ；

Ｈ）中弱收敛；ｕ̈μ→ｕ̈，̈ｖμ→ｖ̈在 Ｌ
２（０，Ｔ；Ｖ′）中弱

收敛；ｕμ→ｕ在 Ｈ
ｖ
２（０，Ｔ；Ｖ）中弱收敛；ｖμ→ｖ

在Ｈ
ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ）中弱收敛；ｕ̈μ→ｕ̈在Ｈ

ｖ
２（０，Ｔ；Ｖ′）

中弱收敛；ｖ̈μ→ｖ̈在Ｈ
ｗ
２（０，Ｔ；Ｖ′）中弱收敛．

５　（ｕ，ｖ）满足方程

下证（ｕ，ｖ）满足方程（４）．｛ωｊ（ｘ）｝为 Ｖ和 Ｈ

的规范正交基，现在固定ｊ，取μ＞ｊ

ｄ
ｄｔ（ｕμ，ωｊ）→

ｄ
ｄｔ（ｕ，ωｊ）在Ｄ′（０，Ｔ）中收敛，
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ｄ
ｄｔ（ｖμ，ωｊ）→

ｄ
ｄｔ（ｖ，ωｊ）在Ｄ′（０，Ｔ）中收敛，

Ｍ（Ａ
１
２ｕμ

２＋ Ａ
１
２ｖμ

２）（Ａｕμ，ωｊ）→Ｍ（Ａ
１
２ｕ２＋

　 Ａ
１
２ｖ２）（Ａｕ，ωｊ）在Ｌ

２（０，Ｔ）中弱收敛，

Ｍ（Ａ
１
２ｕμ

２＋ Ａ
１
２ｖμ

２）（Ａｕμ，ωｊ）→Ｍ（Ａ
１
２ｕ２＋

　 Ａ
１
２ｖ２）（Ａｖ，ωｊ）在Ｌ

２（０，Ｔ）中弱收敛，

（∫
ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ａｕμ（τ）ｄτ，ωｊ）→（∫

ｔ

０
ｈ（ｔ－

　τ）Ａｕ（τ）ｄτ，ωｊ）在Ｌ
２（０，Ｔ）中弱收敛，

（∫
ｔ

０
ｇ（ｔ－τ）Ａｖμ（τ）ｄτ，ωｊ）→（∫

ｔ

０
ｇ（ｔ－

　τ）Ａｖ（τ）ｄτ，ωｊ）在Ｌ
２（０，Ｔ）中弱收敛．

令μ→∞，则ｍ→∞，再由基｛ωｊ（ｘ）｝在 Ｖ中稠密，

当∑
ｍ

ｊ＝１
ｃｊωｊ→在Ｖ中时，有

ｄ
ｄｔ（ｕ，）＋Ｍ（Ａ

１
２ｕ２＋ Ａ

１
２ｖ２）（Ａｕ，）＋

　（∫
ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ａｕ（τ）ｄτ，）＝０，

ｄ
ｄｔ（ｖ，）＋Ｍ（Ａ

１
２ｕ２＋ Ａ

１
２ｖ２）（Ａｖ，）＋

　（∫
ｔ

０
ｇ（ｔ－τ）Ａｖ（τ）ｄτ，）＝０















．

６　（ｕ，ｖ）满足初始条件

引入连续函数空间Ｃ１Ｔ［０，Ｔ］＝｛∈Ｃ
１［０，Ｔ］；

（Ｔ）＝（０）＝０｝，作φ＝∑
ｋ

ｊ＝１
ｊωｊ，ｊ∈Ｃ

１
Ｔ［０，

Ｔ］，有φ（Ｔ）＝０，φ′（Ｔ）＝０，对∫
Ｔ

０
（̈ｕｍ，φ）ｄｔ和∫

Ｔ

０
（̈ｕ，

φ）ｄｔ利用分部积分，得ｕ（０）＝ｕ１，ｖ（０）＝ｖ１，再对

∫
Ｔ

０
（ｕｍ，φ）ｄｔ和∫

Ｔ

０
（ｕ，φ）ｄｔ利用分部积分，得ｕ（０）＝

ｕ０，ｖ（０）＝ｖ０，所以（ｕ，ｖ）满足初始条件（５）．
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