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摘要　针对现有轴承转子系统动力学模型的不足，考虑非线性滚动轴承力、不平衡量、碰摩故障及陀螺效

应，建立了滚动轴承－柔性对称碰摩转子系统非线性集中质量模型．通过数值计算与比较，结果表明：低转

速下系统响应主要表现为滚动轴承的变刚度振动，高转速下轴承变刚度振动的影响相对减弱，转子不平衡

和碰摩故障对系统的影响逐渐增强，陀螺效应对高转速下对称转子的响应不容忽略．

关键词　滚动轴承，　碰摩故障，　非线性响应，　陀螺效应

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０２９

引言

目前，针对轴承转子非线性动力特性的研究
主要在滑动轴承转子系统和滚动轴承转子系统两

个方面．滑动轴承转子系统动力分析理论和方法
相对完善，而对滚动轴承转子系统的动力学模型
和非线性特性的研究仍需要深入．文献［１－３］最
先研究了滚动轴承变刚度非线性振动问题，将对称

单盘刚性转子系统简化为受旋转载荷作用的滚动

轴承，对系统的非线性振动进行了数值分析，得到

了转子系统的超谐波、亚谐波和混沌运动规律；文

献［４－６］研究了滚动轴承支承下的平衡转子和不
平衡转子的动力学行为，并研究了滚动轴承初始游

隙对转子系统的动力学行为的影响．国内也开展了
滚动轴承转子系统非线性振动的相关研究，袁惠
群［７］建立了滚动轴承转定子碰摩故障模型，但对
轴承力做了很多简化，且侧重于碰摩故障非线性分

析；袁茹等［８］依据非线性赫兹接触理论和滚动轴承

运动分析，对刚性转子离散模型进行动力学分析；

王美令等［９］以刚性支承下的 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子为研究对
象，分析了转盘偏置引起的陀螺效应转子动力学特

性的影响．
以上对滚动轴承转子系统动力学的研究多是

基于深沟球轴承刚性转子模型，并且忽略了圆盘
陀螺效应对滚动轴承转子系统非线性响应的影

响．本文充分考虑转子轴刚度、非线性滚动轴承力、
不平衡量以及碰摩故障的影响，建立含接触角的滚

动轴承柔性碰摩转子系统动力学模型，采用数值
方法分析系统的非线性响应，并利用分岔图、庞加

莱截面图和频谱图讨论转速、轴承游隙、碰摩刚度

以及陀螺效应对系统非线性响应的影响．

１　滚动轴承柔性碰摩转子系统模型

滚动轴承碰摩转子系统动力学模型如图１．

图１　滚动轴承柔性碰摩转子系统动力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｏｆｂａｌｌｂｅａｒｉｎｇｆｌｅｘｉｂｌｅｒｕｂｒｏｔｏｒ

图１中转子系统两端由相同的滚动轴承支承，
质量为分别为ｍＡ和ｍＢ，轴承支反力在ｘ，ｙ方向的
分量分别为 ＦＡｘ，ＦＡｙ和 ＦＢｘ，ＦＢｙ，不计轴的质量，轴
长为ｌ，轴直径为ｄ，圆盘距轴承Ａ距离为ａ，圆盘形
心为ｏ′，质心为ｏ′ｅ，质量为ｍｄ，偏心距为 ｅ，转子自
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转角速度为ω，整个系统受重力的影响．
１．１　非线性滚动轴承力模型

假设轴承外圈与外支承之间刚性连接，内圈与

转子轴之间刚性连接，滚动体等距排列，滚动体与

滚道之间为纯滚动，含接触角的滚动球轴承动力学

模型如图２所示．

图２　角接触滚动球轴承动力学模型

Ｆｉｇ．２　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｏｆａｎｇｕｌａｒｃｏｎｔａｃｔｂａｌｌｂｅａｒｉｎｇ

假设轴承外圈与外支承之间刚性连接，内圈与

转子轴之间刚性连接，滚动体等距排列，滚动体与

滚道之间为纯滚动，含接触角的滚动球轴承动力学

模型如图２所示．轴承外圈滚道半径为 Ｒｏ，内圈滚
道半径为Ｒｉ，轴承游隙为 μ０，滚动体个数为 Ｎｂ，设
轴承外圈角速度为 ωｏｕｔ，内圈角速度为 ωｉｎ，滚动体
绕轴承中心的公转角速度（保持架角速度）为

ωｃａｇｅ．由滚动轴承的运动关系得到 ωｏｕｔ＝０，ωｉｎ＝ω，
则：

ωｃａｇｅ＝
ωｉｎＲｉ
Ｒｏ＋Ｒｉ

＝
ωＲｉ
Ｒｏ＋Ｒｉ

（１）

设φｊ为第ｊ个滚动体角位置，则任意ｔ时刻：

φｊ＝ωｃａｇｅｔ＋
２π
Ｎｂ
（ｊ－１）＝

ωＲｉ
Ｒｏ＋Ｒｉ

ｔ＋２πＮｂ
（ｊ－１）

（２）
式中，ｊ＝１，２，３…Ｎｂ．该滚动体的接触变形量为：

δｊ＝ｘＡｃｏｓφｊ＋ｙＡｓｉｎφｊ－μ０ （３）
式中，ｘＡ和ｙＡ分别为轴承Ａ在ｘ，ｙ方向的位移．

考虑到接触力的非负性，当 δｊ＞０时表示有接
触力产生，当δｊ≤０时，表示无接触力产生．由赫兹
点接触理论可知，第ｊ个滚动体的接触力：

Ｑｊ＝ｋｂδｊ
３／２ （４）

式中，ｋｂ为滚动体与滚道之间的赫兹接触刚度．
忽略转子轴向变形，第 ｊ个滚动体接触力在 ｘ

和ｙ方向的分量分别为：

Ｆｊｘ＝Ｑｊｒｃｏｓφｊ
Ｆｊｙ＝Ｑｊｒｓｉｎφ{

ｊ

（５）

则轴承Ａ非线性滚动轴承力可以表示为：

ＦＡｘ ＝∑
Ｎｂ

ｊ＝１
ｋｂδｊ＋

３／２ｃｏｓαｃｏｓφｊ

ＦＡｙ ＝∑
Ｎｂ

ｊ＝１
ｋｂδｊ＋

３／２ｓｉｎαｓｉｎφ
{

ｊ

（６）

式中，“＋”表示取括号内的正值．滚动体通过载荷
作用线的频率即轴承变刚度振动频率ｆＶＣ表示为：

ｆＶＣ＝
ωｃａｇｅＮｂ
２π

＝
ωＲｉＮｂ

２π（Ｒｏ＋Ｒｉ）
＝ｆωＢＮ （７）

式中，ｆω为转子旋转频率，ｆＶＣ为 ｆω的 ＢＮ倍，ＢＮ为
滚动轴承变刚度振动参数．
１．２　碰摩力模型

图３　碰摩力模型

Ｆｉｇ．３　Ｍｏｄｅｌｏｆｒｕｂｂｉｎｇｆｏｒｃｅ

假定转、静子之间的碰撞为径向弹性碰撞，转

静碰摩间隙为δ０，转、静子之间的摩擦系数为 μ，转
子和静子之间符合库伦摩擦定律，图３为转子局部

碰摩力模型．转子圆盘的径向位移δｄ＝ ｘ
２＋ｙ槡

２，其

中ｘ，ｙ为圆盘形心位移，当δｄ＜δ０时，不发生碰摩，
当δｄ≥δ０时，则碰摩处的正压力Ｐｎ和切向力Ｐｔ分
别为：

Ｐｎ＝ｋｒ（δｄ－δ０）

Ｐｔ＝μ×Ｐ{
ｎ

（８）

式中，ｋｒ为碰摩刚度，如图１所示．碰摩力在 ｘ，ｙ方
向的分力表示如下：

Ｐｘ＝－ｋｒ（δｄ－δ０）ｃｏｓφ＋μ×ｋｒ（δｄ－δ０）ｓｉｎφ

Ｐｙ＝－ｋｒ（δｄ－δ０）ｓｉｎφ－μ×ｋｒ（δｄ－δ０）ｃｏｓ{ φ

（９）
式中，转子角位移φ＝ωｔ．
１．３　系统动力学模型

由柔度系数法，不考虑支承位移轴的柔度矩阵：

４５１
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ａ＝

ａ２（ｌ－ａ）２
３ＥＩｌ

ａ（ｌ－ａ）（ｌ－２ａ）
３ＥＩｌ

ａ（ｌ－ａ）（ｌ－２ａ）
３ＥＩｌ

ｌ２－３ｌａ＋３ａ２
３











ＥＩｌ

＝Ｋ－１ｃ

（１０）
式中，Ｅ为轴弹性模量，Ｉ为轴截面惯性矩，对称转子
取ａ＝０．５ｌ．考虑轴承支承变形时转子的刚度矩阵：

Ｋ＝
Ｋｃ －ＫｃΦ

－ΦＴＫｃ Φ
ＴＫｃ[ ]Φ ＝

ｋ１１ ｋ１２ ｋ１３ ｋ１４
ｋ２１ ｋ２２ ｋ２３ ｋ２４
ｋ３１ ｋ３２ ｋ３３ ｋ３４
ｋ４１ ｋ４２ ｋ４３ ｋ













４４

（１１）

式中Φ＝１ｌ
ｌ－ａ ａ
－[ ]１ １

考虑圆盘对称放置，滚动轴承支承自由度缩减

为２个，考虑圆盘位移和陀螺效应系统变成６个自
由度，利用Ｌａｇｒａｎｇｅ方程建立系统运动微分方程．

ｍｄ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋ１１ｘ＋ｋ１２α＋２ｋ１３ｘＡ

　＝ｍｄｅω
２ｃｏｓ（ωｔ）＋Ｐｘ

Ｊｄα̈＋ｃαα＋Ｊｐωβ＋ｋ２１ｘ＋ｋ２２α＝０

ｍＡｘ̈Ａ＋ｃｂｘＡ＋ｋ３１ｘ＋ｋ３２α＋ｋ３３ｘＡ＝ＦＡｘ
ｍｄ̈ｙＡ＋ｃｙ＋ｋ１１ｙ＋ｋ１２β＋２ｋ１３ｙＡ

　＝ｍｄｅω
２ｓｉｎ（ωｔ）＋Ｐｙ－ｍｄｇ

Ｊｄ̈β＋ｃββ－Ｊｐωα＋ｋ２１ｙ＋ｋ２２β＝０

ｍＡｙ̈Ａ＋ｃｂｙＡ＋ｋ３１ｙ＋ｋ３１β＋ｋ３３ｙＡ＝ＦＡｙ－ｍＡ



















ｇ

（１２）
式中α、β，α、β和 α̈、̈β分别为圆盘绕 ｙ、ｘ轴的偏摆
角位移，角速度和角加速度．不考虑陀螺效应时转
子系统运动微分方程为：

ｍｄ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋ１１ｘ＋２ｋ１３ｘＡ＝ｍｄｅω
２ｃｏｓωｔ＋Ｐｘ

ｍＡｘ̈Ａ＋ｃｂｘＡ＋ｋ３１ｘ＋ｋ３３ｘＡ＝ＦＡｘ

ｍｄ̈ｙ＋ｃｙ＋ｋ１１ｙ＋２ｋ１３ｙＡ＝ｍｄｅω
２ｓｉｎωｔ＋Ｐｙ－ｍｄｇ

ｍＡｙ̈Ａ＋ｃｂｙＡ＋ｋ３１ｙ＋ｋ３３ｙＡ＝ＦＡｙ－ｍＡ













ｇ

（１３）
式中，ｘ，ｙ为圆盘形心位移分量，ｘＡ，ｙＡ分别为轴承
Ａ位移分量，Ｊｐ为圆盘极转动惯量，Ｊｄ为赤道转动
惯量，ｃ，ｃα和 ｃβ为圆盘处阻尼，ｃｂ为滚动轴承阻
尼，ｋｉｊ为刚度系数，ｉ、ｊ＝１，２，３，４，可由式（１１）求得，
ｔ为时间，ｇ为重力加速度．

２　滚动轴承柔性碰摩转子非线性响应分析

参数选取：ｍｄ＝３２ｋｇ，ｍＡ＝４ｋｇ，ｅ＝１０μｍ，Ｊｐ
＝０．７ｋｇ·ｍ２，Ｊｄ＝０．３５ｋｇ·ｍ

２，ｌ＝０．５ｍ，ｄ＝４０

ｍｍ，ａ＝０．５，Ｅ＝２．０９×１０５ＭＰａ，μ０＝１０μｍ，Ｒｉ＝

４０．１ｍｍ，Ｒｏ＝６３．９ｍｍ，ｋｂ＝１３．３４×１０
９Ｎ／ｍ３／２，

Ｎｂ＝９，α＝１５°；ｃ＝２１００Ｎ·ｓ／ｍ，ｃｂ＝１０５０Ｎ·ｓ／

ｍ，ｃα＝ｃβ＝１０５０Ｎ·ｓ／ｍ，ｋｒ＝１×１０
７Ｎ／ｍ，δ０＝５５

μｍ，μ＝０．１．系统动力学模型中轴承力具有高度非
线性，首先对不考虑陀螺效应时系统运动微分方程

组（１３）采用变步长四阶 Ｒｕｎｇｅｋｕｔｔａ法求解，积分
步长取转子旋转周期的１／２００，共计算６００个周期，
取后５０个周期作为系统的稳态解，将数值解与非
线性理论结合分析了系统转速、轴承游隙、碰摩刚

度对转子系统非线性动力学响应的影响；然后对于

考虑陀螺效应的运动微分方程组（１２）进行数值求
解，分析了陀螺效应对系统响应的影响．
２．１　转速对系统响应的影响

取圆盘形心振幅Ａ＝ ｘ２＋ｙ槡
２，图４为无碰摩时

转子振幅Ａ随转速ω的分岔图，图５为碰摩时转子
形心振幅Ａ随转速ω分岔图．

考虑碰摩时，转速 ω＝１０～２１０ｒａｄ／ｓ时系统
为拟周期运动，ω＝２１０～４９０ｒａｄ／ｓ时系统为单周
期运动，ω＝４９０ｒａｄ／ｓ时系统出现２倍周期分岔，ω
＝５３０～７３０ｒａｄ／ｓ时系统为单周期运动，ω＝７３０
ｒａｄ／ｓ系统出现２倍周期分岔，随着转速逐渐接近
转子临界转速１０１０ｒａｄ／ｓ，系统振幅迅速增加，当ω
＝１６９０～２０９０ｒａｄ／ｓ时，系统做拟周期／混沌运动，
之后进入单周期运动状态．对比图４和图５可以看
出，无碰摩时，系统临界转速为５００ｒａｄ／ｓ，碰摩时，

图４　无碰摩时系统随ω分岔图

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｌｏｔｓｗｉｔｈω（ｎｏｒｕｂｂｉｎｇ）

５５１
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由于碰摩刚度的存在，转子系统临界转速和共振幅

值均有所提高，且碰摩转子运动更为复杂，无论碰

摩或者未碰摩时，在 ω＝２５３０ｒａｄ／ｓ和２６９０ｒａｄ／ｓ
左右系统振幅均出现了跳跃现象．图 ６为 ω＝２０
ｒａｄ／ｓ时碰摩转子圆盘形心ｘ方向时域波形和频谱
图，图７为 ω＝８５０ｒａｄ／ｓ时系统响应图，图８为 ω
＝２８００ｒａｄ／ｓ时系统响应图．

图５　碰摩转子系统随ω分岔图

Ｆｉｇ．５　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｌｏｔｓｗｉｔｈω（ｒｕｂｂｉｎｇ）

图６　ω＝２０ｒａｄ／ｓ时系统响应图

Ｆｉｇ．６　Ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍｒｅｓｐｏｎｓｅｗｈｅｎω＝２０ｒａｄ／ｓ

图７　ω＝８５０ｒａｄ／ｓ时系统响应图

Ｆｉｇ．７　Ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍｒｅｓｐｏｎｓｅｗｈｅｎω＝８５０ｒａｄ／ｓ

图８　ω＝２８００ｒａｄ／ｓ时系统响应图

Ｆｉｇ．８　Ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍｒｅｓｐｏｎｓｅｗｈｅｎω＝２８００ｒａｄ／ｓ

从图６中时域波形图可以看出，该转速下系统
每个波形周期中有小幅振动，这主要是由于滚动体

通过载荷区时轴承刚度变化引起的，在频谱图上表

现为滚动体通过频率ｆＶＣ峰值及其谐波，文献［３］的
研究也表明，低转速时系统响应为滚动体的通过频

率及其谐波，从图５可以看出，该转速下圆盘形心
振幅小于碰摩间隙，表明此时系统未发生碰摩．从
图７可以看出，当ω＝８５０ｒａｄ／ｓ时系统虽然发生碰
摩但碰摩力较小，同时转子转速的增高使系统主要

表现为不平衡激振频率 ｆω峰值及其谐波．从图 ８
可以看出，ω＝２８００ｒａｄ／ｓ时由于不平衡激励远远
大于轴承的变刚度激励和碰摩激励，此时系统做单

周期运动．
２．２　轴承游隙对系统响应的影响

图９为ω＝１５００ｒａｄ／ｓ，ｅ＝２０μｍ时转子圆盘
形心幅值随轴承游隙 μ０的分岔图．可以看出当滚
动轴承游隙μ０＝－２０～１４μｍ时系统为单周期运
动，且系统振幅受轴承负游隙的影响较小，但随着

正的轴承游隙的增加，系统振幅逐渐增大；当轴承

游隙μ０＝１４μｍ时系统进入混沌运动．图１０为 μ０
＝１８μｍ时，圆盘形心 ｘ方向响应图，可以看出此
时系统处于混沌运动状态．

图９　系统随轴承游隙μ０分岔图

Ｆｉｇ．９　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｌｏｔｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈμ０

图１０　μ０＝１８μｍ转子系统响应图

Ｆｉｇ．１０　Ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍｒｅｓｐｏｎｓｅｗｈｅｎμ０＝１８μｍ
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２．３　碰摩刚度对系统响应的影响
图１１为 ω＝２８００ｒａｄ／ｓ时圆盘形心振幅随碰

摩刚度ｋｒ的分岔图，从图中可以看出当ｋｒ＝１×１０
６

～３．３４×１０７Ｎ／ｍ时系统为单周期运动，ｋｒ＝３．３４

×１０７～４．０×１０７Ｎ／ｍ时系统为拟周期／混沌运动，
ｋｒ大于４×１０

７Ｎ／ｍ时系统做单周期运动．图１２为

碰摩刚度ｋｒ＝３．８×１０
７Ｎ／ｍ时系统响应．

图１１　系统随碰摩刚度ｋｒ的分岔图

Ｆｉｇ．１１　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｌｏｔｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｋｒ

图１２　转子系统响应图

Ｆｉｇ．１２　Ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍｒｅｓｐｏｎｓｅ

２．４　陀螺效应对系统响应的影响
图１３为相同参数下考虑陀螺效应时滚动轴承

柔性对称碰摩转子系统随转速ω的分岔图．

图１３　考虑陀螺效应时系统随ω分岔图

Ｆｉｇ．１３　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｌｏｔｓｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃｅｆｆｅｃｔ

对比图１３和图５可以看出，当 ω＜１６９０ｒａｄ／ｓ

时陀螺效应对系统的响应几乎没有影响；当不考虑

陀螺效应时，ω＝１６９０～２０９０ｒａｄ／ｓ系统处于混沌
运动，ω＝２０９０～２４９０ｒａｄ／ｓ系统为单周期运动，而
考虑陀螺效应时ω＝１６９０～２４９０ｒａｄ／ｓ系统处于混
沌运动状态，这主要是由于当转子转速较高时，转

子轴产生高阶非对称弯曲振动，陀螺力矩使对称转

子系统圆盘发生偏摆，使系统在 ω＝２０９０～２４９０
ｒａｄ／ｓ转速范围内依然处于混沌／多周期运动状态．
图１４为考虑陀螺效应时转子系统在ω＝２２００ｒａｄ／ｓ
的响应图．

图１４　ω＝２２００ｒａｄ／ｓ系统响应图

Ｆｉｇ．１４　Ｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍｒｅｓｐｏｎｓｅｗｈｅｎω＝２２００ｒａｄ／ｓ

３　结论

１）建立了含接触角的滚动轴承柔性碰摩转
子系统动力学模型，在模型中考虑了非线性滚动轴

承力、不平衡量及碰摩故障，采用数值方法分析了

系统参数变化对转子动力响应的影响．
２）结果表明，低转速时系统响应主要为轴承

滚动体的通过频率及其谐波，转速较高时转子不平

衡和碰摩故障对系统的影响逐渐占据主导地位，滚

动轴承变刚度振动的影响则相对减弱；当转子转速

较低时，陀螺效应对柔性对称转子系统影响非常

小，可以忽略不计，但转子转速较高时陀螺效应对

转子的非线性动力响应的影响不可忽略．
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