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一类参数激励和外激励联合作用下

四边简支薄板的周期解

孙敏　张伟　陈建恩　周艳
（北京工业大学机电学院，北京　１００１２４）

摘要　研究了一类参数激励和外激励联合作用下四边简支薄板在１：１内共振下的周期解分叉．首先，根据

ｖｏｎＫａｒｍａｎ方程推导出四边简支薄板的运动控制方程，利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到参数激励和外激励联合作用

下的两个自由度的运动方程．然后，通过引入周期变换和相应的Ｐｏｉｎｃａｒé映射推广了次谐 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法．最

后，对系统进行数值模拟验证了理论的正确性．
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引 言

近二十几年来，关于薄板的非线性振动、分叉

和混沌动力学的研究取得了一些进展，Ｈａｄｉａｎ和
Ｎａｙｆｅｈ［１］利用多尺度法分析了谐波激励作用下的
非线性夹紧圆板混合内共振情形的响应．Ｙａｎｇ和
Ｓｅｔｈｎａ［２］用平均法分析了参数激励正方形板的局
部分叉和全局分叉，研究结果表明系统存在异宿环

和Ｓｍａｌｅ马蹄意义的混沌运动．Ｆｅｎｇ和Ｓｅｔｈｎａ［３］用
全局摄动方法进一步研究了参数激励下薄板的分

叉和混沌动力学，他们得到了 Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ同宿轨道
和混沌运动存在的条件．Ｚｈａｎｇ等人［４，５］研究了参

数激励和外激励联合作用下的简支矩形薄板规范

形方程的全局分叉和混沌动力学．Ａｗｒｅｊｃｅｗｉｃｚ等
人［６］研究了在一侧受到纵向的随时间变化的载荷

柔薄板的周期，概周期及混沌运动．
动力系统周期运动的存在性，是一个重要的理

论和应用问题，考虑一扰动的四维非自治微分方程

系统，假设其未扰动系统有一族周期轨道，研究这

族周期轨道中哪些在扰动后仍然保存下来，且保存

有多少个周期轨道，这是一个通常称为 Ｐｏｉｎｃａｒｅ分
叉的经典问题．Ｌｉ等人［７］把非线性系统分叉理论

应用到一个实际的机械系统上，研究了参数激励和

外激励下的一般机械系统的多极限环分叉．Ｙａ
ｇａｓａｋｉ［８］发展了周期受迫的平面Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的次

谐Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法，然后研究了该受迫系统在退缩共
振和非退缩共振情况下的各种分叉．Ｂｏｉｎｎ［９］利用
谐波平衡法和 Ｍｅｌｎｋｉｏｖ积分研究了一类高维非线
性系统次调和解分叉．本文将次谐Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法推
广到四维非线性系统，给出该类系统在参数的小扰

动下产生孤立周期解的一个判定方法．

１　运动方程的建立

研究四边简支矩形薄板，其边长为 ａ和 ｂ，厚
度是ｈ，薄板同时受横向激励和面内激励，所建立
的直角坐标系如图１．坐标系 Ｏｘｙ位于薄板的中面
上，ｕ，ｖ和ｗ分别表示薄板中面上的一点在 ｘ，ｙ和
ｚ方向的位移，薄板面内的激励为ｐ＝ｐ０－ｐ１ｃｏｓΩ２ｔ．

图１　矩形薄板的模型及坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｔｈｉｎｐｌａｔｅａｎｄｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

根据薄板的 ｖｏｎＫａｒｍａｎ方程，可以得到矩形
薄板的运动方程如下：

Ｄ４ｗ＋ρｈ
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　２
２ｗ
ｘｙ

２
ｘｙ

＋μｗ
ｔ２
＝Ｆ（ｘ，ｙ）ｃｏｓΩ１ｔ （１）

４＝Ｅｈ［ 
２ｗ
ｘ( )ｙ－

２ｗ
ｘ２
２ｗ
ｙ２
］ （２）

这里ρ是薄板的密度，Ｄ＝Ｅｈ３／（１２（１－ｖ２））
是弯曲刚度，Ｅ是杨氏模量，ｖ是 Ｐｏｓｓｉｏｎ比，是应
力函数，μ阻尼系数．
简支边界条件为

当ｘ＝０，ａ，ｗ＝
２ｗ
ｘ２
＝０； （３）

当ｙ＝０，ｂ，ｗ＝
２ｗ
ｙ２
＝０ （４）

考虑薄板的第一、二模态的非线性振动，那么，

ｗ的表示形式如下：

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｕ１（ｔ）ｓｉｎ
πｘ
ａｓｉｎ

３πｙ
ｂ ＋

　ｕ２（ｔ）ｓｉｎ
３πｘ
ａｓｉｎ

πｙ
ｂ

这里ｕｉ（ｔ）（ｉ＝１，２）分别表示两个模态的振幅，横
向激励可以表示成

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｆ１ｓｉｎ
πｘ
ａｓｉｎ

３πｘ
ｂ ＋Ｆ２ｓｉｎ

３πｘ
ａｓｉｎ

πｙ
ｂ

这里Ｆｉ（ｉ＝１，２）代表两个非线性模态的横向受迫
激励的振幅．应用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法就得到无量纲运动
方程如下：

ｘ̈１＋εμｘ１＋（ω
２
１＋２εｆ１ｃｏｓΩ２ｔ）ｘ１＋ε（α１ｘ

３
１＋

　α２ｘ１ｘ
２
２）＝εＦ１ｃｏｓΩ１ｔ，

ｘ̈２＋εμｘ２＋（ω
２
２＋２εｆ２ｃｏｓΩ２ｔ）ｘ２＋ε（β１ｘ

３
２＋

　β２ｘ
２
１ｘ２）＝εＦ２ｃｏｓΩ１ｔ （５）

２　四维次谐Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法

在这一部分研究如下一类四维非线性非自治

系统的周期运动：

ｘ＝ＪＤＨ１（ｘ）＋εｇ（ｘ，ｙ，ωｔ；ｕ）
ｙ＝ＪＤＨ２（ｙ）＋εｆ（ｘ，ｙ，ωｔ；ｕ） （６）

其中ｘ＝（ｘ１，ｘ２）∈Ｒ
２，ｙ＝（ｙ１，ｙ２）∈Ｒ

２，０＜ε１，ｕ

∈Ｒ为参数，Ｊ＝
０ １
－( )１ ０

．并且，Ｈｊ：Ｒ
２→Ｒ足够光

滑，ｇ（ｘ，ｙ，；ｕ）和ｆ（ｘ，ｙ，；ｕ）是关于周期为２π
的函数．

当ε＝０时，系统（６）退化为如下两个相互独
立的两自由度的Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ系统：

ｘ＝ＪＤＨ１（ｘ），ｙ＝ＪＤＨ２（ｙ） （７）

对未扰动系统（７）作如下假设：
Ａ１．每个方程都有一族周期轨道，其表达式分

别为Ｌ１＝｛ｘ
ｈ１｜Ｈ１（ｘ１，ｘ２）＝ｈ１｝和Ｌ２＝｛ｙ

ｈ２｜Ｈ２（ｙ１，

ｙ２）＝ｈ２｝，其中ｈｊ∈Ｊ，Ｊ为开区间，ｊ＝１，２．

Ａ２．ｘｈ１（ｔ）和ｙｈ２（ｔ）关于 ｈ是 Ｃｒ的，其周期记

为Ｔ１和Ｔ２，而且
ｄｊＴｉ
ｄｈｊｉ
＝０，ｊ＝１，２，…．

Ａ３．存在互素的正整数 ｍｊ和 ｎｊ，ｊ＝１，２，满足

Ｔ１（ｈ１）
Ｔ ＝

ｍ１
ｎ１
，
Ｔ２（ｈ２）
Ｔ ＝

ｍ２
ｎ２
，其中Ｔ＝２π

ω
．

周期变换

ｘ＝Ｇ（θ１，ｈ１）＝ｑ（
Ｔ１（ｈ１）
２π θ１，ｈ１）和 ｙ＝Ｐ（θ２，

ｈ２）＝ｐ（
Ｔ２（ｈ２）
２π θ２，ｈ２）将系统（６）转化为如下系统：

ｈ·１＝εＦ１（ｈ１，ｈ２，θ１，θ２，ωｔ），

θ·１＝Ω１（ｈ１）＋εＱ１（ｈ１，ｈ２，θ１，θ２，ωｔ），

ｈ·２＝εＦ２（ｈ１，ｈ２，θ１，θ２，ωｔ），

θ·２＝Ω２（ｈ２）＋εＱ２（ｈ１，ｈ２，θ１，θ２，ωｔ） （８）

其中，Ｆ１＝ＤＨ１（Ｇ）ｇ，Ｑ１＝Ω１
ｇ∧Ｇｈ１

ＪＤＨ１（Ｇ）∧Ｇｈ１
，

Ｑ２＝Ω２
ｆ∧Ｐｈ２

ＪＤＨ２（Ｐ）∧Ｐｈ２
，Ｆ２＝ＤＨ２（Ｐ）ｆ，

Ω１＝
２π
Ｔ１
，Ω２＝

２π
Ｔ２
．

令ｈ＝（ｈ１，ｈ２），θ＝（θ１，θ２），在相空间 Ｒ
２×Ｔ２×Ｓ１

中定义如下形式的横截面：

Σ＝｛（ｈ，θ，φ）∈Ｒ２×Ｔ２×Ｓ１｜φ＝０｝

其中Ｔ２＝Ｓ１×Ｓ１为二维环面．

对系统（８）定义如下Ｐｏｉｎｃａｒé映射

Ｐε：（ｈ（０），θ（０））→（ｈ（Ｔ），θ（Ｔ）），
其中

（ｈ（ｔ），θ（ｔ），ωｔ）＝（ｈ１（ｔ），ｈ２（ｔ），

　θ１（ｔ），θ２（ｔ），ωｔ）
为系统（８）的解．

因此ｍ０次复合映射Ｐ
ｍ０
ε 为

Ｐｍ０ε：（ｈ（０），θ（０））→（ｈ（ｍ０Ｔ），θ（ｍ０Ｔ））．

其中ｍ０为ｍ１和ｍ２的最小公倍数．

系统（８）的周期解的存在性等价于Ｐｍ０ε 的不动
点的存在性．经计算可得

　Ｐｍ０ε：（ｈ（０），θ（０））→（ｈ（ｍ０Ｔ），θ（ｍ０Ｔ））

０５１
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ｈ０１　θ０１
ｈ０２　θ( )

０２

→
ｈ０１＋εＭ１　θ０１＋Ω１（ｈ０１）ｍ０Ｔ＋εＭ２
ｈ０２＋εＭ３　θ０２＋Ω２（ｈ０２）ｍ０Ｔ＋εＭ( )

４

＋

　Ｏ（ε２）
其中

Ｍ１＝∫
ｍ０Ｔ

０
Ｆ１（ｈ０１，θ０１＋Ω１ｔ，ｈ０２，θ０２＋Ω２ｔ，ωｔ）ｄｔ

Ｍ２ ＝∫
ｍ０Ｔ

０
Ｑ１（ｈ０１，θ０１＋Ω１（ｈ０１）ｔ，ｈ０２，θ０２＋

　Ω２（ｈ０２）ｔ，ωｔ）ｄｔ

Ｍ３＝∫
ｍ０Ｔ

０
Ｆ２（ｈ０１，θ０１＋Ω１ｔ，ｈ０２，θ０２＋Ω２ｔ，ωｔ）ｄｔ

Ｍ４ ＝∫
ｍ０Ｔ

０
Ｑ２（ｈ０１，θ０１＋Ω１（ｈ０１）ｔ，ｈ０２，θ０２＋

　Ω２（ｈ０２）ｔ，ωｔ）ｄｔ
则有如下定理：

定理：　假设存在一点 Ｐ＝（ｈ０１，θ０１，ｈ０２，θ０２）为未

扰动系统的初值，满足共振条件
Ｔ１（ｈ０１）
Ｔ ＝

ｍ１
ｎ１
，

Ｔ２（ｈ０２）
Ｔ ＝

ｍ２
ｎ２
，并且如下条件成立：

（Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３，Ｍ４）
（ｈ０１，θ０１，ｈ０２，θ０２[ ]）（ｈ０１，θ０１，ｈ０２，θ０２）

≠ ０，和 Ｍｉ

（ｈ０１，θ０１，ｈ０２，θ０２）＝０，ｉ＝１，２，３，４，则对任意小的

ε，映射Ｐｍ０ε 在Ｐ点附近存在一个不动点，因此原系
统存在周期为ｍ０Ｔ的周期轨道．

３　四边简支薄板的周期解

本部分利用次谐 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法研究薄板的周
期运动．考虑如下共振关系：

ω１＝ω２＝ω，Ω１＝Ω２＝２ω１，

则
ｍ１
ｎ１
＝
Ω１
ω１
＝２，
ｍ２
ｎ２
＝
Ω２
ω２
＝２，因此ｍ０＝２．

通过计算可得：

Ｍ１（ｈ０，θ０）＝
２πｆ１ｈ０１
ω
ｓｉｎ２θ０１＋

　
πｈ０１ｈ０２α２
ω２

ｓｉｎ２（θ０１－θ０２）－２μπｈ０１

Ｍ２（ｈ０，θ０）＝
－ｆ１πｃｏｓ２θ０１
ω２

＋
３πα１ｈ０１
２ω３

＋

　
πα２ｈ０２
ω３

＋
πα２ｈ０２
２ω３

ｃｏｓ（２θ０１－２θ０２）

Ｍ３（ｈ０，θ０）＝
－２πｆ２ｈ０２
ω

ｓｉｎ２θ０２＋

　
πｈ０１ｈ０２β２
ω２

ｓｉｎ２（θ０２－θ０１）－２μπｈ０２

Ｍ４（ｈ０，θ０）＝
－ｆ２πｃｏｓ２θ０２
ω２

＋
３πβ１ｈ０２
２ω３

＋

　
πβ２ｈ０１
ω３

＋
πβ２ｈ０１
２ω３

ｃｏｓ（２θ０１－２θ０２）

如果ｆ１＝ｆ２＝ｆ，θ０１＝θ０２，
μ２ω２

ｆ２
＋
９（β１ｈ０２＋β２ｈ０１）

２

４ｆ２ω２
＝

１，α１ｈ０１＋α２ｈ０２＝β１ｈ０２＋β２ｈ０１，
则

Ｍｉ（ｈ０，θ０）＝０，ｉ＝１，２，３，４．
可以得到

Ｋ＝
１８π４ｈ０１ｈ０２（２ωｆ

２－２μ２ω３－ｆｃｏｓ（２θ０１））Ｃ
ω９

其中

Ｋ＝ 
（Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３，Ｍ４）
（ｈ０１，θ０１，ｈ０２，θ０２[ ]）（ｈ０１，θ０１，ｈ０２，θ０２）

Ｃ＝（ｈ０１β２＋ｈ０２α２）（α１β１－α２β２），

因此当Ｃ≠０，μωｆ１
＜１和４ω２ｆ２－４μ２ω４≠３（α１ｈ０１

＋α２ｈ０２）时Ｋ≠０，则原系统存在一周期为２Ｔ的周
期解．

４　数值模拟

为了进一步说明薄板存在周期运动，我们对其

进行数值模拟，得出波形图和相图如图２所示．所
选参数为ｆ１＝ｆ２＝９．５，Ｆ１＝Ｆ２＝１００，μ＝０．９５，ω１＝
１０，ω２＝１０，Ω１＝Ω２＝２０，α１＝β１＝４１／８，α２＝β２＝
５９／８，ｘ１０＝ｘ２０＝０，ｙ１０＝０．２，ｙ２０＝０．２．

图２　周期运动的数值结果

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｒｅｓｕｌｔｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
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５　结论

目前，对高维非线性系统复杂动力学的理论

研究仍然是国内外科学研究的前沿课题．在本文
中，我们首次利用次谐 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数研究了在参
数激励和外激励联合作用下四边简支薄板的周期

解分叉．通过对一类四维非线性非自治系统引入周
期变换及Ｐｏｉｎｃａｒé映射得到判断周期解存在的次
谐Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数，则原系统的周期解就对应于该函
数的零点．利用该方法我们直接计算出了薄板在
１：１内共振情况下的次谐 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数，并给出了
薄板存在周期解的参数取值范围．为了验证理论分
析结果的正确性，我们利用四阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法
进行数值模拟，数值模拟结果表明，在一定的参数

条件下，参数激励和外激励联合作用下四边简支薄

板能够产生周期运动．
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