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弹性支撑浅拱的非线性动力行为分析
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摘要　本文研究了两端转角均为转动弹簧支撑的铰支浅拱在外激励作用下的非线性动力学行为．基于弹性

支撑浅拱的基本动力控制方程，采用多尺度法对内共振进行了摄动分析，并得到了极坐标形式的平均方程．

弹性约束的刚度通过特征方程影响结构的自振频率和模态，且与平均方程的相关系数一一对应，文中还以

最低两阶模态之间１：１内共振为对象进行了数值分析．结果显示系统存在模态交叉与转向两种内共振形

式，另一方面结构参数处于某一范围之内时外激励激发的模态作用可导致出现准周期运动和混沌运动．

关键词　浅拱，　转动弹性支撑，　内共振，　分岔，　模态转向

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０２０

引 言

拱结构［１］线形优美、受力性能良好，有着广泛的

工程背景．国内外学者对各种外荷载作用下的静、动
力学进行了深入的研究，涉及到几何缺陷［２］、承载能

力［３－５］、跳跃屈曲［６－７］及分岔混沌［８－１０］等各个方面．
这些研究中，拱的边界一般假定为理想的固支或铰

支，实际上在工程实践中拱的边界在某些情况下不

能简单地视为铰支或固支，如柔性系杆拱中存在系

杆使得其力学模型可抽象为水平弹性支撑拱；另外

一些机械拱臂或曲臂是存在平动和转动的弹性约

束．对于弹性和粘弹性边界结构的研究主要集中于
梁［１１－１２］，较少涉及到拱的动力行为．由于拱结构与
相邻结构共同承受载荷，动力荷载下基础变形引起

附加惯性力，将对结构的动力响应产生影响，因此采

用弹性支撑边界来研究结构的动力行为更加合理．
本文以两端转动弹性约束浅拱为研究对象，采用多

尺度法［１３］分析最低两阶模态之间的１：１内共振现
象及相应的分岔、混沌等非线性动力学行为．

１　分析模型

１．１基本方程
图１所示直角坐标系 ｏ^－^ｘ^ｙ下跨径为的两端

转动弹性支撑浅拱，弹簧刚度分别为 ｋ＾１和 ｋ
＾
２，^ｙ０

（^ｘ）为初始时刻的拱轴线，^ｙ（^ｘ，ｔ^）为 ｔ^时刻在外荷
载ｆ（^ｘ，ｔ^）作用下的位置．引入基本假定（１）平截面
假定；（２）不考虑剪切变形和转动惯量；（３）零初始
轴向力，动力学控制方程可写为［１３］：

图１　转动弹性支撑浅拱结构示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｔｏｒｓｉｏｎａｌｓｐｒｉｎｇｓｕｐｐｏｒｔ
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）２ｄ^ｘ－ｃ^
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－ｆ（^ｘ，ｔ^） （１）

其中Ａ为截面积，Ｉ为转动惯量，ρ为密度，Ｅ为弹
性模量，^ｃ为阻尼系数，边界条件为：

ｘ^＝０：　ｙ^＝０，ＥＩ
２ｙ^
ｘ^２
－ｋ＾１
^ｙ
ｘ^
＝０ （２）

ｘ^＝ｌ：　ｙ^＝０，ＥＩ
２ｙ^
ｘ^２
＋ｋ＾２
^ｙ
ｘ^
＝０ （３）
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引入如下无量纲参变量

ｘ＝ｘ^ｌ；　ψ＝
ｙ^０
ｒ；　ｕ＝

ｙ^
ｒ；　ｔ＝ｔ^

ＥＩ
ρＡｌ槡 ４ （４）

其中ｒ是截面的转动惯量，方程可无量纲化如下

２ｕ
ｔ２
＋

４ｕ
ｘ４
－ｄ

２ψ
ｄｘ２∫

１

０

ｕ
ｘ
ｄψ
ｄｘｄｘ＝

２ｕ
ｔ２∫

１

０

ｕ
ｘ
ｄψ
ｄｘｄｘ＋

　 １２
ｄ２ψ
ｄｘ２∫

１

０
（
ｕ
ｘ
）２ｄｘ＋１２

２ｕ
ｔ２∫

１

０
（
ｕ
ｘ
）２ｄｘ－

　ε２ｃｕｔ
－ε３ＦｃｏｓΩｔ （５）

式中ε是无量纲小参数，ε２ｃ＝ｌ２／ρ槡ＡＥＩ^ｃ，ε
３ＦｃｏｓΩｔ

＝（ｌ４／ＥＩｒ）ｆ（^ｘ，ｔ^）为谐波激励，ε３Ｆ是其幅值，方程
对应的边界为

ｕ＝０，
２ｕ
ｘ２
－ｋ１
ｕ
ｘ
＝０ａｔ　ｘ＝０ （６）

ｕ＝０，
２ｕ
ｘ２
＋ｋ１
ｕ
ｘ
＝０ａｔ　ｘ＝１ （７）

其中ｋ１＝ｋ
＾
１ｌ／ＥＩ和 ｋ２＝ｋ

＾
２ｌ／ＥＩ是无量纲转动弹簧

刚度，并在后续摄动分析中假定为Ｏ（１）．

１．２　自振特性

将式（５）中阻尼、外荷载和非线性项去掉，可
得用于分析结构自振频率和模态的方程

２ｕ
ｔ２
＋Ｌｕ＝

２ｕ
ｔ２
＋

４ｕ
ｘ４
－ｄ

２ψ
ｄｘ２∫

１

０

ｕ
ｘ
ｄψ
ｄｘｄｘ＝０

（８）
边界条件仍为（６）和（７），上式中是为了计算方便
引入的正线性自伴微分算子．ｎ阶频率 ωｎ对应正

交模态ｎ（ｘ），将其标准化有∫
１

０
ｍｎｄｘ＝＜ｍ，ｎ

＞＝δｍｎ（δ函数），＜ｍ，Ｌｎ＞＝ω
２
ｎδｍｎ．无量纲浅拱

方程可假定为ψ（ｘ）＝ｂｓｉｎψｘ，ｂ为矢高，正交模态
可以表示为

ｎ（ｘ）＝ｃ１ｃｏｓω
１／２
ｎ ｘ＋ｃ２ｓｉｎω

１／２
ｎ ｘ＋ｃ３ｃｏｓｈω

１／２
ｎ ｘ＋

　ｃ４ｓｉｎｈω
１／２
ｎ ｘ＋ｃ５ｓｉｎπｘ （９）

其中ｃｉ满足（６－８）式的特征方程的系数，ωｎ是特
征解，详细表达式见附录（Ａ１－Ａ５）式．

为考察结构参数变化时自振频率的分布规律，

图２给出了转动约束弹簧刚度ｋ１和ｋ２取两组不同
值时各阶频率随矢高 ｂ的变化图．从中可看到，相
邻阶次模态之间可能发生模态交叉（ｃｒｏｓｓ）或转向
（ｖｅｅｒ）的１：１内共振，且（ａ）ｋ１＝１０，ｋ２＝１０时两种
形式在各递增的相邻模态间交替出现，（ｂ）ｋ１＝１０，

ｋ２＝２０时各相邻模态间只有模态转向，这与两端铰

支或固支［１４］的模态形式存在明显差异．

图２　频率随矢高的变化示意图

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈａｒｃｈｒｉｓｅ

图３　最低两阶频率随（ａ）矢高和（ｂ）弹簧刚度的变化示意图

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈ

（ａ）ａｒｃｈｒｉｓｅａｎｄ（ｂ）ｅｌａｓｔｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

由图２可知 ｋ１＝１０而 ｋ２取不同值时，１：１内
共振的出现形式完全不同且对应参数存在差异，为

进一步研究转动弹簧刚度的影响，图３（ａ）以最低
两阶模态间的１：１内共振为研究对象给出了 ｋ１和
ｋ２取几组不同值时随变化的分布规律，图中５组数
据显示当ｋ１≠ｋ２时两阶模态之间出现转向，ｋ１＝ｋ２
＝１０时则出现交叉．结合图２中的结果，这说明当
两端转动弹簧刚度相同结构完全对称时可能出现

模态交叉，而两端弹簧刚度不同结构不对称时则出

现模态转向．图３（ｂ）则给出了ｋ１从０到２０以公差
５递增的５组数据中ω随ｋ２变化的示意图，图中ｂ
取相应ｋ１和ｋ２＝１０时最低两阶模态发生１：１内共
振的值，即ｂ分别等于６．１，６．５，６．７，６．９和７．０，从
图中可发现在 ｋ２增至一定值时频率值趋于稳定，
两阶模态的频率值除 ｋ１＝１０，ｂ＝６．７这组数据在
ｋ２＝１０附近接近外均有不同大小的差值，这说明了
内共振以模态转向形式为主．

图４则给出了ｋ１＝１０，ｋ２＝２０时最低两阶频率
在转向附近的正交模态分布示意图，可发现模态既

非正对称也非反对称而是由二者组合而成，当ｂ小
于模态转向值７．０时１阶模态以对称成分为主，２阶
模态以反对称成分为主，当ｂ＞７．０时则刚好相反．
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图４　最低两阶频率在转向位置附近的模态分布：

（ａ）＝６．８，（ｂ）＝６．９，（ｃ）＝７．０，（ｄ）＝７．１，（ｅ）＝７．２

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｌｏｎｇｗｉｔｈｔｈｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄ

ｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｗｉｔｈａｒｃｈｒｉｓｅ：（ａ）＝６．８，（ｂ）＝６．９，

（ｃ）＝７．０，（ｄ）＝７．１ａｎｄ（ｅ）＝７．２

２　内共振的摄动分析

为摄动分析方便将方程（５）写为如下形式
ｕ－ν＝０
ν＋Ｌｕ＝Ｇ２（ｕ，ｕ）＋Ｇ３（ｕ，ｕ，ｕ）－

　ε２ｃｕ－ε３ＦｃｏｓΩ
{

ｔ

（１０）

式中上标点表示对ｔ的微分，Ｇ２和Ｇ３分别为二次、
三次非可换非线性微分算子，其表达式为Ｇ２（ｕ，ν）

＝ｕ＂＜ν′，ψ′＞＋（１／２）ψ＂＜ｕ′，ν′＞，Ｇ３（ｕ，ν，ｗ）＝
（１／２）＜ν′，ｗ′＞，上标撇表示对 ｘ的微分．采用多
尺度法对其进行分解，将ｕ和ν的解直接一致展开
为

ｕ（ｘ，ｔ）＝εｕ１（ｘ，Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋

　ε２ｕ２（ｘ，Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋ε
３ｕ３（ｘ，Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋…

ν（ｘ，ｔ）＝εν１（ｘ，Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋

　ε２ν２（ｘ，Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋ε
３ν３（ｘ，Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋













…

（１１）
式中时间Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝εｔ，Ｔ２＝ε

２ｔ，且有 ／ｔ＝Ｄ０＋

ε１Ｄ１＋ε
２Ｄ２＋…，Ｄｎ＝／Ｔｎ．将其代入（１０）式展

开并利用时间参数的独立性可得近似方程如下

ε：　
Ｄ０ｕ１－ν１＝０

Ｄ０ν１＋Ｌｕ１＝{ ０
（１２）

ε２：　
Ｄ０ｕ２－ν２＝－Ｄ１ｕ１
Ｄ０ν２＋Ｌｕ２＝－Ｄ１ν１＋Ｇ２（ｕ１，ｕ１{ ）

（１３）

ε３：　

Ｄ０ｕ３－ν３＝－Ｄ２ｕ１－Ｄ１ｕ２
Ｄ０ν３＋Ｌｕ３＝－Ｄ２ν１－Ｄ１ν２＋

　Ｇ２（ｕ１，ｕ２）＋Ｇ２（ｕ２，ｕ１）＋

　Ｇ３（ｕ１，ｕ１，ｕ１）－ｃν１－ＦｃｏｓΩ










ｔ

（１４）

上述方程组对应的边界条件均为（６）和（７），对于
ｍ和ｎ阶模态之间的相互作用，内共振只与这两阶
模态有关，因此可以将一阶近似方程（１２）的解表
示为

ｕ１＝Ａｍ（Ｔ１，Ｔ２）ｅ
ｉωｍＴ０ｍ（ｘ）＋

　Ａｎ（Ｔ１，Ｔ２）ｅ
ｉωｎＴ０ｎ（ｘ）＋ｃｃ

ν１＝ｉωｍＡｍ（Ｔ１，Ｔ２）ｅ
ｉωｍＴ０ｍ（ｘ）＋

　ｉωｎＡｎ（Ｔ１，Ｔ２）ｅ
ｉωｎＴ０ｎ（ｘ）













＋ｃｃ

（１５）

此处Ａｋ表示ｋ阶复模态的幅值，ｃｃ表示前面项的
共轭项，将上式代入二阶近似方程（１３）可得

Ｄ０ｕ２－ν２＝－Ｄ１Ａｍｅ
ｉωｍＴ０ｍ－Ｄ１Ａｎｅ

ｉωｎＴ０ｎ＋ｃｃ

（１６）
Ｄ０ν２＋Ｌｕ２＝－ｉωｍＤ１Ａｍｅ

ｉωｍＴ０ｍ－ｉωｎＤ１Ａｎｅ
ｉωｎＴ０ｎ＋

　［Ａ２ｍｅ
２ｉωｍＴ０＋ＡｍＡｍ］Ｇ２（ｍ，ｍ）＋

　［ＡｍＡｎｅ
ｉ（ωｍ＋ωｎ）Ｔ０＋ＡｎＡｍｅ

ｉ（ωｎ－ωｍ）Ｔ０］×
　［Ｇ２（ｍ，ｎ）＋Ｇ２（ｎ，ｍ）］＋

　［Ａｎｅ
２ｉωｎＴ０＋ＡｎＡｎ］Ｇ２（ｎ，ｎ）＋ｃｃ （１７）

外激励通过共振对系统输入能量，假设 Ω＝ωｍ ＋

ε２σ１，１：１内共振时ｍ和ｎ阶模态的接近程度ωｎ＝

ωｍ＋ε
２σ２，调谐参数 σ１既可大于零也可小于零，

而σ２则与内共振形式有关，它在模态转向时间不

改变符号．已有研究［１４］表明１：１内共振解与时间
尺度Ｔ１无关，方程（１６，１７）中 Ｄ１Ａｍ和 Ｄ１Ａｎ均为
零，共振项不在二阶近似方程中出现，因此二阶近

似解可表示为

ｕ２＝Ａ
２
ｍｅ
２ｉωｍＴ０Ψｍｍ（ｘ）＋ＡｍＡｍχｍｍ（ｘ）＋

　Ａ２ｎｅ
２ｉωｎＴ０Ψｎｎ（ｘ）＋ＡｎＡｎχｎｎ（ｘ）＋

　ＡｎＡｍｅ
ｉ（ωｎ＋ωｍ）Ｔ０Ψｍｎ（ｘ）＋

　ＡｎＡｍｅ
ｉ（ωｎ－ωｍ）Ｔ０χｍｎ（ｘ）＋ｃｃ （１８）

ν２＝Ａ
２
ｍｅ
２ｉωｍＴ０ηｍｍ（ｘ）＋ＡｍＡｍζｍｍ（ｘ）＋

　Ａ２ｎｅ
２ｉωｎＴ０ηｎｎ（ｘ）＋ＡｎＡｎζｎｎ（ｘ）＋

　ＡｎＡｍｅ
ｉ（ωｎ＋ωｍ）Ｔ０ηｍｎ（ｘ）＋

　ＡｎＡｍｅ
ｉ（ωｎ－ωｍ）Ｔ０ζｍｎ（ｘ）＋ｃｃ （１９）

其中Ψｋｋ（χｋｋ）和ηｋｋ（ζｋｋ）分别是二阶位移和速度形
函数，将上式代入式（１６，１７）可得已解耦的位移形
函数的边值微分方程

ＬΨｍｍ－４ω
２
ｍΨｍｍ＝Ｇ２（ｍ，ｍ）；

ＬΨｎｎ－４ω
２
ｎΨｎｎ＝Ｇ２（ｎ，ｎ） （２０）

ＬΨｍｎ－（ωｍ＋ωｎ）
２Ψｍｎ＝

　Ｇ２（ｍ，ｎ）＋Ｇ２（ｎ，ｍ） （２１）

４４１
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Ｌχｍｍ＝Ｇ２（ｍ，ｍ）；　Ｌχｎｎ＝Ｇ２（ｎ，ｎ） （２２）

Ｌχｍｎ－（ωｎ－ωｍ）
２／χｍｎ＝

　Ｇ２（ｍ，ｎ）＋Ｇ２（ｎ，ｍ） （２３）
边界条件仍为（６）和（７），相应二阶速度场的形函
数为

ηｍｍ＝２ｉωｍΨｍｍ；ηｎｎ＝２ｉωｎΨｎｎ；

ηｍｎ＝ｉ（ωｍ＋ωｎ）Ψｍｎ； （２４）

ζｍｍ＝ζｎｎ＝０；ζｍｎ＝ｉ（ωｎ－ωｍ）χｍｎ （２５）
将二阶近似解（１８），（１９）和一阶近似解（１５）

代入三阶近似方程，并利用消除久期项条件的可以

得到求解方程如下

２ｉωｍ（Ｄ２Ａｍ＋μｍＡｍ）＝Ｋ１Ａ
２
ｎＡｎｅ

ｉσ２ｔ＋

　Ｋ２Ａ
２
ｍＡｎｅ

－ｉσ２ｔ＋２Ｋ２ＡｍＡｍＡｎｅ
ｉσ２ｔ＋Ｋ３Ａ

２
ｎＡｍｅ

２ｉσ２ｔ＋

　ＫｍｍＡ
２
ｍＡｍ＋ＫｍｎＡｍＡｎＡｎ－

１
２ｆｍｅ

ｉσ１ｔ （２６）

２ｉωｎ（Ｄ２Ａｎ＋μｎＡｎ）＝Ｋ１Ａ
２
ｎＡｍｅ

ｉσ２ｔ＋

　２Ｋ１ＡｍＡｎＡｎｅ
－ｉσ２ｔ＋Ｋ２Ａ

２
ｍＡｍｅ

－ｉσ２ｔ＋Ｋ３Ａ
２
ｍＡｎｅ

－２ｉσ２ｔ＋

　ＫｍｎＡｍＡｍＡｎ＋ＫｎｎＡ
２
ｎＡｎ－

１
２ｆｎｅ

ｉ（σ１－σ２）ｔ （２７）

式中Ｋｍｍ，Ｋｎｎ，Ｋｍｎ是与共振无关的系数，Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３
是与共振相关的作用系数，其具体表达式见附录

（Ｂ１－Ｂ５）式，ｆｋ＝＜Ｆ，ｋ＞，２μｋ＝＜ｃ，
２
ｋ＞（ｋ＝

ｍ，ｎ），将摄动解Ａｋ写为极坐标形式

（Ａｍ，Ａｎ）＝
１
２（ａｍ，ａｎ）ｅｘｐ｛ｉ［βｍ＋

　σ１ｔ，βｎ＋（σ１－σ２）ｔ］｝ （２８）
其中 ａｊ和 βｊ均为实函数，将其代入可解性条件
（２６）式和（２７）式，并将结果分成实部和虚部，整理
之后可得极坐标形式的平均方程

ａｍ＝－μｍａｍ－
Ｋ１
８ωｍ
ａ３ｎｓｉｎγ１－

Ｋ２
８ωｍ
ａ２ｍａｎｓｉｎγ１－

　
Ｋ３
８ωｍ
ａｍａ

２
ｎｓｉｎ２γ１＋

ｆｍ
２ωｍ
ｓｉｎβｍ （２９ａ）

ａｍβ
·

ｍ＝－σ１ａｍ－
Ｋｍｍ
８ωｍ
ａ２ｍ－

Ｋｍｎ
８ωｍ
ａｍａ

２
ｎ－

　
Ｋ１
８ωｍ
ａ３ｎｃｏｓγ１－

３Ｋ２
８ωｍ
ａ２ｍａｎｃｏｓγ１－

　
Ｋ３
８ωｍ
ａｍａ

２
ｎｃｏｓ２γ１＋

ｆｍ
２ωｍ
ｃｏｓβｍ （２９ｂ）

ａｎ＝－μｎａｎ＋
Ｋ１
８ωｎ
ａ２ｎａｍｓｉｎγ１＋

Ｋ２
８ωｎ
ａ３ｍｓｉｎγ１＋

　
Ｋ３
８ωｎ
ａｎａ

２
ｍｓｉｎ２γ１＋

ｆｎ
２ωｎ
ｓｉｎβｎ （２９ｃ）

ａｎβ
·

ｎ＝－（σ１－σ２）ａｎ－
Ｋｎｎ
８ωｎ
ａ３ｎ－

Ｋｍｎ
８ωｎ
ａｎａ

２
ｍ－

　
３Ｋ１
８ωｎ
ａ２ｎａｍｃｏｓγ１－

Ｋ２
８ωｎ
ａ３ｍｃｏｓγ１－

　
Ｋ３
８ωｎ
ａｎａ

２
ｍｃｏｓ２γ１＋

ｆｎ
２ωｎ
ｃｏｓβｎ （２９ｄ）

式中γ１＝βｍ－βｎ．

３　数值分析

在对转动弹簧弹性支撑浅拱的分岔进行数值

研究时，以最低两阶模态（ｍ＝１，ｎ＝２）发生模态转
向１：１内共振附近的非线性响应为研究对象，系统
参数假设为ｋ１＝１０，ｋ２＝２０，ｂ＝７．０，μｍ＝０．００６，μｎ
＝０．００８，ωｍ＝５１．１１，ωｎ＝５２．４９，平均方程中的各
个系数如表１所示．

表１　平均方程系数表

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅａｖｅｒａｇｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ

Ｋｍｍ Ｋｎｎ Ｋｍｎ Ｋ１ Ｋ２ Ｋ３
１４２９．５８ ８７３．６１ ６５３．４７ －５５．３８ ６１８．６９ －４６１．３７

平均方程的稳态解或固定点可通过在式（２９）
中令ａｍ＝ａｎ＝β

·

ｍ＝β
·

ｎ＝０来获取，在确定稳态解的
响应时一般先选取一个较大或较小的远离共振区

的参数值，再利用 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ法进行积分得
到一组解，然后利用拟弧长的延拓法［１５］确定整条

曲线．解的稳定性则由对应４×４Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的特
征值予以判断，在下面稳态解中实线表示稳定解，

虚线表示不稳定解．

３．１　激励幅值的影响

对于平均方程式（２９）中的外激励，设 ｆ１＝＜

Ｆ，１＞，ｆ２＝０来分析激励幅值 Ｆ发生变化时系统
的响应，图５（ａ），（ｂ）给出了σ１＝０，σ２＝０和σ１＝
０，σ２＝０．１０时ａ１和ａ２随Ｆ增大时的变化规律．在
图５（ａ）中可以看到系统的稳态响应值随Ｆ的增大
而单调增加，且稳态解一直为稳定解．对于 σ２＝０．
１０的情形，图５（ｂ）所示激励响应曲线完全呈现另
一番景象，从原点出发的稳定路径在Ｆ＝０．７７和Ｆ
＝１．１２时分别遇到第１个和第２个 Ｈｏｐｆ分岔点，
两个分岔点之间是不稳定解，随着Ｆ的增加稳态解
单调增长至Ｆ＝４．５９遇到第一个鞍结分岔点ＳＮ１，
接下来曲线以不稳定解折回至第 ３个 Ｈｏｐｆ分岔
点，对应 Ｆ＝０．８９，然后稳态解曲线再经过两个鞍
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结分岔点ＳＮ２（Ｆ＝１．４６）和ＳＮ３（Ｆ＝０．７９）以稳定
－不稳定－稳定方式交替往返进入稳定状态．

图５　激励幅值响应曲线（ｆ２＝０）

Ｆｉｇ．５　Ｆｏｒｃｅ
!

ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒｗｉｔｈｆ２＝０

３．２　激励频率的影响
图６给出了 Ｆ＝３，ｆ２＝０和 σ２＝０．０５时激励

响应ａ１和 ａ２随 σ１变化的幅频曲线．由图可知随
着的变化稳态响应的解存在有两条路径，第一条路

径在σ１很小时是稳定解，随σ１的增长稳定性止于
鞍结分岔点 ＳＮ１（此时 σ１＝－０．２０），此过程中 ａ２
的幅值非常小，所以结构的非线性响应可以忽略这

一部分的影响，经过 ＳＮ１后稳态解变得不稳定直
至随σ１减小达到另一个鞍结分岔点，然后随着 σ１
增加稳态解曲线经过两个 Ｈｏｐｆ分岔点 ＨＢ１（σ１＝
－０．３０）和ＨＢ２（σ１＝－０．２１）达到鞍结分岔点ＳＮ２
（σ１＝－０．０４），两个 Ｈｏｐｆ分岔点之间的稳态解是
不稳定的，由ＳＮ２出发的不稳定解曲线随 σ１的变
化达到第三个Ｈｏｐｆ分岔点 ＨＢ３（σ１＝－０．０６），这
条路径再由ＳＮ３和另外一个鞍结分岔点最终进入
远离共振区的恒稳状态，此时位移响应以ａ１为主，
ａ２的影响可以忽略，这条路径中两阶模态的幅频
曲线均呈双支软弹簧性质，这与平均方程中对幅频

曲线起决定作用的系数 Ｋｍｍ和 Ｋｎｎ的符号相同有
关．第二条路径是一条闭合路径，它被两个鞍结分
岔点ＳＮ４（σ１＝－０．８６）和 ＳＮ５（σ１＝－０．０４）分为
一条稳定解和一条不稳定解两个部分．

图６　频率响应曲线（Ｆ＝３；ｆ２＝０；σ２＝０．０５）

Ｆｉｇ．６　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒ，

Ｆ＝３；ｆ２＝０ａｎｄσ２＝０．０５

平均方程出现 Ｈｏｐｆ分岔之后，稳态解将变为
周期解，相空间出现极限环，本文利用 Ｓｈｏｏｔｉｎｇ
法［１５］与数值积分求解两点边值问题得到系统的周

期解，并用Ｆｌｏｑｕｅｔ理论［１５］来判断解的稳定性．图６
模态响应的幅频曲线中有３个 Ｈｏｐｆ分岔点，以此
为起点计算得到整条周期解曲线如图７（ａ）所示，
周期解分支中实心圆代表稳定解，空心圆代表不稳

定解．从中可以看到以 ＨＢ１和 ＨＢ２出发的周期解
分支中解是稳定的，随着σ２变化至 －０．２６时衍生
出另外两条周期解分支，其中一条稳定另外一条不

稳定．从 ＨＢ３出发的周期解分布十分复杂，图 ７
（ｂ）所示的周期 Ｔ说明系统除了周期解外还存在
准周期解和混沌解．

图７　内共振的周期解（Ｆ＝３；ｆ２＝０；σ２＝０．０５）

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｉｎｔｅｒｎａｌｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ

ｗｉｔｈＦ＝３，ｆ２＝０ａｎｄσ２＝０．０５

３．３　调谐参数的影响
图８给出了σ１＝－０．１，０，０．１三种情况下ａ１

和ａ２随着调谐参数σ２变化的幅频曲线．从中可知

图８　σ２变化时的幅频曲线（Ｆ＝３；ｆ２＝０）

Ｆｉｇ．８　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒｉｎｔｅｒｎａｌ

ｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｗｉｔｈＦ＝３ａｎｄｆ２＝０

σ１取三种不同值时两阶模态的响应曲线在共振区
的主要部分均呈硬弹簧性质；另一方面在远离共振

区系统的２阶模态响应值很小，离共振区越远值越
小，非线性响应中可以忽略这一部分的影响．三组
稳态解在硬弹簧的下支不稳定解越过一个鞍结分

岔点后均进入一段较短的稳定稳态解，且稳定性都
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止于一个Ｈｏｐｆ分岔点，不稳定解接下来随σ２的增
大增至某一个值时再返回到一个鞍结分岔点，接下

来随着 σ２增加则进入远离共振区的恒稳状态，期
间还经过两个Ｈｏｐｆ分岔点和这两个点之间的一段
不稳定区域．σ１取不同值时三组解在整体上分布
规律是一致的，只是表示其特征的具体值大小有差

异．

４　结论

本文研究了浅拱在两端采用转动弹簧支撑的

边界条件下，外激励引起系统出现内共振时的非线

性动力学行为．首先通过研究弹性支撑边界条件下
自振频率及模态的分布规律，发现在一定条件下可

发生模态交叉和转向的内共振．以最低两阶模态之
间的１：１内共振为研究对象，分析了模态转向时的
动力学行为，分析过程中采用多尺度法对动力方程

进行摄动求解，得到极坐标形式的平均方程．通过
外激励幅值、频率以及内部调谐参数对系统响应的

影响研究了系统的稳态解和周期解，结果显示在转

角弹性约束的浅拱中当主要参数处在某一范围之

内时，外激励激发的模态相互作用将导致系统出现

准周期运动和混沌运动．
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　　ｃ１＋ｃ３＝０ （Ａ１）

ωｃ１＋ｋ１ω
１／２ｃ２－ωｃ３＋ｋ１ω

１／２ｃ４＋ｋ２πｃ５＝０（Ａ２）

ｃｏｓω１／２ｃ１＋ｓｉｎω
１／２ｃ２＋ｃｏｓｈω

１／２ｃ３＋ｓｉｎｈω
１／２ｃ４＝０

（Ａ３）
（ωｃｏｓω１／２－ｋ２ω

１／２ｓｉｎω１／２）ｃ１＋（ωｓｉｎω
１／２－

　ｋｓω
１／２ｃｏｓω１／２）ｃ２－（ω

１／２ｃｏｓｈω１／２＋

　ｋ２ω
１／２ｓｉｎｈω１／２）ｃ３－（ω

１／２ｓｉｎｈω１／２＋

　ｋ２ｃｏｓｈω
１／２）ｃ４＋ｋ２πｃ５＝０ （Ａ４）

ｂ２π３ω（Γ１ｃ１＋Γ２ｃ２＋Γ３ｃ３＋Γ４ｃ４）＋Γ５ｃ５＝０（Ａ５）
其中

Γ１＝
（１＋ｃｏｓω１／２）
π２－ω

，Γ２＝
ｓｉｎω１／２

π２－ω
，Γ３＝－

（１＋ｃｏｓｈω１／２）
π２＋ω

，

Γ４＝－
ｓｉｎｈω１／２

π２＋ω
，Γ５＝π

４（１＋ｂ
２

２）－ω
２

Ｋｈｈ＝＜ｈＧ２（ｈ，Ψｈｈ）＞＋＜ｈＧ２（Ψｈｈ，ｈ）＞＋
　２＜ｈＧ２（ｈ，χｈｈ）＞＋２＜ｈＧ２（χｈｈ，ｈ）＞＋
　３＜ｈＧ３（ｈ，ｈ，ｈ）＞ｆｏｒｈ＝ｍ，ｎ （Ｂ１）

　　Ｋｍｎ＝＜ｍＧ２（ｎ，Ψｍｎ）＞＋＜ｍＧ２（Ψｍｎ，ｎ）＞＋

　＜ｍＧ２（ｎ，χｍｎ）＞＋＜ｍＧ２（χｍｎ，ｎ）＞＋

　２＜ｍＧ２（ｍ，χｎｎ）＞＋２＜ｍＧ２（χｍｍ，ｍ）＞＋

　２＜ｍＧ３（ｎ，ｎ，ｍ）＞＋２＜ｍＧ３（ｎ，ｍ，ｎ）＞＋

　２＜ｍＧ３（ｍ，ｎ，ｎ）＞ （Ｂ２）

Ｋ１＝＜ｎＧ２（ｍ，Ψｎｎ）＞＋＜ｎＧ２（Ψｎｎ，ｍ）＞＋

　＜ｎＧ２（ｎ，χｍｎ）＞＋＜ｎＧ２（χｍｎ，ｎ）＞＋

　＜ｎＧ３（ｎ，ｎ，ｍ）＞＋＜ｎＧ３（ｎ，ｍ，ｎ）＞＋

　＜ｎＧ３（ｍ，ｎ，ｎ）＞ （Ｂ３）

Ｋ２＝＜ｎＧ２（ｍ，Ψｍｍ）＞＋＜ｎＧ２（Ψｍｍ，ｍ）＞＋

　２＜ｎＧ２（ｍ，χｍｍ）＞＋２＜ｎＧ２（χｍｍ，ｍ）＞＋

　３＜ｎＧ３（ｍ，ｍ，ｍ）＞ （Ｂ４）

２Ｋ３＝＜ｎＧ２（ｎ，Ψｍｍ）＞＋＜ｎＧ２（Ψｍｍ，ｎ）＞＋

　＜ｎＧ２（ｍ，χｍｎ）＞＋＜ｎＧ２（χｍｎ，ｍ）＞＋

　＜ｎＧ３（ｍ，ｍ，ｎ）＞＋＜ｎＧ３（ｍ，ｎ，ｍ）＞＋

　＜ｎＧ３（ｎ，ｍ，ｍ）＞ （Ｂ５）
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