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摘要　从非线性动力学角度分析了 Ｎａｋａｍｕｒａ模型中各参数对周期振动的影响，揭示了人行桥侧振过程中

各因素：如桥上行人重量，同步人群的比例，行人同步与桥自振频率之间的关系描述函数等如何影响桥侧振

的振幅．理论分析和实测数据发现：桥侧向振幅过大时，描述行人产生的侧向力与桥频率关系的函数不一定

为１．０，且完全有可能远离１．０．
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引 言

随着建筑材料的更新和桥梁施工工艺的进步，

现代城市中的人行桥已朝着高强、轻质和大跨的方

向发展．而于此同时却发现越来越多的人行桥对行
人荷载比较敏感，侧向方向上尤为明显．实测表明
桥上行人所产生的动力荷载的显著频率范围约为

１．５－２．５Ｈｚ［１］，而很多现代人行桥自振频率低于
３Ｈｚ，因此桥极有可能与行人共振而产生较大的振
幅，从而影响行人的安全或者行走时的舒适性．迄
今为止，这类振动并未发现危及桥梁本身的安全．
伦敦千禧桥是第一个因侧向振动过大而被迫关闭

的例子．对千禧桥的封闭实测研究发现［２］，这种过

大的侧向振动并非千禧桥独有，也与千禧桥采用的

新技术无关，任何侧向振动频率低于１．３Ｈｚ的桥都
有可能在足够数量的行人的激励下产生类似的过

大侧向振动．现在人们已经意识到在人行桥设计阶
段就应该考虑如何避免这类振动问题．

经过十多年的研究，目前认为人行桥侧向振动

的机理大致可以分为三类［３］：直接共振［４］，内共

振［４，５］和动力相互作用［２，６－９］．直接共振在桥的侧
向振动频率和桥上行人的激励频率比较接近时容

易出现，如日本的 Ｔ－桥［４］．如果直接共振条件成
立且桥的竖向和侧向模态频率之比为２：１，则桥由
于结构的非线性特性可能出现内共振，如巴黎的

Ｓｏｌｆｅｒｉｎｏ人行桥［１０］．动力相互机理因为可以引入
临界人数的概念［２］在最近几年得到了广泛而全面

的研究．Ｄａｌｌａｒｄ等［２］基于实测数据认为千禧桥上

行人产生的侧向力和桥的速度成线性关系，并给出

了第一个实用的计算模型．但 Ｄａｌｌａｒｄ的线性模型
是发散的，当桥梁侧向响应过大时与实际观测相去

甚远．Ｎａｋｍａｒａ［６］为弥补Ｄａｌｌａｒｄ模型的缺陷假设只
在桥速度较小时行人侧向力才与桥速度成正比，而

当桥速度较大时，行人由于感到不安全或不舒适而

减低自身速度甚至停止行走，因此桥的侧向响应不

会发散．但Ｎａｋａｍｕｒａ模型中的参数都需要通过实
测来确实，因而不能直接应用于设计阶段．Ｓｔｒｏｇａｔｚ
等［９］经过足够的简化用正弦函数描述行人产生的

侧向力，从数学角度而言所获得的结果更加精细，

但由于超越函数的出现造成了模型实际工程应用

中不够方便．Ｍａｃｄｏｎａｌｄ［８］借鉴生物力学领域中的
一个简单人体平衡模型来描述人－桥的相互作用．
相比以前的模型，Ｍａｃｄｏｎａｌｄ的模型对行人侧向力
的描述更加合理，但由于参数取值的原因数值模拟

和实测结果不能完全一致．因此 Ｍａｃｄｏｎａｌｄ模型如
要应用到实际工程还需要结合更多的实测数据加

以修正．综上所述，尽管目前描述人 －桥相互作用
的模型很多，但由于人致人行桥侧振问题的复杂

性［７］，目前还没有既严谨又精确的统一模型．
由于参数估算方便，模型简单易用等特点，Ｎａ
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ｋａｍｕｒａ模型在实际工程中获得了广泛应用．Ｎａｋａ
ｍｕｒａ模型是将桥视作一个单自由度振子，而桥上
行人对桥的作用力整体简化为对桥的速度反馈．为
确定模型中参数的具体取值范围Ｎａｋａｍｕｒａ进行了
大量的实测工作．但由于人致人行桥侧振测试数据
不足，有些参数甚至无法给定，如模型中 Ｇ（ｆＢ）函
数．文献［１１］中假设 Ｇ（ｆＢ）＝１．０用 Ｎａｋａｍｕｒａ模
型数值模拟得到的结果比实测结果普遍（８０％左
右）偏大，Ｎａｋａｍｕｒａ认为是由于其它测量数据的误
差造成．本文研究的目的是从非线性动力学角度分
析出 Ｇ（ｆＢ）函数对侧向振动振幅的影响，指出 Ｎａ
ｋａｍｕｒａ模型结果偏大的可能原因不一定只是由于
参数测量上的误差引起．本文还通过理论分析与实
测数据比较推算 Ｇ（ｆＢ）可能的取值范围，从而对 Ｇ
（ｆＢ）函数的实测提供一定的指导．

本文组织如下：第一部分介绍Ｎａｋａｍｕｒａ模型；
第二部分对 Ｎａｋａｍｕｒａ模型进行分岔分析，讨论 Ｇ
（ｆＢ）函数对系统周期振幅的影响；第三部分通过理
论分析和实测数据对比推测Ｇ（ｆＢ）可能的范围；最
后一部分给出结论．

１　Ｎａｋａｍｕｒａ模型介绍

Ｎａｋａｍｕｒａ认为当梁以一种特殊的侧向模态振
动时，行人引起桥的侧向振动可以用一个单自由度

振动模型来描述［６］：

ＭＢｘ̈Ｂ＋ＣＢｘＢ＋ＫＢｘＢ＝ＦＰ（ｔ） （１）
其中，

ＦＰ（ｔ）＝ｋ１ｋ２Ｈ（ｘＢ）Ｇ（ｆＢ）ＭＰｇ，

Ｈ（ｘＢ）＝
ｘＢ

ｋ３＋｜ｘＢ｜
，

ｘＢ，ｘＢ，̈ｘＢ分别是桥的模态位移、速度和加速
度；ＭＢ，ＣＢ，ＫＢ是桥的模态质量、阻尼和刚度．ＦＰ是
桥上行人对桥的侧向力，假设其与行人的模态自重

ＭＰｇ成正比，ｋ１为比例系数．ｋ２为桥面上与桥侧振
速度同步的行人所占百分比．函数Ｈ（ｘＢ）用于描述
行人的同步特性．该函数形式基于如下假设：在桥
侧振速度ｘＢ较小时，行人对桥的侧向作用力与 ｘＢ
成正比；当桥侧振速度ｘＢ增大，行人感到不舒适或
不安全从而减少对桥的侧向作用．因此，桥的响应
不会无限增加而是将被限制在一有界范围内．Ｇ
（ｆＢ）用于描述桥的结构频率对行人同步的影响，目
前已有实测数据不足，该值无法确定，还不清楚其

变化对桥侧振的影响．
Ｎａｋａｍｕｒａ建议 Ｈ（ｘＢ）为分数形式，为方便讨

论，本文用ｔａｎｈ（ｋ３０ｘＢ）函数代替．如图１所示，可知
ｔａｎｈ函数完全满足Ｎａｋａｍｕｒａ对Ｈ（ｘＢ）函数的假定．

图１　（ａ）ｋ３对Ｈ（ｘＢ）的影响 （ｂ）ｋ３０对ｔａｎｈ（ｋ３０ｘＢ）的影响

Ｆｉｇ．１　（ａ）Ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｋ３ｏｎＨ（ｘＢ）

（ｂ）Ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｋ３０ｏｎｔａｎｈ（ｋ３０ｘＢ）

因此，将（１）写为
ＭＢｘ̈Ｂ＋ＣＢｘＢ＋ＫＢｘＢ＝
　ｋ１ｋ２ｔａｎｈ（ｋ３０ｘＢ）Ｇ（ｆＢ）ＭＰｇ （２）

２　Ｎａｋａｍｕｒａ模型的分岔分析

人行桥持续侧振的产生对应于 Ｎａｋａｍｕｒａ模型
中的Ｈｏｐｆ分岔．本文将通过Ｈｏｐｆ分岔分析来讨论Ｇ
（ｆＢ）函数对侧振振幅的影响．令ｙ１＝ｘＢ，ｙ２＝ｘＢ，考虑
到实际桥梁侧向振动速度很小，所以（２）可写为：

ｙ１＝ｙ２
ｙ２＝－ｋＢｙ１＋（Ｇ（ｆＢ）ｋ１ｋ２ｋ４ｋ３０－ｃＢ）ｙ２－

　
Ｇ（ｆＢ）ｋ１ｋ２ｋ４ｋ

３
３０

３ ｙ３２＋Ｏ（ｙ
５
２









 ）

（３）

其中，ｋ４＝
ＭＰｇ
ＭＢ
，ｋＢ＝

ＫＢ
ＭＢ
，ＣＢ＝

ＣＢ
ＭＢ
，Ｏ（ｙ５２）为 ｙ２的五

次以上高次项．显然（０，０）是系统（３）的唯一平衡
点，在此平衡点附近系统（３）的特征方程为：

８３１
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λ２＋ＷＭＢ
λ＋
ＫＢ
ＭＢ
＝０ （４）

其中，Ｗ＝ｃＢ－Ｇ（ｆＢ）ｋ１ｋ２ｋ４ｋ３０．
方程（４）的两个根为

λ１，２＝－
１
２
Ｗ± Ｗ２－４ＭＢＫ槡 Ｂ

ＭＢ
，

根据参数的实际物理意义，系统（３）中所有的参数
都为正．因此，方程（４）没有零特征根．当Ｗ＝０时，

方程（４）恰有一对纯虚特征根λ１，２＝±ｉ ｋ槡Ｂ．方程
（４）两边对Ｗ求导，有

（
ｄλ
ｄＷ）Ｗ＝０＝－

１
２ＭＢ

＜０，

因此根据 Ｈｏｐｆ分岔定理，系统在 Ｗ＝０附近
将发生Ｈｏｐｆ分岔，从而产生一个极限环．这对应于
桥侧向周期振动的发生．根据系统（１）的实际物理
意义，产生的极限环必然是稳定的．实际上，令 ｕ＝

ｙ１，ν＝－
１
Ｋ槡 Ｂ

ｙ２，系统（３）写为

ｕ＝－ ｋ槡Ｂν

ν＝ ｋ槡Ｂ
{ ｕ＋Ｆ

（５）

其中，Ｆ＝－
Ｇ（ｆＢ）ｋ１ｋ２ｋ４ｋ

３
３０

３ ｋＢν
３＋Ｏ（ν５）．

Ｗ＝０时，系统（５）的第一 Ｌｙａｐｕｎｏｖ系数可以
算得

ｌ１（０）＝
１
１６（

３Ｆ
ｕ２ν

＋
３Ｆ
ν３
）＋ １
１６ ｋ槡Ｂ

［－
２Ｆ
ｕν

（
２Ｆ
ｕ２
＋

２Ｆ
ν２
）］＝－１８Ｇ（ｆＢ）ｋ１ｋ２ｋ

３
３０ｋ４ｋＢ ＝－

１
８

ｃＢｋＢｋ
２
３０＜０

这表明Ｈｏｐｆ分岔时出现在 Ｗ＝０附近的极限环是
稳定的．

下面考虑当Ｗ远离零时系统（３）的动力学行
为．假设系统（３）中存在极限环 Γ，则沿 Γ的特征
指数

　ｈ０ ＝
１
Ｔ∫

Ｔ

０
［
（ｙ２）
ｙ１

＋

（－ｋＢｙ１－ｃＢｙ２＋Ｇ（ｆＢ）ｋ１ｋ２ｋ４ｔａｎｈ（ｋ３０ｙ２））
ｙ２

］ｄｔ＝

１
Ｔ∫

Ｔ

０
－ｃＢ＋Ｇ（ｆＢ）ｋ１ｋ２ｋ４ｋ３０［１－ｔａｎｈ（ｋ３０ｙ２）

２］ｄｔ

（６）

其中Ｔ为闭轨的周期．ｙ２为桥侧向振动的速度，有

界．由图１可知｜ｔａｎｈ（ｋ３０ｙ２）｜≤１恒成立，所以当Ｗ
＞０时，必有ｈ０＜０．ｈ０＜０意味着系统（３）如果此
时存在极限环，则极限环稳定．而Ｗ＞０时（３）唯一
的零平衡点渐进稳定，这意味着它的外围不可能存

在稳定的极限环，这说明此时系统（３）不可能存在
极限环．当Ｗ＜０时，（３）唯一的零平衡点不稳定，
又ｙ１，ｙ２有界，则（３）中必存在稳定的极限环．

根据能量法［１２］，可以求得系统（１）在 Ｗ＜０附
近近似周期解的表达式

　 ｘ（ｔ）＝ａ｛ｃｏｓ ｋ槡Ｂｔ＋

６Ｗ＋ｋＢＧ（ｆＢ）ｋ１ｋ２ｋ４ｋ
３
３０（ａ）

２

７２ ｋ槡Ｂ

［３ｓｉｎ（ ｋ槡Ｂｔ）－

ｓｉｎ（３ ｋ槡Ｂｔ）］｝ （７）

其中ａ ＝２
ｋ２３０

－ｋ３０Ｗ
ｋＢＧ（ｆＢ）ｋ１ｋ２ｋ槡 ４

．

３　Ｇ（ｆＢ）函数的估算

为说明上一节分析的正确性，首先对系统（１）
采用如下参数来进行数值模拟［１１］：

ＭＢ＝２．１４×１０
５（ｋｇ），ＫＢ＝７．３１×１０

５（ｋｇ／ｓ２），

ＣＢ＝２．８３×１０
４（ｋｇ／ｓ），ＭＰｇ＝１．５０×１０

５（Ｎ），
ｋ１＝０．０９８７，ｋ２＝０．２，ｋ３＝１８．

根据（７）得到的解析解和对系统（１）直接数值模拟
得到的结果的比较如图２，３所示．这表明上一节关
于系统（１）的定性定量分析是正确的．

根据上一节的分析，Ｇ（ｆＢ）可令 Ｗ＝０来求得，

即Ｇ（ｆＢ）＝
ｃＢ

ｋ１ｋ２ｋ３０ｋ４
＝

ＣＢ
ｋ１ｋ２ｋ３０ＭＰｇ

．按文献［１１］，考

虑表１中的参数，分别计算Ｇ（ｆＢ）．
由表１中参数反算 Ｇ（ｆＢ）的值可知，Ｇ（ｆＢ）的

取值范围应在０到１．０之间，且Ｇ（ｆＢ）与ｆＢ之间不
太可能是简单的线性关系．

表１　文献［１１］中的桥梁参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｂｒｉｄｇｅｓｉｎｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ［１１］

Ｓｅｃｔｉｏｎ Ｔ－１ Ｍ－１ Ｍ－４
ｋ１ ０．０９８７ ０．１２５１ ０．１２２７
ｋ２ ０．２ ０．２１ ０．２

ｋ３（ｋ３０） ０．０１（１８） ０．０１（１８） ０．０１（１８）
Ｍｐ（ｔｏｎ） １４．９６９ ３．３５０ ２．４６９
ＣＢ（ｔｏｎ／ｓ） ２８．２６２ ３．３８７ ２．９０５
ｆＢ（Ｈｚ） ０．９ １．０２５ ０．８７９
Ｇ（ｆＢ） ０．５４２ ０．２１８ ０．２７１

９３１
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图２　系统（１）周期解的解析解和数值解的比较

（ａ）Ｇ（ｆＢ）＝０．６（ｂ）Ｇ（ｆＢ）＝１．０

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）ｏｂｔａｉｎｅｄ

ｂｙｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ａ）Ｇ（ｆＢ）＝０．６（ｂ）Ｇ（ｆＢ）＝１．０

图３　系统（１）周期解振幅的解析解和数值解的比较

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｍｅｔｈｏｄａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｓｙｓｔｅｍ（１）

４　讨论

Ｎａｋａｍｕｒａ由于实测数据的缺乏，无法确定Ｇ（ｆＢ）

的值．考虑到目前发现产生过大侧向振动的桥的自

振频率总在１．０Ｈｚ附近，当行人产生的侧向力的频

率接近１．０时响应最大，远离１．０时响应变小，因

此Ｎａｋａｍｕｒａ假定了 Ｇ（ｆＢ）＝１．０是发生侧向振动

的最不利值．但由此按照表１中参数对系统（１）模

拟得到的振幅总比实测的值要大很多（最大偏差为

４９％）．本文通过对Ｎａｋａｍｕｒａ模型的分岔分析估算
了Ｇ（ｆＢ）函数可能的范围．尽管文献［１１］中实测桥
梁的自振频率也在１．０Ｈｚ左右，但根据表１中的计
算结果在系统（１）中取 Ｇ（ｆＢ）＝１．０是值得商榷
的．Ｇ（ｆＢ）对ｆＢ的变化规律可能比较复杂，按照表１
的计算结果不一定是简单的离１．０近 Ｇ（ｆＢ）就大，
而离１．０远Ｇ（ｆＢ）就小，且当桥产生过大侧向振动
时，Ｇ（ｆＢ）也有可能远离１．０．
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