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摘要　建立了道路岔口处车辆分流时的一种流体力学格子模型．推导出了该模型的线性稳定性条件．通过

非线性稳定性分析得到ＭＫｄＶ方程，进而可用ＭＫｄＶ方程的扭结反扭结解去描述交通阻塞现象．结果显示：

主干道车辆换道率的增加能够使共存曲线下降，从而起到提高主干道车流的稳定性的作用．

关键词　交通流格子模型，　岔路口，　分流，　ＭＫｄＶ方程，　孤立波

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０３４

引言

目前，城市交通问题越来越多地引起了人们的

关注．有许多方法可以用来描述交通流问题的主要
特性．人们在研究交通流的动力学模型中发现，在处
于自由流和阻塞流之间的交通流中存在着阻塞转移

的现象，并且，在现实的交通中确实存在着这种现

象．这种阻塞转移与传统的相变是非常地相似．
通常，对于阻塞转移的研究方法主要是通过计

算机模拟．后来，有一些学者运用非线性分析的方法
对它进行了研究．如Ｋｕｒｔｚｅ和Ｈｏｎｇ从交通流的流体
力学模型中就推导出了ＫｄＶ方程［１］，他们展示了在

中性稳定性曲线附近出现的孤立子．Ｋｏｍａｓｔｓｕ和
Ｓａｓａ在车辆跟驰模型中推导出了ＭＫｄＶ方程，他们
通过在临界点周围出现的扭结反扭结的密度波来
描述交通阻塞现象［２］．同时，在扩展模型［３］和差分方

程模型［４］中也可推导出ＭＫｄＶ方程．
Ｎａｇａｔａｎｉ在车辆跟驰模型中推导出了依赖于

时间的ＧｉｎｚｂｕｒｇＬａｎｄａｕ（ＴＤＧＬ）方程，并且提出了
阻塞转移现象的热力学公式［５］．Ｎａｇａｔａｎｉ指出，通
过相位转移及临界现象这样的热力学术语能够描

述交通流中出现的阻塞转移情况．自由流和阻塞流
可分别地对应于传统气体液体阶段转移中的气体

阶段流与液体阶段流．车流密度对应于密度，而敏
感系数（延迟时间的倒数）则对应于温度．ＴＤＧＬ方

程可以由带有特定摄动项的ＭＫｄＶ方程导出．
Ｔ．Ｎａｇａｔａｎｉ的关于时间连续，空间离散的单车

道格子流体力学模型如下［５］：

ｔρｊ＋ρ０（ρｊｖｊ－ρｊ－１ｖｊ－１）＝０，

ρｊ（ｔ＋τ）ｖｊ（ｔ＋τ）＝ρ０Ｖ（ρｊ＋１（ｔ{ ）），
（１）

其中，优化速度函数为

Ｖ（ρ）＝ｔａｎｈ
２
ρ０
－ρ
ρ０
２－
１
ρ( )
ｃ
＋ｔａｎｈ １ρ( )

ｃ
． （２）

其中，ｊ表示一维格子的 ｊ点，ρｊ，ｖｊ分别表示 ｊ点
处ｔ时刻的车流密度和速度，ρ０为平均密度，τ为
时间步长，空间步长为平均车头距１／ρ０．通过模型
（１），作者导出了关于阻塞转移的 ＴＤＧＬ方程和
ＭＫｄＶ方程［５］．

以上的研究主要针对无进出车流的单车道模

型和可以相互换道的双车道模型进行非线性特性

分析［６－７］，没有涉及车道有流出情况的交通现象．
受模型（１）的启发，并结合两车道交通流模型［８－１１］

的思想，在本文中将建立能够描述岔路口分流情形

时的连续交通流模型的格子模型，借鉴文献［５］关
于（１）的推导方法，并运用约化摄动法分析模型的
非线性特性，导出了ＭＫｄＶ方程．进而，用孤立波解
释车辆在岔口处的阻塞现象．

１　岔路口分流的交通流流体力学格子模型

考虑如图１所示的岔路口分流情形，把连续性
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方程的等号右侧替换成与密度有关的流量，则提出

以下格子模型：

ｔρｊ＋ρ０（ρｊｖｊ－ρｊ－１ｖｊ－１）＝

　－γρ０
２Ｖ′（ρ０）（ρｊ－ρｊ＋１），

ρｊ（ｔ＋τ）ｖｊ（ｔ＋τ）＝ρ０Ｖ（ρｊ＋１（ｔ
{

）），

（３）

其中延迟时间τ作为时间步长，意味着当交通流变
化时达到优化流量ρ０Ｖ（ρｊ＋１（ｔ））所需要的时间．在
位置ｊ处，时刻ｔ时的流量ρｊｖｊ需要在ｊ＋１处，ｔ－τ
时的优化流量 ρ０Ｖ（ρｊ＋１（ｔ－τ））来调整．为了体现
分流的情形，我们假设在模型中始终有ρｊ≥ρｊ＋１，即

从主干道处分出的流量γρ０
２Ｖ′（ρ０）（ρｊ－ρｊ＋１）＞０，

其中常数γ为车辆的转道率．

图１　车辆分流示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｄｉａｇｒａｍｏｆｃａｒｓｐｌｉｔｆｌｏｗ

通过化简方程（３），我们得到如下的密度方程
模型：

ｔρ（ｔ＋τ）＋ρ０
２（Ｖ（ρｊ＋１（ｔ））－Ｖ（ρｊ（ｔ））＋

　γρ０
２Ｖ′（ρ０）（ρｊ（ｔ＋τ）－ρｊ＋１（ｔ＋τ））＝０． （４）

２　稳定性分析

２．１　线性稳定性分析
考虑均匀交通流的稳定性．定义密度为常数

ρ０，速度为常数 Ｖ（ρ０）时的交通流为均匀交通流．
模型（４）在均匀流时的解为：

ρｊ（ｔ）＝ρ０，ｖｊ（ｔ）＝Ｖ（ρ０）． （５）
令ｙｊ（ｔ）为均匀稳定流的小扰动，则有ρｊ（ｔ）＝

ρ０＋ｙｊ（ｔ）．然后，代入（４）后得到（４）在线性化之后
的方程为：

ｔｙｊ（ｔ＋τ）＋ρ０
２Ｖ′（ρ０）（ｙｊ＋１（ｔ）－ｙｊ（ｔ））＋

　γρ０
２Ｖ′（ρ０）（ｙｊ（ｔ＋τ）－ｙｊ＋１（ｔ＋τ））＝０， （６）

其中，Ｖ′（ρ０）＝ｄＶ（ρ） ｄρ ρ＝ρ０
．

通过展开ｙｊ（ｔ）∝ｅｘｐ（ｉｋｊ＋ｚｔ），得到关于 ｚ的

如下方程：

ｚｅｚτ＋ρ０
２Ｖ′（ｅｉｋ－１）－γρ０

２Ｖ′ｅｚτ（ｅｉｋ－１）＝０，

（７）
再展开ｚ＝ｚ１（ｉｋ）＋ｚ２（ｉｋ）

２＋…，代入上式，得
到 的一阶和二阶系数：

ｚ１＝－（１－λ）ρ０
２Ｖ′，

ｚ２＝－（１－λ）τ（ρ０
２Ｖ′）２－１－λ２ ρ０

２Ｖ′． （８）

如果ｚ２是负值，那么这种均匀稳定的交通流在
长波模式下就是不稳定的．当ｚ２为正值时，均匀流是
稳定的．所以，中性稳定性的条件为ｚ２＝０，此时有

τ＝－ １
２ρ０

２Ｖ′
． （９）

对于长波模式下的小扰动情形，在满足下列条

件时，均匀流是不稳定的：

τ＞－ １
２ρ０

２Ｖ′
． （１０）

优化速度的导数Ｖ′（ρ０）当ρ０＝ρｃ（ρｃ为临界密
度）时取到最小值．因此，如果 τ＜τｃ（τｃ ＝

－ １
２ρｃ

２Ｖ′
），那么均匀流在不考虑密度的情况下往

往是稳定的．我们发现ρ＝ρｃ，τ＝τｃ为临界点．当 γ
＝０时，临界点与中性稳定性曲线对应的单车道的
交通流是一致的．
２．２　非线性稳定分析

运用约化摄动法进行非线性分析，考虑粗颗粒

下的长波模式．描述长波模式的最简单的方法就是
长波展开．因在临界点（ρｃ，τｃ）附近的长波变化较
慢，故当０＜ε≤１时，定义慢变量：

Ｘ＝ε（ｊ＋ｂｔ），Ｔ＝ε３ｔ， （１１）
其中ｂ为常数．定义密度：

ρｊ（ｔ）＝ρｃ＋εＲ（Ｘ，Ｔ）， （１２）
把（１１），（１２）代入（４）中，展开到ε的５次幂，则得
到如下的偏微分方程：

ε２［ｂ＋（１－γ）ρｃ
２Ｖ′］ＸＲ＋ε

３［ｂ２τ＋
ρｃ
２Ｖ′
２ －

　
（１＋２ｂτ）γρｃ

２Ｖ′
２ ］２ＸＲ＋ε

４（ＴＲ＋［
ｂ３τ２
２ ＋

　
ρｃ
２Ｖ′
６ －

γρｃ
２Ｖ′（１＋３ｂτ＋３ｂ２τ２）

６ ］３ＸＲ＋

　
ρｃ
２Ｖ
６ ＸＲ

３）＋ε５（（２ｂτ－τγρｃ
２Ｖ′）ＴＸＲ＋

　［ｂ
４τ３
６ ＋

ρｃ
２Ｖ′
６ －

４３１
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γρｃ

２Ｖ′（１＋４ｂτ＋６ｂ２τ２＋４ｂ３τ３）
２４ ］４ＸＲ＋

　
ρｃ
２Ｖ′
１２

２
ＸＲ
３）＝０， （１３）

其中，

Ｖ′＝ｄＶ（ρ）ｄρ ρ＝ρｃ
，Ｖ＝ｄ

３Ｖ（ρ）
ｄρ３ ρ＝ρｃ

．

令ｂ＝－（１－γ）ρｃ
２Ｖ′，则可以消去ε２项，

因而在临界点τｃ周围，有
τ
τｃ
＝１＋ε２， （１４）

τｃ＝－
１

２ρ０
２Ｖ′
． （１５）

（１３）可化为如下方程：

ε４（ＴＲ＋
３γ３－４γ＋１

２４ （－ρｃ
２Ｖ′）３ＸＲ＋

　
ρｃ
２Ｖ
６ ＸＲ

３）＋ε５（－（１－λ）２ （－ρｃ
２Ｖ′）２ＸＲ＋

　－γ
３＋３γ２－３γ＋１
４８ （－ρｃ

２Ｖ′）４ＸＲ－

　１－γ１２ρｃ
２Ｖ′２ＸＲ

３）＝０． （１６）

做如下变换：

Ｔ′＝３γ
２－４γ＋１
２４ （－ρｃ

２Ｖ′），

Ｒ＝
－（３γ３－４γ＋１）ρｃ

２Ｖ′[ ]４８

１
２

Ｒ′ （１７）

得到（１６）的规范化方程为：

Ｔ′Ｒ′＝
３
ＸＲ′－ＸＲ′

３－ε［－ １２
３γ－１

２
ＸＲ′－

　 （γ－１）
２

２（３γ－１）
４
ＸＲ′－

１－γ
２ 

２
ＸＲ′

３］ （１８）

如果忽略（１８）中的Ｏ（ε）项，它就是 ＭＫｄＶ方
程，且有如下扭结孤立波解：

Ｒ′０（Ｘ，Ｔ′） 槡＝ｃｔａｎｈ
ｃ
槡２

（Ｘ－ｃＴ′）． （１９）

基于Ｒ′（Ｘ，Ｔ′）＝Ｒ′０（Ｘ，Ｔ′）＋εＲ′１（Ｘ，Ｔ′），需
要正确地考虑Ｏ（ε）．为了选择扭结解（１９）中的传
播速度ｃ的值，需要满足如下可解性条件：

（Ｒ′０，Ｍ［Ｒ′０］）≡∫
＋∞

－∞
ｄＸＲ′０Ｍ［Ｒ′０］＝０ （２０）

其中，

Ｍ［Ｒ′０］＝－
１２
３γ－１

２
ＸＲ′０＋

　－（γ－１）
２

２（３γ－１）
４
ＸＲ′０－

１－γ
２ 

２
ＸＲ′

３
０． （２１）

通过积分（２０），并利用已有方法［１２－１３］，得到：

ｃ＝ １２０
１１γ２－１６γ＋５

， （２２）

于是把（２２）和（１７）代入（１９）中得到方程（１６）的解：

Ｒ（Ｘ，Ｔ）＝
（３γ２－４γ＋１）（－ρｃ

２Ｖ′）ｃ
４ρｃ

２Ｖ槡 
×

　ｔａｎｈ ｃ
槡２

（Ｘ－
（３γ２－４γ＋１）（－ρｃ

２Ｖ′）
２４ Ｔ）．

采用优化速度（２），并令－ρｃ
２Ｖ′＝１，ρｃ

６Ｖ＝２，
则可知扭结解的振幅Ａ为

Ａ＝ρｃ
２ １５（３γ－１）

１１γ－５
（
ａｃ
ａ－１槡

），

ａｃ＝τ
－１
ｃ ＝２（－ρｃ

２Ｖ′）＝２
（２３）

因为扭结解代表着共生相，所以它既包含低密

度自由流相位也包含高密度的阻塞相位，分别用 ρ
＝ρｃ－Ａ，ρ＝ρｃ＋Ａ表示．在坐标系（ρ，ａ）下得到的
相图如图２所示，图中ρ为密度，ａ为敏感系数．

图２　密度敏感度相图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｎ（ρ，ａ）ｐｌａｎｅ

在图２中展现了共存曲线与中性稳定性曲线，
分别用实线与虚线表示．共存曲线之外的 Ａ为稳
定区域，左侧区域为自由流情形，右侧为阻塞流；中

性稳定性曲线下方Ｂ为不稳定区域；共存曲线与中
性稳定性曲线之间Ｃ为亚稳定区域，在此区域会发
生阻塞流于自由流共存的情况．图２中我们可以发
现，随着γ的增大，曲线越来越低，亚稳定区域越来
越小即稳定区域越来越大，因此分流行为有一定的

致稳作用且这种作用随着换道率的增大而增大．

３　结论

通过建立单车道分流的格子流体力学模型来

描述岔路口车辆的动力学行为．在临界点的附近推

５３１
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导出了ＭＫｄＶ方程，并用ＭＫｄＶ方程的扭结与反纠
结解来描述阻塞转移现象．最后做出的相图表明，
分流率的增加能够提高主干道车流的稳定性．
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