
书书书

第１１卷第２期２０１３年６月
１６７２６５５３／２０１３／１１⑵／１１８４

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＤＹＮＡＭＩＣＳＡＮＤＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１１Ｎｏ．２
Ｊｕｎ．２０１３

２０１２０５１７收到第１稿，２０１２０９０９收到修改稿．
广东工业大学青年教师基金资助项目（０６２０５３）
通讯作者 Ｅｍａｉｌ：ｌｅｉｙｏｕｆａ＠ｑｑ．ｃｏｍ

自治混沌系统普适广义投影同步理论及应用

张丽丽１　雷友发２

（１．广东工业大学应用数学学院，广州　５１００９０）（２．仲恺农业工程学院计算科学学院，广州　５１０２２５）

摘要　针对自治混沌系统，基于系统稳定性理论，通过设计合适的非线性反馈控制器，给出了普适的广义投

影同步定理．定理中函数的选择可以为系统的线性或非线性函数，更具灵活性和普适性；文中理论还可以通

过调整参数提高广义投影同步的速度．数值仿真进一步验证了本文理论的有效性和实用性．

关键词　广义投影同步，　自治混沌系统，　非线性反馈，　数值仿真
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引言

自从Ｐｅｃｏｒａ和Ｃａｒｒｏｌ提出混沌同步以来，混沌
同步的研究便成为非线性科学领域的前沿课题之

一，其在物理、生物工程、医学和信息科学等领域都

有巨大的应用潜力．在众多领域的研究中，已经提
出了许多不同类型的同步方法［１－１３］．近来出现了
一种新的混沌系统广义投影同步方法［１０－１２］，该方

法将投影同步和广义同步结合起来，通过改变广义

同步的比例因子，获得任意比例于驱动系统输出的

混沌信号．广义投影同步由于其在数字保密通信方
面有广泛的应用，值得深入研究．

本文针对自治混沌系统，提出了普适的广义投

影同步定理，根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论给予了严
格证明，并以Ｃｈｕａ电路混沌系统为例进行数值仿
真．本文定理中函数ｆ的选择不仅可以选取系统的
线性部分，也可以选取系统的非线性部分，具有更

广泛的应用范围和应用前景．同时，通过调整参数

σ可以有效改变广义投影同步的速度．数值仿真进
一步验证了本文理论的有效性．事实上，文中理论
适用于所有自治混沌系统．

１　广义投影同步理论

考虑驱动系统和响应系统分别为（１）和（２）：
ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ） （１）
ｙ＝ｆ（ｙ）＋ｕ （２）

其中ｘ∈Ｒｎ，ｆ，ｇ∶Ｒｎ→ Ｒｎ，ｕ∈Ｒｎ为同步控制
器．取０≠α∈Ｒ，对于驱动系统（１）和响应系统
（２），任取初始值，若使

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｘ－αｙ‖＝０ （３）

成立，则称系统（１）和（２）获得广义投影同步［１８］．
定义系统（１）和（２）的同步误差为 ｅ＝ｘ－αｙ，

则误差系统为：

ｅ＝ｘ－αｙ
　＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）－αｆ（ｙ）－αｕ （４）

定理：若向量函数 ｆ的选取满足：对任意的
ｘ，ｚ∈Ｒｎ，都存在常数γ≥０，使得

（ｘ－ｚ）Ｔ（ｆ（ｘ）－ｆ（ｚ））＜γ（ｘ－ｚ）Ｔ（ｘ－ｚ）
成立，则取同步控制器

ｕ＝１
α
（ｆ（αｙ）＋ｇ（ｘ））－ｆ（ｙ）＋σα

（ｘ－αｙ）

（５）
此时，响应系统（２）的形式为：

ｙ＝１
α
ｆ（αｙ）＋１α

ｇ（ｘ）＋σ
α
（ｘ－αｙ） （６）

其中式（５）和（６）中的 σ满足 σ＞γ，且 σ越大，系
统（１）和系统（６）实现广义投影同步的速度越快．

证明：　设 ｆ，ｕ的选取满足定理，则误差系统
（４）为

ｅ＝ｘ－αｙ＝ｆ（ｘ）－ｆ（αｙ）－σ（ｘ－αｙ）

取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ＝１２ｅ
Ｔｅ，则Ｖ≥０且等号当

且仅当ｅ＝０时成立，
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Ｖ＝ｅＴｅ＝（ｘ－αｙ）Ｔ（ｆ（ｘ）－ｆ（αｙ））－
　σ（ｘ－αｙ）Ｔ（ｘ－αｙ）
　≤（γ－σ）（ｘ－αｙ）Ｔ（ｘ－αｙ）＜０ （７）
由Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论知系统（１）和系统（６）

实现了广义投影同步．（７）式同时表明：σ越大，Ｖ
的变化率的绝对值就越大，ｅ趋于零的速度就越
快，两系统（１）和（６）实现广义投影同步的时间就
越短．

２　广义投影定理的应用

设驱动系统为光滑Ｃｈｕａ电路系统［１３］

ｘ１＝ｘ３－ｘ１＋ｘ２
ｘ２＝－βｘ

ｘ３＝ｋ（ｘ１－ｘ３－ｂｘ３－
（ａ－ｂ）
π
ａｒｃｔａｎ（５ｘ３









 ））

（８）

其中β＝１５，ｋ＝１０，取ｆ（ｘ）＝［－ｘ１，－ｘ２，－
ｋ（ａ－ｂ）
π

ａｒｃｔａｎ（５ｘ３）］
Ｔ，则ｇ（ｘ）＝［ｘ２＋ｘ３，－βｘ１＋ｘ２，ｋ（ｘ１－

ｘ３－ｂｘ３）］
Ｔ，取ａ＝－１．２，ｂ＝－０．２，则对任意的ｘ，ｚ

∈Ｒ３，存在ξ介于５ｘ３和５ｚ３之间，使得

（ｘ－ｚ）Ｔ（ｆ（ｘ）－ｆ（ｚ））
＝－（ｘ１－ｚ１）

２－（ｘ２－ｚ２）
２－

　ｋ（ａ－ｂ）
π

（ｘ３－ｚ３）［ａｒｃｔａｎ（５ｘ３）－ａｒｃｔａｎ（５ｚ３）］

＝－（ｘ１－ｚ１）
２－（ｘ２－ｚ２）

２－

　５ｋ（ａ－ｂ）
π

１
１＋ξ２

（ｘ３－ｚ３）
２

≤（ｘ１－ｚ１）
２＋（ｘ２－ｚ２）

２＋

　 ５ｋ（ａ－ｂ）
π

１
１＋ξ２

（ｘ３－ｚ３）
２

≤ １＋ ５ｋ（ａ－ｂ）π
１
１＋ξ( )２ ∑

３

ｉ＝１
（ｘｉ－ｚｉ）

２

≤ １＋ ５ｋ（ａ－ｂ）( )π （ｘ－ｚ）Ｔ（ｘ－ｚ）

取σ＞１＋ ５ｋ（ａ－ｂ）π ，由定理知与（８）广义

投影同步的响应系统为：

ｙ１＝－ｙ１＋
１
α
（ｘ２＋ｘ３）＋

σ
α
（ｘ１－αｙ１）

ｙ２＝－ｙ２＋
１
α
（－βｘ１＋ｘ２）＋

σ
α
（ｘ２－αｙ２）

ｙ３＝－
ｋ（ａ－ｂ）
πα

ａｒｃｔａｎ（５αｙ３）＋

　ｋ
α
（ｘ１－ｘ３－ｂｘ３）＋

σ
α
（ｘ３－αｙ３） （９）

取广义投影同步比例因子 α＝－３，σ＝２０＞１

＋５ｋ（ａ－ｂ）
π

，选取初值

ｘ０＝［０．０２６５，０．６０２，－０．１６３０］
Ｔ

ｙ０＝［－０．０７９５，－０．１８０６，０．４８９０］
Ｔ，

数值仿真如下：

图１　系统（８）和（９）的相空间同步图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｈａｓｅｇｒａｐｈｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ（８）ａｎｄ（９）

从图１光滑Ｃｈｕａ电路系统（８）和其广义投影

同步的响应系统（９）的相空间图看，两系统实现了

广义投影同步．

在图２中，实线和虚线分别表示光滑 Ｃｈｕａ电
路系统（８）和广义投影同步的响应系统（９）的状态
输出变化，该图表明，两系统实现了广义投影同步．

图２　系统（８）和（９）的状态输出变化图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｉｍｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｌｌｔｈｅｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆ（８）ａｎｄ（９）

图３和图４是光滑 Ｃｈｕａ电路系统（８）和广义
投影同步的响应系统（９）的同步误差曲线图，两图
表明该两系统实现了广义投影同步．图３和图４同
时表明，σ越大，驱动系统和响应系统实现广义投
影同步的速度越快．

９１１
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图３　σ＝２０时系统（８）和系统（９）同步误差图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｉｍｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｅｒｒｏｒｏｆσ＝２０

图４　σ＝５０时系统（８）和系统（９）同步误差图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｉｍｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｅｒｒｏｒｏｆσ＝５０

事实上，文中理论对自治混沌系统都适用，只

要选择函数

ｆ＝［λ１ｘ１，λ２ｘ２，…，λｎｘｎ］
Ｔ，０＞λｉ∈Ｒ

函数ｆ即满足定理，从而可以由定理实现驱动系统
的广义投影同步．

３　结论

本文基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，针对自治混
沌系统，设计了合适的非线性反馈控制器，给出了

广义投影同步理论，同时，通过调整参数 σ可以有
效提高广义投影同步的速度，并给予了严格证明．
数值仿真进一步验证了本文理论的有效性．本文定
理中函数ｆ的选择既可以选取系统的线性部分，也
可以选取系统的非线性部分，因此具有更广泛的应

用范围和应用前景．
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理学报，２００７，５６（１１）：６２３８～６２４４（ＭｉｎＦＨ，ＷａｎｇＺ

Ｑ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｗｏｆｏｕｒｄｉ

ｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓ，ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００７，５６

（１１）：６２３８～６２４４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１１　李农，李建芬．基于单驱动变量的混沌广义投影同步

及在保密通信中的应用．物理学报，２００８，５７：６０９４～

６０９８（ＬｉＮ，ＬｉＪＦ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａ
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ｔｉｏｎｏｆｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｂａｓｅｄｏｎａｓｉｎｇｌｅｄｒｉｖｉｎｇｖａｒｉａｂｌｅ

ａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｉｎｓｅｃｕｒｅｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａ

Ｓｉｎｉｃａ，２００８，５７：６０９４～６０９８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１２　陶洪峰，胡寿松．参数未知分段混沌系统的时滞广义投

影同步．物理学报，２０１１，６０（１）：０１０５１４（ＴａｏＨＦ，ＨｕＳ

Ｓ．Ｔｉｍｅｄｅｌａｙｅｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆ

ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．Ａｃｔａ

ＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１１，６０（１）：０１０５１４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１３　ＺｈａｎｇＸＤ，ＺｈａｎｇＬＬ，ＭｉｎＬＱ．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｇｅｎｅｒ
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ｔｉｏｎｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓ，２００３，２０

（１２）：２１１４～２１１７

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１７Ｍａｙ２０１２，ｒｅｖｉｓｅｄ９Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ２０１２．
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ＺｈａｎｇＬｉｌｉ１　ＬｅｉＹｏｕｆａ２
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