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高阶非完整系统的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ表示
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摘要　通常方法构造的高阶非完整系统的运动微分方程不仅没有完整系统的辛几何结构和Ｌｉｅ代数结构，而

且也不具备完整系统的自伴随性质．本文利用降阶方法，将高阶非完整系统变换为一阶动力学系统，并运用

ＣａｕｃｈｙＫｏｗａｌｅｖｓｋｉ定理对其自伴随化，得到一种新的一阶动力学方程组广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ表示，这将为研究高阶非

完整系统的若干动力学问题、几何结构、代数结构、几何数值积分以及工程应用提供了一个新的方法．

关键词　高阶非完整约束，　广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程，　自伴随性质
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引言

非完整系统是一类受到不可积微分约束的动

力学系统，广泛应用于场论、机电动力系统、控制理

论、工程科学等领域［１－２］，甚至在经济和商业领域

也存在着大量的非完整约束问题．因此，对于非完
整系统的研究不但具有重要的理论意义，而且具有

广泛的应用前景．随着现代科学技术，如自动控制、
自动调节理论的发展，对非完整系统的研究已经从

一阶约束系统扩展到二阶及以上的高阶非完整系

统［３－７］．同时，力学理论自身的学科发展需要，也激
发了人们对于高阶非完整系统的研究兴趣，如关于

高阶非完整系统的运动微分方程、高阶非完整系统

的对称性与守恒量等［８－１１］．
研究高阶非完整系统可以从高阶 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ

原理出发，利用变分方法得到带乘子的高阶 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ方程或高阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程，并在此基础上利
用Ｎｏｅｔｈｅｒ理论或Ｌｉｅ群方法研究其对称性和守恒
量［１０－１１］．然而，通常的高阶非完整系统的动力学方
程不仅没有完整系统那样的辛结构和 Ｌｉｅ代数结
构，也没有完整系统的自伴随性质，这给我们研究

非完整系统的动力学问题带来了诸多困难．如果在
研究非完整系统时，能够尽可能保持完整系统的几

何性质和代数性质，尽可能多地借鉴较为成熟的完

整系统的结论，这无疑对于简化非完整系统的研究

方法大有益处．研究表明，动力学系统的自伴随性
质、辛几何结构、Ｌｉｅ代数结构一般不能够同时得到
满足［１０］，除非系统是局部的、解析的、正规的、完整

的自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统．保守力学系统就是其中一类
自伴随的、有辛结构和 Ｌｉｅ代数结构的动力学系
统．对于非自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，其 Ｌｉｅ代数结构不复
存在，而保留系统的自伴随性质和辛结构．而对于
非完整系统，通常的解决方案不能够保持上述三个

性质不变．前期的研究表明，非完整系统可以实现
一种表示，它至少可以保留自伴随性质，使之成为

广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统．这也是Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统放弃Ｌｉｅ代
数结构和辛结构的一种退化［１２］．

为了将高阶非完整系统的运动方程表示成具

有自伴随性质的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的形式，在考虑奇数
个非完整约束方程时，传统方法通常采用增加一个

时间维度，ａ０＝１ａ０＝ｔ来实现非完整系统的自伴
随表示［１１］．本文在广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ框架下研究高阶非
完整系统问题，不必增加新的表达式，即可给出高

阶非完整问题的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的构造方法，将
高阶非完整系统的运动方程转化为具有自伴随性

质的广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的形式，从而为进一步在广
义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统框架下研究高阶非完整问题奠定
基础．

为方便起见，文中采用爱因斯坦求和约定，并

规定指标取值范围如下：ｓ＝１，２，…，ｎ，β＝１，２，…，
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ｇ；ε＝ｎ－ｇ；σ＝１，２，…，ε；ｌ＝１，２，…；ｋ＝１，２，…，
ｎ；ｉ，ｊ＝１，２，…，ｍ．

１　高阶非完整系统的运动方程

假设力学系统的位形空间由 ｎ个广义坐标 ｑｓ
来描述，如果该力学系统受到如下 ｇ个 ｌ阶非完整
约束［１１］：

ｑ
（ｌ）

ε＋β＝φβ（ｑｓ，ｑｓ，…，ｑ
（ｌ－１）

ｓ，ｑ
（ｌ）

σ，ｔ） （１）
根据文献［１０］，利用万有 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理，可

以导出高阶非完整系统的Ｍａｇｇｉ形式的运动方程：

Ｅσ（Ｔ）－Ｑσ＋［Ｅε＋β（Ｔ）－Ｑε＋β］
φβ

ｑ
（ｌ）

σ

＝０ （２）

这里Ｅｓ＝
ｄ
ｄｔ

ｑ( )
ｓ
－
ｑｓ
，如果令：

ｆｓ（ｑｋ，ｑｋ，̈ｑｋ，ｔ）＝Ｅｓ（Ｔ）－Ｑｓ

ａ (βσ ｑｓ，ｑｓ，…，ｑ
（ｌ－１）

ｓ，ｑ
（ｌ）

ｖ，)ｔ ＝φβ
ｑ
（ｌ）

σ

＝０ （３）

则方程（２）化为如下形式：
ｆσ＋ｆε＋βａβσ＝０ （４）

从而方程（４）和（１）合起来构成了高阶非完整系统的
运动方程．根据文献［１１］的阐述，高阶非完整系统的
运动方程（４）和（１）总可以表示为如下的显式形式：

ｑ
（ｌ）

ｓ＝ｈ(ｓ ｑｋ，ｑｋ，…，ｑ（ｌ－１）ｋ，)ｔ， （５）

则称方程（５）为和高阶非完整系统（１）和（４）相对
应的完整系统的运动方程．通过求解方程（５）可以
找到相应的非完整系统的解，但需要添加限制初始

条件的约束方程或运动方程．

２　广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程及其构造方法

考虑ｍ维流形Ｍ，其局部坐标为｛ｔ，ａ｝，设该流
形上的动力学系统由下述一阶微分方程组来描述，

ａｉ－Ξｉ（ｔ，ａｊ）＝０ （６）
这里Ξｉ（ｔ，ａｊ）在其定义域内为局部、解析和正

规的函数，需要强调：这里的一阶动力学系统既可

以是偶数维的，也可以是奇数维的．如果给定一阶
微分方程组所描述的力学系统的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函
数组Ｒｉ（ｔ，ａ）和广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数 Ｂ（ｔ，ａ），则定义
广义Ｐｆａｆｆ函数：

Ｐ（ｔ，ａ，ａ）＝Ｒｉ（ｔ，ａ）ａ
ｉ－Ｂ（ｔ，ａ）， （７）

从而定义如下的广义Ｐｆａｆｆ作用量：

Ａ（Ｅ
～
）＝∫

ｔ２

ｔ１
ｄｔＰ（ｔ，ａ，ａ）（Ｅ

～
） （８）

这里Ｅ
～
是接触流形Ｍ上的允许路径．对（７）式作等

时变分运算，δｔ＝０，

δＡ（Ｅ
～
）＝∫

ｔ２

ｔ１
(ｄｔδａｉａｉ＋δａｉａ)ｉ （Ｒｉａｉ－Ｂ）（Ｅ～）

　 ＝∫
ｔ２

ｔ１
(ｄｔ Ｒｉ
ａｊ
－
Ｒｊ
ａ( )ｉａｉ－ Ｒｊｔ＋Ｂａ( )( )ｊ δａ

ｉ－

　 ｄ
ｄｔ（Ｒｊδａ

ｊ )） （Ｅ～）
将上式取极值，即 δＡ（Ｅ

～
）＝０，并考虑端点条件，则

可以得到力学系统（６）的广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程［１２］：

Ｒｊ（ｔ，ａ）
ａｉ

－
Ｒｉ（ｔ，ａ）
ａ[ ]ｊ ａｊ－

　 Ｂ（ｔ，ａ）
ａｉ

＋
Ｒｉ（ｔ，ａ）
[ ]ｔ ＝０ （９）

上述变分过程亦称为广义ＰｆａｆｆＢｉｒｋｈｏｆｆ原理．
如果令

Ｘｉｊ＝
Ｒｊ
ａｉ
－
Ｒｉ
ａｉ
，Ｙｉ＝

Ｂ
ａｉ
＋
Ｒｉ
ｔ

（１０）

则方程（９）满足如下自伴随性质：
Ｘｉｊ＋Ｘｊｉ＝０

Ｘｉｊ
ａｋ
＋
Ｘｊｋ
ａｉ
＋
Ｘｋｉ
ａｊ
＝０

Ｘｉｊ
ｔ
＝
Ｙｉ
ａｊ
－
Ｙｊ
ａｉ

（１１）

这个自伴随特性使得偶数维Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
函数组的构造方法也适用于此时的广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系
统［１２］．为了实现动力学系统的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ表示，
通常有三类方法来构造系统的广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数Ｂ
和函数组Ｒｉ．

方法１：取广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数 Ｂ为系统的总能
量，并求解如下的ＣａｕｃｈｙＫｏｗａｌｅｖｓｋｉ方程，

Ｒｉ（ｔ，ａ）
ｔ

＝
Ｒｊ（ｔ，ａ）
ａｉ

－
Ｒｉ（ｔ，ａ）
ａ[ ]ｊ Ξｊ－Ｂ（ｔ，ａ）

ａｉ

（１２）
获得广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组Ｒｉ．该方法的优点在于对
所有的变量和函数都有直接的物理意义，但求解方

程（１２）却十分困难．
方法２：利用通痕变换将方程（６）表示成自伴

随一阶形式：

［Ｘｉｊ（ｔ，ａ）ａ
ｖ＋Ｙｉ（ｔ，ａ）］ＳＡ＝０ （１３）

则通过求解如下积分：

Ｒｉ（ｔ，ａ）＝ ∫
１

０
τＸｉｊ（ｔ，τａ[ ]）ａｉ

Ｂ（ｔ，ａ）＝－∫
１

０
Ｙｉ＋

Ｒｉ
( )ｔ（ｔ，τａ）ｄ[ ]τａｉ

（１４）

可以得到系统的广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数Ｂ和广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
函数组Ｒｉ．

８９
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该方法的困难在于如何将非自伴随的动力学

系统方程表示成自伴随的形式．一旦表示成自伴随
形式，则可以利用（１４）直接得到系统的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函
数和Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组，但所得的函数和变量通常没
有直接的物理意义．为了得到有物理意义的 Ｂｉｒｋ
ｈｏｆｆ函数，还需要进行复杂的规范变换．

方法３：假设已知一阶系统（６）的全部的ｍ个
独立的第一积分 Ｉｊ，所谓独立的第一积分，指第一
积分Ｉｊ满足：

ｄｅｔ（Ｉｊ／ａｉ）≠０ （１５）
那么Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数 Ｂ和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组 Ｒｉ分别由
下式确定，

Ｂ（ｔ，ａ）＝－Ｇｊ
Ｉｊ

ｔ
，Ｒｉ（ｔ，ａ）＝Ｇｊ

Ｉｊ

ａｉ
（１６）

这里Ｇｊ是关于第一积分 Ｉ
ｊ的函数，并且不需要满

足如下的规则性条件：

ｄｅｔＧ
ｉ

Ｉｊ
－Ｇ

ｊ

Ｉ( )ｉ ≠０ （１７）

这种方法的困难在于如何找到系统的全部独立的

第一积分．其缺点和方法二类似，所得到的函数和
变量通常都不具有直接的物理意义．

３　高阶非完整系统的广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ表示

首先，将显式方程（５）改写为标准的一阶形
式．令

ａｓ＝ｑｓ，ａｎ＋ｓ＝ｑｓ，…，ａ（ｌ－１）ｎ＋ｓ＝ ｑ
（ｌ－１）

ｓ （１８）
则方程（５）表示为：

ａｓ＝ａｎ＋ｓ，ａｎ＋ｓ＝ａ２ｎ＋ｓ，…，
ａ（ｌ－２）ｎ＋ｓ＝ａ（ｌ－１）ｎ＋ｓ，
ａ（ｌ－１）ｎ＋ｓ＝ｈｓ（ａｋ，ａｎ＋ｋ，…，ａ（ｌ－１）ｎ＋ｋ，ｔ）

（１９）

或简单的写成如下形式：

ａｖ＝ξｖ（ｔ，ａ），ｖ＝１，２，…，ｌｎ （２０）
这里 ξｖ＝ξｖ（ｔ，ａ），为方程组（１９）的右端．这

样，将ｌ阶非完整系统表示为由ｌｎ个一阶微分方程
所组成的方程组．方程组（１９）一般不具有自伴随
性质，将其表示为广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（９）的形式时
才能保持动力学系统的自伴随特性．

其次，将高阶非完整系统（１９）表示为广义
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（９）的形式．根据 ＣａｕｃｈｙＫｏｗａｌｅｖｓｋｉ
定理［１２］，如果给定广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数Ｂ（ｔ，ａ），则方
程（１５）总可以表示成 ＣａｕｃｈｙＫｏｗａｌｅｖｓｋｉ偏微分方
程（１２）的形式，从而可知函数组Ｒｉ（ｔ，ａ）总是存在
的．因此，高阶非完整系统总是可以表示为广义
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的形式，当ｌｎ为偶数时，所得方程（９）
为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程，当 ｌｎ为奇数时，该方程为广义

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程．

４　算例

考虑一单位质量的质点构成的力学系统，所受

外力为Ｆｘ＝Ｆｙ＝０，Ｆｚ＝ｋ＝ｃｏｎｓｔ．在３维构型空间
中运动，受到如下３阶非完整约束：

ｚ…＝ｔｘ…＋（１＋ｔ２）１／２ｙ… （２１）
首先，根据方程（４）可以写出该系统的运动微

分方程为：

ｘ̈＋ｔ（̈ｚ－ｋ）＝０，̈ｙ＋（１＋ｔ２）１／２（̈ｚ－ｋ）＝０（２２）
将方程（２２）分别对时间ｔ求一次导数，则得到：

ｘ…＋ｚ…－ｋ＋ｔｚ…＝０，
ｙ…＋（１＋ｔ２）１／２ｔ（̈ｚ－ｋ）＋（１＋ｔ２）１／２ｚ…＝０

（２３）

联合方程（２１）和（２３）的第二个方程则得到三个３
阶微分方程：

ｘ…＝ｋ－̈ｚ
１＋ｔ２

，ｙ…＝０，ｚ…＝ｔ（ｋ－̈ｚ）
１＋ｔ２

（２４）

取ａ１＝ｘ，ａ２＝ｙ，ａ３＝ｚ，ａ４＝ｘ，ａ５＝ｙ，ａ６＝ｚ，ａ７＝ｘ̈，
ａ８＝ｙ̈，ａ９＝ｚ̈，则方程（２４）可以写成标准的一阶方
程组的形式：

ａ１＝ａ４，ａ２＝ａ５，ａ３＝ａ６，ａ４＝ａ７，

ａ５＝ａ８，ａ６＝ａ９，ａ７＝ｋ－ａ
９

１＋ｔ２
，

ａ８＝０，ａ９＝ｔ（ｋ－ａ
９）

１＋ｔ２

（２５）

其次，该系统存在如下９个第一积分［１１］：

Ｉ１＝ａ１－ａ４ｔ＋１２ａ
７ｔ２－１２（ａ

９－ｋ {） ｔ－（１＋

　ｔ２）１／２ｌｎｔ＋（１＋ｔ２）１／[ ] }２

Ｉ２＝ａ２－ａ５ｔ＋１２ａ
８ｔ２，

Ｉ３＝ａ３－１２ｋｔ
２－（ａ６－ｋｔ）ｔ＋（ａ９－ｋ）［１＋ｔ２－

　（１＋ｔ２）１／２］
Ｉ４＝ａ４－ａ７ｔ＋（ａ９－ｋ）［１－（１＋ｔ２）１／２］
Ｉ５＝ａ５－ａ８ｔ
Ｉ６＝ａ６－ｋｔ－（ａ９－ｋ）（１＋ｔ２）１／２ｌｎ［ｔ＋（１＋ｔ２）１／２］
Ｉ７＝ａ７＋（ａ９－ｋ）ｔ，Ｉ８＝ａ８，
Ｉ９＝ａ９（１＋ｔ２）１／２＋ｋ［１－（１＋ｔ２）１／２］ （２６）
下面采用 Ｈｏｊｍａｎ方法构造高阶非完整系统

（２１～２２）的广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组Ｒｉ（ｔ，ａ）（ｉ＝１，２，
…，９）和广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数 Ｂ（ｔ，ａ）．将上述第一积
分代入（２６），得到如下Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数：

Ｒ１＝Ｇ１，Ｒ２＝Ｇ２，Ｒ３＝Ｇ３，
Ｒ４＝－ｔＧ１＋Ｇ４，Ｒ５＝－ｔＧ２＋Ｇ５，

９９
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Ｒ６＝－ｔＧ３＋Ｇ６，Ｒ７＝
１
２Ｇ１ｔ

２－ｔＧ４＋Ｇ７，

Ｒ８＝
１
２Ｇ２ｔ

２－ｔＧ５＋Ｇ８

Ｒ９＝－
１
２Ｇ１ ｔ－（１＋ｔ

２）１／２ｌｎｔ＋（１＋ｔ２）１／[ ]{ }２ ＋

　Ｇ３ １＋ｔ
２－（１＋ｔ２）１／[ ]２ ＋Ｇ４ １－（１＋ｔ

２）１／[ ]２ －
　Ｇ６（１＋ｔ

２）１／２ｌｎｔ＋（１＋ｔ２）１／[ ]２ ＋Ｇ７ｔ＋
　Ｇ９（１＋ｔ

２）１／２

Ｂ＝Ｇ１｛ａ
４－ａ７ｔ－１２（ａ

９－ｋ）ｔ（１＋ｔ２）－１／２ｌｎ［ｔ＋（１＋

　ｔ２）１／２］｝＋Ｇ２（ａ
５－ａ８ｔ）＋Ｇ３｛ａ

６－ｋｔ－（ａ９－ｋ）［２ｔ－
　ｔ（１＋ｔ２）－１／２］｝＋Ｇ４［ａ

７＋（ａ９－ｋ）ｔ（１＋ｔ２）－１／２］＋Ｇ５ａ
８＋

　Ｇ６｛ｋ＋（ａ
９－ｋ）ｔ（１＋ｔ２）－１／２ｌｎ［ｔ＋（１＋ｔ２）１／２］｝－

　Ｇ７（ａ
９－ｋ）－Ｇ９（ａ

９－ｋ）ｔ（１＋ｔ２）１／２

如果取Ｇ１＝０，Ｇ２＝Ｉ
１，Ｇ３＝０，Ｇ４＝Ｉ

３，Ｇ５＝０，Ｇ６＝Ｉ
５，Ｇ７＝０，Ｇ８＝

Ｉ７，Ｇ９＝０，并代入上述各式，则得到：
Ｒ１＝０，

Ｒ２＝ａ
１－ａ４ｔ＋１２ａ

７ｔ２－１２（ａ
９－ｋ{）ｔ－（１＋

　ｔ２）－１／２ｌｎｔ＋（１＋ｔ２）１／[ ] }２

Ｒ３＝０，

Ｒ４＝ａ
３－１２ｋｔ

２－（ａ６－ｋｔ）ｔ＋（ａ９－ｋ [） １＋ｔ２－
　（１＋ｔ２）１／ ]２

Ｒ５ {＝－ｔａ１－ａ４ｔ＋１２ａ
７ｔ２－１２（ａ

９－ｋ {） ｔ－

　（１＋ｔ２）－１／２ｌｎｔ＋（１＋ｔ２）１／[ ] } }２

Ｒ６＝ａ
５－ａ８ｔ

Ｒ７ {＝－ｔａ３－１２ｋｔ
２－（ａ６－ｋｔ）ｔ＋（ａ９－ｋ [）１＋ｔ２－

　（１＋ｔ２）１／ ] }２

Ｒ８＝
１
２ｔ{２ ａ１－ａ４ｔ１２ａ７ｔ２－１２（ａ９－ｋ {） ｔ－

　（１＋ｔ２）－１／２ｌｎｔ＋（１＋ｔ２）１／[ ] } }２ ＋

　ａ７＋（ａ９－ｋ）ｔ

Ｒ９ {＝ ａ３－１２ｋｔ
２－（ａ６－ｋｔ）ｔ＋（ａ９－ｋ [）１＋ｔ２－

　（１＋ｔ２）１／ ] } [２ １－（１＋ｔ２）１／ ]２ －

　（ａ５－ａ８ｔ）（１＋ｔ２）－１／２ [ｌｎ ｔ＋（１＋ｔ２）１／ ]２

{Ｂ＝ ａ１－ａ４ｔ＋１２（ａ
７ｔ２）－１２（ａ

９－ｋ {） ｔ－

　（１＋ｔ２）－１／２ｌｎｔ＋（１＋ｔ２）１／[ ] } }２ （ａ５－ａ８ｔ）＋

{　 ａ３－１２ｋｔ
２－（ａ６－ｋｔ）ｔ＋（ａ９－ｋ [） １＋ｔ２－

　（１＋ｔ２）－１／ ] } [２ ａ７＋（ａ９－ｋ）ｔ（１＋

　ｔ２）－１／ ]２ ＋（ａ５－ａ８ｔ{） ｋ＋（ａ９－ｋ）ｔ（１＋
　ｔ２）－１／２ [ｌｎ ｔ＋（１＋ｔ２）１／ ] }２

将上述表达式代入广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（９）并整
理则得到一阶方程组（２５）所满足的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
方程．该广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程为９阶的，即由９个偏微
分方程所组成的方程组，但是原单位质点系统（２１
～２２）是７阶系统，为了能够从广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程
得到原高阶非完整系统的解，需要施加两个由初始

条件所确定的限制条件，即对当ｔ＝ｔ０时的初值ａ
１
０，

ａ２０，…，ａ
９
０加以限制．由方程（２１）和（２２）可得该限

制条件为：

ａ７０＋ｔ０（ａ
９
０－ｋ）＝０，

ａ８０＋（１＋ｔ
２
０）
１／２（ａ９０－ｋ）＝０ （２７）

５　结论

本文运用降阶方法，将高阶非完整系统的运动

方程表示为一阶动力学系统，并利用自伴随化方法

将其表示为广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程，将不具有自伴随性
质的动力学方程表示为具有自伴随特性的方程．这
种变换给高阶非完整系统动力学的研究提供了新

途径，对于研究这类系统的几何结构、代数结构、几

何数值积分以及工程应用提供了新的基础．
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