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阻尼对泡沫夹芯梁非线性振动响应的影响
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摘要　基于Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论、Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理以及Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，建立了大变形悬臂夹芯梁在横向周期

载荷作用下的二阶动力学方程；通过考虑外周期激励的不同频率与幅值，详细分析了材料阻尼比对泡沫铝

夹芯梁的振动响应的影响．结果表明，泡沫夹芯结构具有较好的阻尼性能，可有效抑制梁的混沌振动．

关键词　泡沫铝夹芯梁，　动力学建模，　阻尼，　分岔，　混沌

引 言

泡沫金属具有轻、高比强度、高比刚度等特性，

同时具有优良的吸声、减噪、吸能等性能．泡沫及其
夹芯结构在航空、航天、高铁、汽车、舰船等领域具

有广泛应用．飞机的起落架、高速磨床防护装置、机
动车防冲减振部件及装甲冲击防护层等都利用了

泡沫金属的阻尼吸能特性［１，２］．泡沫金属阻尼吸能
特性可有效地将系统的机械能转变为热能，减小振

动，有效减少磨损，延长使用寿命，同时还可起到很

好的隔声降噪作用．因此，研究泡沫金属阻尼相关
性能具有重要意义．

目前，人们已经对泡沫夹芯结构的静态载荷、

冲击载荷响应做了大量研究．秦庆华和王铁军
等［３－７］研究了对称金属泡沫夹芯结构的屈服条件、

变形和冲击响应．秦庆华和王铁军等［７］研究了非对

称金属泡沫夹芯结构的屈服条件与大挠度静态响

应．Ｌｅｅ［８］以最小加速度原理为基础，建立了夹芯结
构的动力学控制方程，利用有限差分方法有效地描

述板梁的刚塑性、弹塑性响应．张伟等［９］研究了蜂

窝夹层板的非线性动力学问题．
本文通过建立泡沫夹芯梁的几何非线性动力

学方程，研究阻尼比对受横向周期激励作用的轻

质，泡沫夹芯梁非线性动力学特性的影响．

１　泡沫夹芯梁的非线性动力学模型

考虑一长为 ｌ的悬臂泡沫夹芯梁，如图 １所

示，其中，ｘ和ｚ分别为横纵坐标，ｈｆ和ｈｃ分别为夹
芯梁的表板及芯材厚度，ｂ为梁宽．夹芯梁的上下
面板的弹性模量和密度分别为 Ｅｆ和 ρｆ，芯材的弹
性模量和密度分别为 Ｅｃ和 ρｃ，横向振动阻尼系数
为η．考虑横向周期激励 Ｆ＝ｆｃｏｓωｔ作用，其中 ｆ和

ω分别为外激励幅值和频率，ｔ为时间．

图１　泡沫夹芯悬臂梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｋｅｔｃｈｏｆｆｏａｍｓａｎｄｗｉｃｈｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

由ｖｏｎＫａｒｍａｎ意义下的梁板几何非线性理论
可得梁的几何方程为：

εｘ＝
ｕ
ｘ
＋１２

ｗ
( )ｘ

２

－ｚ
２ｗ
ｘ２

（１）

其中，εｘ为轴向应变，ｕ（ｘ，ｔ）和ｗ（ｘ，ｔ）分别为梁的
纵向变形和横向变形．

芯材和面板的本构方程分别为：

σｘ＝Ｅｃεｘ （２ａ）
和

σｘ＝Ｅｆεｘ （２ｂ）
其中，σｘ为轴向应力．

由（１）和（２）式可得梁的轴力Ｎ和弯矩Ｍ如下：

Ｎ＝∫ｓσｘｄＳ＝Ａｕｘ＋Ｂｗ( )ｘ
２

（３）
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Ｍ ＝∫ｓσｘｚｄＳ＝－Ｄ
２ｗ
ｘ２

（４）

其中，
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基于Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论，忽略梁振动时

的纵向、轴向和转动惯性力，系统动能和弯曲变形

能分别为

Ｔ＝１２∫
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外力功和粘性耗散能分别为
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和
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系统总势能为Ｕ＝Ｕ１＋Ｕ２＋Ｕ３．

根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，由变分方程δ∫
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由δｗ和δｕ在［０，ｌ］上的任意性可得梁的控制方程
为：

２Ｍ
ｘ２
＋Ｎ

２ｗ
ｘ２
－ｍ

２ｗ
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Ｎ
ｘ
＝０ （１０ｂ）

其中：ｍ＝２ρｆｂｈｆ＋ρｃｂｈｃ．
由（１０ｂ）式可知，轴力沿梁长为常量．将式（３）

关于 ｘ在［０，ｌ］上积分，并考虑其无轴向变形，可
得：

Ｎ＝Ｂｌ∫
ｌ

０

ｗ
( )ｘ

２
ｄｘ （１１）

进而，将（４）式和（１１）式代入（１０ａ）式，可得梁的动
力学方程如下：

ｍ
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其中：Ｐ＝－Ｂｌ∫
ｌ

０

ｗ
( )ｘ

２
ｄｘ

悬臂梁的边界条件可表示为：

ｗ＝０，ｗ
ｘ
＝０，ｘ＝０ （１３ａ）

２ｗ
ｘ２
＝０，ＥＩ

３ｗ
ｘ３
＝０，ｘ＝ｌ （１３ｂ）

取满足边界条件（１３）的一阶位移模态：
ｗ（ｘ，ｔ）＝ｑ（ｔ）Ｙ（ｘ）
Ｙ（ｘ）＝ｓｉｎｈβｘ／ｌ－ｓｉｎβｘ／ｌ＋
　ｖｎ（ｃｏｓβｘ／ｌ－ｃｏｓｈβｘ／ｌ） （１４）

其中：

ｖｎ＝
ｓｉｎβｌ＋ｓｉｎｈβｌ
ｃｏｓβｌ＋ｃｏｓｈβｌ

，　β＝１．８７５１

将式（１４）代入式（１２）可得 Ｇａｌｅｒｋｉｎ变分方程，积
分之可得系统的振动方程为：

ｍ̈ｑ＋ηｑ＋Ｄβ４ｑ／ｌ４＋Ｂβ４ｑ３／ｌ４＝０．７８３ｆｃｏｓωｔ
进一步整理有

ｑ̈＋２ｃω０ｑ＋ω
２
０ｑ＋ｂｑ

３＝Ｆｃｏｓωｔ （１５）
对应的状态方程为：

ｑ１＝ｑ２ （１６ａ）

ｑ２＝－２ｃω０ｑ２－ω
２
０ｑ－ｂｑ

３＋Ｆｃｏｓωｔ （１６ｂ）

其中，ｃ＝ η
２ｍω０

，ω０＝
Ｄβ４

ｍｌ槡 ４，ｂ＝
Ｂβ４

ｍｌ４
，Ｆ＝０．７８３ｆｍ ．

２　结果与讨论

为了讨论泡沫夹芯梁的动力学特性，利用四阶

龙格库塔法对上述方程进行数值求解．数值分析
中，取ｌ＝４００ｍｍ，ｂ＝２０ｍｍ，ｈｃ＝５ｍｍ，ｈｆ＝１ｍｍ．夹
芯梁上下面板为铝，其弹性模量 Ｅｆ＝６９ＧＰａ，密度

ρｆ＝２６９０ｋｇ／ｍ
３．芯材为泡沫铝，其相对密度ρｃ／ρｆ＝

０．１，弹性模量比［１０］为 Ｅｃ／Ｅｆ≈α２（ρｃ／ρｆ）
ｎ．根据文

献［１０］，不失一般性地取α２＝１和ｎ＝２，可得芯材

的质量密度 ρｃ＝２６９ｋｇ／ｍ
３，弹性模量 Ｅｃ＝０．

６９ＧＰａ．
２．１　不同激励频率下阻尼对夹芯梁振动响应的影响

图２（ａ－ｄ）为ｆ＝２情况下，ｑ２关于阻尼比ｃ的

４５
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分岔图．可见，ｃ较小时，梁的振动状态变化复杂，
周期与混沌振动交替出现．当阻尼增大到某一值
后，系统将进入周期振动，响应频率与激励频率一

致，表明阻尼对系统的混沌振动有明显的抑制作

用．当ω＝１００时，ｃ＝０．００３时系统进入周期振动，
而当ω＝１０００时，ｃ＝０．００３时，系统仍处于明显混
沌振动状态．这表明，随着激励频率的增大，系统达
到周期振动所需的阻尼值也增大．

图２　ｆ＝２时，ｑ２关于ｃ的分岔图

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｑ２ｖｓｃｆｏｒｆ＝２ａｎｄω＝１００，

ω＝５００，ω＝８００ａｎｄ ω＝１０００

图３　ｆ＝２，ω＝１００，ｃ＝０时相图，Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，

频率谱图，Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎｓ，Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍａｎｄ

Ｌｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｆｏｒｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ，ｆ＝２，ω＝１００ａｎｄｃ＝０

图３为 ｆ＝２，ω＝１００，ｃ＝０（即系统无阻尼）

时，系统振动的相图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面图、频谱图和
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱图．可见，系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指

数大于 ０（０．０３４２９６，图 ３ｄ），频率谱为宽带状谱

（图３ｃ），相图具有破裂的环面特征（图３ａ）、Ｐｏｉｎ

ｃａｒｅ截面为无规则点集（图３ｂ），这表明系统振动

处于混沌状态．当ｆ＝２，ω＝１００，ｃ＝０．００３时，系统

运动的相图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面图、频率谱和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数谱如图４所示，可见，最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为０，
频谱图上仅出现一个尖峰，相图为一个单环，Ｐｏｉｎ
ｃａｒｅ截面为一个单点，此时系统做周期振荡．

图４　ｆ＝２，ω＝１００，ｃ＝０．００３时 相图 Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面图

频率谱 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图

Ｆｉｇ．４　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｓｅｃｔｉｏｎｓ，Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍａｎｄ

Ｌｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｆｏｒｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ，ｆ＝２，ω＝１００ａｎｄｃ＝０．００３

２．２　不同激励幅值下阻尼对夹芯梁振动响应的影响
图５为ω＝１００和不同阻尼比 ｃ时，ｑ２关于 ｆ

的分岔图．随着激励幅值 ｆ增大，系统实现周期振
动所对应的阻尼比也明显增大．当 １００＜ｆ＜１５０
时，ｃ＝０．００５系统即可实现稳态周期振动，如图５ｂ
所示．当１５０＜ｆ＜２００时，ｃ＝０．０１时系统才可以
维持周期振动，而当２００＜ｆ＜３００时，ｃ＝０．０５时系
统才可以实现稳态周期振动，如图５ｄ所示．总而言
之，激励幅值和阻尼对系统振动状态有巨大影响．

图５　ω＝１００及不同阻尼比情况下，ｑ２关于ｆ的分岔图

Ｆｉｇ．５　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｑ２ｖｓｆｆｏｒω＝１００ａｎｄ

ｃ＝０．００１，ｃ＝０．００５，ｃ＝０．０１ａｎｄｃ＝０．０５

另一个有趣的现象是，在 ｆ＝１５０处，系统振动

５５
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响应状态发生了突变，而这一突变点与阻尼大小无

关．为了进一步验证之，我们分别计算了 ω＝５０和

ω＝５００时，ｑ２关于ｆ的分岔图，如图６所示．图６ａ１
－ａ３为ω＝５０时的ｑ２关于ｆ的分岔图，很显然在ｆ
＝１００处系统振动状态发生了突变，此突变点也与
阻尼大小无关；图６ｂ１－ｂ３为ω＝５００时的 ｑ２关于
ｆ的分岔图，可见，在ｆ＝５０处系统振动状态发生了
突变，这也与阻尼大小无关．

图６　不同激励频率和系统阻尼比情况下的 ｑ２关于ｆ的分岔图

Ｆｉｇ．６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｑ２ｖｓｆｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄ

ｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏｓ（ａ１）ｃ＝０．００１，ω＝５０（ａ２）ｃ＝０．００５，

ω＝５０（ａ３）ｃ＝０．０１ω＝５００；ａｎｄ（ｂ１）ｃ＝０．００１，

ω＝５００（ｂ２）ｃ＝０．００５，ω＝５００（ｂ３）ｃ＝０．０１，ω＝５００

综合图５和图６给出的结果可见，系统的振动
状态会在某一外激励幅值处发生突变，突变点与激

励频率有关，但与阻尼比无明显的对应关系．

３　结论

本文建立了悬臂泡沫夹芯梁的几何非线性动

力学方程，分析了外激励幅值、频率和梁的阻尼比

对泡沫夹芯梁振动特性的影响．主要结论如下：
（１）阻尼比对系统的混沌振动有明显抑制作

用．随着阻尼比的增大，系统混沌分岔现象明显减
弱．当阻尼比大到一定值时，系统进入与外激励频
率相同的周期振动状态．

（２）同一激励幅值下，随着激励频率的增大，
系统振动由混沌进入周期状态时对应的阻尼比越

大．
（３）系统的振动状态会在某一外激励幅值处

发生突变，突变点与激励频率有关，但与阻尼比无

明显的对应关系．也就是说，系统振动状态的突变
受激励频率的影响较大，而受阻尼的影响较小．
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