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摘要　对于平面上分段线性的连续系统研究了同宿轨的存在性及同宿分岔问题．该系统同宿轨的存在性可

以归结为两种情况：一种是由一个可见鞍点和一个可见焦点（或中心）组成的系统；另一种是由两个稳定性

相反的结点重合于原点组成的系统．本文对第一种情况给出了同宿轨存在的充要条件，并研究了相应的同

宿分岔问题．
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引 言

许多现实际问题都涉及到状态的突然转化，如

碰撞、摩擦和电力系统的状态转化等，这类系统需

要用非光滑动力系统来描述．因此，虽然对非光滑
系统动力学行为研究的历史并不长，近年来却成为

一个倍受关注的热门领域．分段光滑系统是非光滑
动力系统中的一个重要分支，包括碰撞系统、Ｆｉｌｉｐ
ｐｏｖ系统及连续而不处处可微的向量场系统
等［１］［２］．对线性系统的研究不但非常自然，而且有
助于人们理解非线性系统的现象，因而有重要的意

义．
本文研究的是平面上的分段线性连续向量场

系统，以一条直线为非光滑边界把平面分成两部

分，两边的两个半平面内部分别都是线性系统，而

且向量场在非光滑边界上是连续的．１９９８年 Ｆｒｅｉｒｅ
在［３］中证明了，这样的系统至多只有一个极限环，

或孤立的同宿轨，且若极限环存在，则或是吸引的，

或是排斥的．这回答了 １９９１年 Ｌｕｍ和 Ｃｈｕａ在［４］

提出的问题．对于极限环，Ｓｉｍｐｓｏｎ在文献［５］中研
究了此类系统中出现的 Ｈｏｐｆ分岔，随后他又在文
献［６］中对极限环问题做了进一步研究．对于有多
个非光滑边界的分段线性系统周期轨问题，可以参

考文献［７］和［８］．在分段线性系统中的分岔现象，
可参考文献［９］和［１０］．

本文对该系统中同宿轨的存在性及同宿分岔

问题做了进一步研究．首先将系统变换成规范形

式，在给定的规范形式下，同宿轨只能在两种情形

下出现：一种是由一个可见鞍点和一个可见焦点

（或中心）组成的系统，称为非退化鞍点同宿轨；另

一种是由两个稳定性相反的结点重合于原点组成

的系统，称为退化鞍点同宿轨．其中后者是平凡的．
对于前者，本文给出了同宿轨存在的条件，并研究

了其同宿分岔问题．

１　问题概述

本文研究如下的平面线性系统：

ｘ′＝
ｆ（Ｌ）＝ＡＬｘ＋ｂ，　ｘ１≤０

ｆ（Ｒ）＝ＡＬｘ＋ｂ，　ｘ１＞{ ０
（１）

其中

ＡＬ＝
ａ　ｂ[ ]ｃ　ｄ

，ＡＲ＝
ａ′　ｂ′[ ]ｃ′　ｄ′

，ｂ＝[ ]ｅｆ，
ｂ≠０，　－ｄｅ＋ｂｆ≠０

系统以ｘ２轴为非光滑边界．向量场在ｘ２轴上连续．
为了进一步研究，首先要将系统化简，减少参

数．做变换：

ｘ^＝
１ ０[ ]－ｄ ｂ

（ｘ＋ｅｂ），μ＝－ｄｅ＋ｂｆ （２）

将系统变成如下的规范形式：

ｘ[ ]ｙ＝
μ[ ]０１ ＋

τＬ １

－δＬ[ ]０ [ ]ｘｙ，ｘ≤０
μ[ ]０１ ＋

τＲ １

－δＲ[ ]０ [ ]ｘｙ，ｘ＞











 ０

（３）
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其中τｉ，δｉ分别是矩阵 Ａｉ＝
τｉ １

－δｉ[ ]０的迹和
行列式δｉ≠０，ｉ＝Ｌ，Ｒ．容易看出，两边系统的性态
可由，完全决定．平面线性系统的形状有以下５种：
鞍点，吸引的结点，排斥的结点，吸引的焦点，排斥

的焦点．
两边的平衡点分别位于

ｚ（ｉ）＝
ｘ（ｉ）

ｙ（ｉ[ ]） ＝μδｉ
１
－τ[ ]

ｉ

（４）

若ｘ（Ｌ）≤０，或 ｘ（Ｒ）≥０，则称对应的平衡点
是可见的，否则称它是不可见的．

系统（３）的同宿轨可能在两种情况下存在：
１．平衡点不在非光滑边界 ｙ轴上，此时平衡

点是一个非退化的鞍点．下文称此类同宿轨为非退
化鞍点同宿轨．
２．平衡点在 ｙ轴上，此时这个平衡点同时是

两边的平衡点，是一个退化的鞍点．下文称此类同
宿轨为退化鞍点同宿轨．

对于前者，这个平衡点必定是个可见的鞍点．
若它在左半平面，则，若它在右半平面，则 μ＜０．对
于后者μ＞０，这个平衡点必定位于原点，即 μ＝０．
这种情况是平凡的．下面详细讨论非退化鞍点同宿
轨．在这之前，先介绍两个出自文献［３］的引理．

引理１　系统（３）至多存在一个孤立的同宿轨
或极限环．若极限环存在，则它或是吸引的，或是排
斥的．

引理２　系统（３）存在闭轨线的一个必要条件
是τＬτＲ≤０．

２　非退化鞍点同宿轨的存在性

这一节研究具有非退化鞍点的同宿轨．
不妨设左半平面是个可见的鞍点，即

－δＬ＜０，μ＞０ （５）
计算可得ＡＬ的特征值和特征向量为

λ１，２＝
τＬ
２±

τ２Ｌ
４－δ槡 Ｌ （６）

υ１，２＝ －
τＬ
２±

τ２Ｌ
４－δ槡[ ]Ｌ （７）

可见鞍点的两个特征方向是一个正向的不稳

定流形和一个负向的稳定流形．设它们与ｙ轴交于
Ｃ１＝（０，ｃ１），Ｃ２＝（０，ｃ２）两点，计算可得

ｃ１，２＝
μ
δＬ
（－
τＬ
２±

τ２Ｌ
４－δ槡 Ｌ）＝

－μλ１，２
δＬ

（８）

Ｃ１在原点上方，Ｃ２在原点下方，原点是一个不
可见的切点（对于右半平面的系统来说，就是一个

可见切点）．若同宿轨存在，则必然从鞍点 ｚ（ｉ）出
发，沿不稳定流形到达Ｃ１，在右半平面被半Ｐｏｉｎｃａ
ｒｅ映射ＰＲ沿顺时针方向映到 Ｃ２，最后从 Ｃ２沿稳

定流形回到ｚ（ｉ）．如图１所示．

图１　第一类同宿轨的形态

Ｆｉｇ．１　ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃｏｒｂｉｔｓ

根据Ｐｏｉｎｃａｒｅ－Ｂｅｎｄｉｘｏｎ定理，同宿轨内部必
含一个平衡点，该平衡点为右半平面的可见平衡

点．又因为可见的结点和鞍点其不变流形都是直
线，轨线不能穿过它们，因此右边系统的平衡点只

能是焦点或中心．
同宿轨存在等价于这个焦点将 Ｃ１映到 Ｃ２，这

是一个很强的条件，若直接解方程，计算量非常之

大，且得到的是一个超越方程，无法求解．所
以我们先对系统做一些变换，使得存在条件可以写

出来．
记

α＝
τＲ
２，　β＝ δＬ－

τ２Ｌ
槡 ４ （９）

先对右半平面做一个坐标变换：

珓ｘ

珓[ ]ｙ＝Ｔ－１[ ]ｘｙ （１０）

其中

Ｔ＝
１ ０
－[ ]α β

（１１）

它将右半平面一一地映到右半平面，因此以下

讨论不需要涉及到左边鞍点的部分．
变换之后的系统变成

２３
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珓ｘ·

珓ｙ[ ]· ＝
０







μ
β
＋
α β
－[ ]β α

珓ｘ

珓[ ]ｙ （１２）

新的焦点位于

珓ｚ（Ｒ）＝
珓ｘ０
珓ｙ[ ]
０

＝

μ
α２＋β２

－α
β

μ
α２＋β











２

（１３）

原先的Ｃ１，Ｃ２两点变成

Ｃ～１，２＝

０

μ
δＬβ
（－
τＬ
２

τ２Ｌ
４－δ槡 Ｌ









）

（１４）

Ｃ～１仍然在 ｙ轴上半轴，Ｃ
～
２在下半轴．变换后

的焦点仍沿顺时针方向将Ｃ～１映到Ｃ
～
２．

将（１２）极坐标化：

ｒ＝ （珓ｘ－珓ｘ０）
２＋（珓ｙ－珓ｙ０）槡

２

θ＝ａｒｃｔａｎ
珓ｙ－珓ｙ０
珓ｘ－珓ｘ

{
０

（１５）

得到

ｒ＝αｒ

θ·＝－{ β
（１６）

也就是说，在新的坐标下，右边的轨线都是标

准的Ａｒｃｈｉｍｅｄｅｓ螺线：
ｒ＝ｒ（０）ｅαｔ

θ＝θ（０）－β{ ｔ
（１７）

现记在极坐标下，Ｃ～１，Ｃ
～
２的坐标为

Ｃ～１＝（ｒ（ｔ１），θ（ｔ１））＝（ｒ１，θ１）

Ｃ～２＝（ｒ（ｔ２），θ（ｔ２））＝（ｒ２，θ２） （１８）
如图２所示．
于是若α≠０，同宿轨存在等价于

图２　坐标变换后的右半平面

Ｆｉｇ．２　ｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｌｆｐｌａｎｅａｆｔｅｒＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｔ２－ｔ１＝
１
２α
［ｌｎ（珓ｘ２０＋（珓ｙ０－珓ｃ２）

２）－ｌｎ（珓ｘ２０＋

　（珓ｃ１－珓ｙ０）
２）］－１

β
（２π－ａｒｃｔａｎ

珓ｃ１－珓ｙ０
珓ｘ０

－

　ａｒｃｔａｎ
珓ｙ０－珓ｃ２
珓ｘ０
） （１９）

注意到上式与μ无关，因此可以直接设μ＝１．

α＝０，即τＲ＝０时，右边为一可见中心，此时的

条件需要单独讨论．由于对中心有 珓ｃ１＝珓ｃ２，即 ｃ１＝

－ｃ２，得出τＬ＝０．此时同宿轨的存在性与δＬ无关．

该同宿轨内部的轨线都是周期的．

对于μ＜０．的情形，同宿轨存在的充要条件与
上面的结论相同，但需交换Ｌ和Ｒ．

整理以上结果，得到下面的结论．

命题１　系统（３）在μ≠０时若存在同宿轨，则

是由一边为可见鞍点，另一边为可见焦点或中心的

系统组成．

１）若为鞍点和焦点的组合，记鞍点的一边为

Ｓ，焦点的一边为Ｆ（取代原先的Ｌ，Ｒ），则存在同宿

轨的充要条件为满足以下式子：

δＳ＜０，δＦ＞
１
４τ

２
Ｆ，τＦ≠０ （２０）

Λ：＝１２α
［ｌｎ（珓ｘ２０＋（珓ｙ０－珓ｃ２）

２）－ｌｎ（珓ｘ２０＋（珓ｃ１－

珓ｙ０）
２）］－１

β
（２π－ａｒｃｔａｎ

珓ｃ１－珓ｙ０
珓ｘ０

－ａｒｃｔａｎ
珓ｙ０－珓ｃ２
珓ｘ０
）＝０

（２１）

其中

α＝
τＦ
２，　β＝ δＦ－

τ２Ｆ
槡 ４ （２２）

Ｃ～１，２＝

０

μ
δＳβ
（－
τＳ
２

τ２Ｓ
４－δ槡 Ｓ









）
，

珓ｘ０
珓ｙ[ ]
０

＝

μ
α２＋β２

－α
β

μ
α２＋β











２

２）若为鞍点和中心的组合，记鞍点的一边为

Ｓ，中心的一边为Ｃ，则存在同宿轨的充要条件为满
足以下式子：

δＳ＜０，δＣ＜０，τＳ＝τＣ＝０ （２３）

注意到命题１隐含了引理２的结论．

３３
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３　非退化鞍点的同宿分岔

这一节将讨论非退化鞍点同宿轨的分岔问题．
仍设左半平面有可见鞍点，根据 τＬ与０的大

小关系，同宿分岔可分为两种情况．首先讨论τＬ≠０
的情况．若给系统一个小扰动，使其不满足（２１）中
的Λ＝０，就会发生同宿分岔．根据参数的不同，出
现的分岔现象也不同．以下的讨论设μ＞０；但对于

μ＜０的情况，除了 Ｐ（Ｃ１）与 Ｃ２的关系之外，发生
的现象是一样的．
１．当τＦ＞０时，焦点是排斥的．若 Λ＜０，则 Ｐ

（Ｃ１）＜Ｃ２，轨线反向绕向（排斥的）焦点．此时不存
在极限环．若Λ＞０，则Ｐ（Ｃ１）＞Ｃ２，正向绕向一个极
限环．引理１保证了这个极限环是吸引的且唯一．
２．当τＦ＜０时，焦点是吸引的，若 Λ＜０，则 Ｐ

（Ｃ１）＜Ｃ２，轨线正向绕向（吸引的）焦点．此时不存
在极限环．若Λ＞０，则Ｐ（Ｃ１）＞Ｃ２，反向绕向一个极
限环．引理１保证了这个极限环是排斥的且唯一．

图３（ｂ）是当参数为μ＝１，τＬ＝－０．６３３３，δＬ＝
－０．３６６７，τＲ＝０．５，δＲ＝２时存在的同宿轨．图 ３
（ａ）（ｂ）（ｃ）分别是当参数 τＲ＝０．４，０．５，０．６时的
分岔现象，τＲ＝０．４时存在一个极限环．

图３　一类分岔现象

Ｆｉｇ．３　ｏｎｅｋｉｎｄｏｆｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ

现在讨论τＲ＝０的情况，此时改变τＬ，δＬ，δＲ都
可改变同宿轨的存在性．

（１）若改变τＬ，δＬ而保持 δＲ不变，则从鞍点出
发的轨线或正向或反向绕向一个极限环．引理 １
保证了这个极限环是存在唯一的，且由中心的性质

可知该极限环与原点相切．
（２）若改变δＲ而保持 τＬ，δＬ不变，则从鞍点出

发的轨线或正向或反向绕向可见焦点．引理１保
证了此时不存在极限环．

（３）若同时改变τＬ，δＬ，δＲ，则变为焦点的情形．
图４是当参数为μ＝１，δＬ＝－１，τＲ＝０，δＲ＝１，

τＬ在０附近时发生的同宿分岔现象．注意到图中
有一个半极限环，这种现象在光滑动力系统中非常

罕见．
整理上述结论，将 μ＞０时的分岔现象画在一

张图上，见图５．图中的轨线都是沿顺时针方向走
的．之所以没有画出τＬ轴，是因为根据引理２以及
命题１，在 τＲ≠０时 τＬ的符号都与之相反，故只需
在τＲ＝０时画出特殊情况即可．

图４　另一类分岔现象

Ｆｉｇ．４　ａｎｏｔｈｅｒｋｉｎｄｏｆｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ

图５　分岔图

Ｆｉｇ．５　ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

从图５可见，描述这个同宿分岔，并不需要全
部５个参数，而只需 Λ和 τＲ就行了．其中 Λ统一
了τＬ，δＬ，τＲ，δＲ四个参数，用它描述这个同宿分岔
更能揭示其本质．

４３
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４　结论

至此，系统（３）的所有可能的同宿轨和同宿分
岔就研究清楚了．同宿轨只能在两种情况下存在：
一个可见鞍点和一个可见焦点（或中心）组成的系

统，或者是两个稳定性相反的结点重合于原点的系

统，其中后者是平凡的．对前者，第２节命题１给
出了这样的同宿轨存在的充要条件．第３节具体研
究了该情形下的分岔现象，如图５所示．
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