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摘要　综述了描述轴向运动梁横向非线性振动的两组数学模型的研究进展．在轴向运动梁径向和横向平面

非线性振动耦合模型的基础上，总结了两组横向非线性振动模型的推导，以及在自由振动、受迫振动、参激

振动工况下两组横向模型的近似解析比较的研究进展．在直接数值离散方法的基础上，总结了两组横向模

型在各种工况下对平面耦合模型近似程度的研究进展．最后提出若干尚待深入研究的问题．
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引 言

现实生活中的多种工程系统元件，如动力传送

带、带锯、空中缆车索道、高楼升降机缆绳、汽车中

驱动带等，均可以模型化为轴向运动连续体［１－３］．
计及抗弯刚度时，即可以轴向运动梁为模型．物理
模型如图１所示．

图１　轴向运动梁物理模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｈｙｓｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆａｎａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅａｍ

在不计及抗弯刚度的条件下，１９６６年，Ｍｏｔｅ［４］

应用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，并假设径向位移的空间导数很
小并予以忽略的假设条件下，首先发展了轴向运动

弦线横向非线性振动控制方程，一个非线性偏微分

方程．Ｃｈｅｎ等［５－７］综述了相关研究进展．计入抗弯
刚度，该模型能够拓展为描述轴向运动梁横向非线

性振动的模型，并在轴向运动梁横向振动问题的研

究中有着广泛的应用．运用该非线性偏微分方程，
Ｐａｋｄｅｍｉｒｌｉ课题组分别研究了轴向运动梁非线性参
数振动稳定性［８］和受迫振动主共振响应［９］以及受

迫振动３：１内共振响应［１０］，Ｍａｒｙｎｏｗｓｋｉ课题组分
别应用不同的黏性阻尼研究了黏弹性轴向运动梁

的非线性动力学行为［１１，１２］，陈树辉课题组分别通

过谐波平衡法［１３，１４］和 Ｌｉｎｄｓｔｅｄｔ－Ｐｏｉｎｃａｒé方
法［１５，１６］研究了有无内共振时轴向运动梁的非线性

振动，Ｚｈａｎｇ课题组通过 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理推导出该黏
弹性非线性偏微分方程［１７］，并分别研究了有无内

共振时轴向运动梁的非线性动力学［１８－２０］，李映辉

等［２１］通过Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断分析了参数振动的横向振
动响应，Ｇｈａｙｅｓｈ等［２２－２５］分别通过轴向运动弦线、

Ｅｕｌｅｒ梁和Ｒａｙｌｅｉｇｈ梁模型研究了非线性参数振动
的稳态响应，Ｃｈｅｎ课题组通过近似解析方法研究
了轴向运动梁的非线性参数振动［２６］以及受迫振

动［２７］．
１９６９年，Ｔｈｕｒｍａｎ和 Ｍｏｔｅ［２８］应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原

理，并考虑线性弹性和几何非线性时，首先发展了

轴向运动梁平面耦合非线性振动的控制方程．对于
小而有限的伸展问题，在准静态假设下，１９９２年，
Ｗｉｃｋｅｒｔ［２９］将Ｔｈｕｒｍａｎ和Ｍｏｔｅ的耦合模型解耦，得
到轴向运动梁横向振动的另一个控制方程，一个非

线性偏微分—积分方程．该模型也同样广泛应用于
轴向运动梁的非线性横向振动研究中．基于非线性
偏微分—积分方程，Ｒａｖｉｎｄｒａ和Ｚｈｕ［３０］研究了超临
界非线性动力学行为，Ｐｅｌｌｉｃａｎｏ课题组分别研究了
轴向运动梁的弱非线性振动［３１］，非线性动力学及

分岔［３２］和超临界运动状态下的非线性动力学［３３］，

Ｃｈａｋｒａｂｏｒｔｙ等分别研究了参数激励［３４］和集中力激

励［３５］的轴向运动梁横向非线性振动，Ｐａｒｋｅｒ和
Ｌｉｎ［３６］研究了多频张力和速度脉动激励下的非线
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性参数振动响应，Ｃｈｅｎ课题组分别研究了轴向运

动梁横向非线性自由振动［３７］和受迫振动［３８］的响

应，以及轴向运动弦线横向非线性参数共振［３９］的

混沌性态．
通过略去耦合方程中的径向量以及关于横向

量的高阶非线性项，也能够从平面运动模型得到描

述轴向运动梁横向振动的非线性偏微分模型．比较

Ｗｉｃｋｅｒｔ［２９］推导非线性偏微分—积分模型的过程，

有理由相信非线性偏微分—积分模型更加精确．因
为两个横向振动模型都能够从平面耦合模型直接

推导得出，但是在非线性偏微分模型的推导过程

中，是直接令径向位移为零并略去高阶非线性项，

而在非线性偏微分—积分模型的推导中是考虑了

径向位移的，尽管最后实现了完全解耦．另一个方

面，Ｃｈｅｎ和Ｙａｎｇ［４０］通过准静态假设直接从非线性

偏微分模型推导出非线性偏微分—积分模型，因

此，看起来非线性偏微分—积分模型应该是非线性

偏微分模型的一种近似模型．综合两组横向模型的
推导过程能够得出以下结论，即对于以上两组轴向

运动梁横向非线性振动研究中常用的数学模型，仅

从推导过程的角度做判断，是不能确定哪个模型是

更加有效、更加适用的．
本文将综述轴向运动梁两组横向非线性振动

模型比较的研究进展．对于两组非线性模型的比较
分为两类，其一是两组模型间定量差别的比较，即

通过近似解析方法比较不同工况下两组模型的响

应；其二是与耦合模型横向分量的比较，即通过数

值方法比较不同工况下两组模型的响应与平面耦

合非线性模型响应的横向分量，从更加接近耦合模

型横向分量的角度，评定两组横向模型中哪个更有

效、哪个更加适用于描述轴向运动梁在不同工况的

运动状态．本文的综述从这两个方面展开．

１　两种横向运动的非线性模型

考虑截面积为Ａ、密度为 ρ、初始张力为 Ｐ０的

梁以一致的速度沿轴向运动，其速度为 γ，梁弹性
模量为 Ｅ．只考虑梁横向和径向变形，在径向空间
坐标ｘ处，ｔ时刻横向位移为ｖ（ｘ，ｔ），轴向位移为 ｕ
（ｘ，ｔ），由于运动产生的扰动应力为σ，外载荷的轴

向和横向分量依次为 ｆｕ（ｘ，ｔ）和 ｆｖ（ｘ，ｔ）．对于细

长的梁，径向与横向耦合运动的非线性动力学控制

方程为［１３，２８］
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·
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式中，逗号后的ｘ和ｔ分别表示对ｘ和ｔ的偏微分，
其中Ｍ＝Ｍ（ｘ，ｔ）为梁在轴向坐标 ｘ和时间 ｔ的弯
矩，对于给定的梁模型和材料，弯矩可以用横向位

移表示，例如，细长梁可以采用 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁
模型，若梁的黏弹性属性由取物质导数的Ｋｅｖｌｉｎ本
构关系描述，则扰动应力和弯矩－位移关系分别为

σ（ｘ，ｔ）＝（Ｅ＋ηｄｄｔ）εＮ （２）

Ｍ（ｘ，ｔ）＝（ＥＩ＋ηＩｄｄｔ）ν，ｘｘ （３）

其中η为梁的黏性系数，Ｉ为梁的截面二次矩．相
应的应变－位移关系为

εＮ＝ （１＋ｕ，ｘ）
２＋ｖ２，槡 ｘ－１ （４）

若忽略耦合效应而仅考虑横向运动，即在式（１）中
插入ｕ＝０，并忽略高阶非线性项，得到

ρＡ（ｖ，ｔｔ＋γ
·ｖ，ｘ＋２γｖ，ｘｔ＋γ

２ｖ，ｘｘ）－Ｐ０ｖ，ｘｘ－

　 
ｘ
（Ａσｖ，ｘ）＋Ｍ，ｘｘ ＝ｆｖ （５）

式（５）就是轴向运动梁横向振动非线性偏微分模
型．相应地，式（４）退化为所谓Ｌａｇｒａｎｇｅ应变

ε＝１２ｖ
２
，ｘ （６）

梁的另一类数学模型，即非线性偏微分－积分模型
可以在式（５）中取平均扰动应力得到，即

ρＡ（ｖ，ｔｔ＋γ
·ｖ，ｘ＋２γｖ，ｘｔ＋γ

２ｖ，ｘｘ）－Ｐ０ｖ，ｘｘ－

　
ｖ，ｘｘ
ｌ∫
ｌ

０

Ａσｄｘ＋Ｍ，ｘｘ ＝ｆｖ （７）

将式（４）或者式（６）代入式（２），并将结果分别
代入式（１）、（５）和（７），就能够得到三组常用于轴
向运动梁非线性振动研究的模型．若方程中部分系
数取零，就能够得到不同工况下梁振动控制方程，

例如，若不受外载荷作用且轴向速度和初始张力均

为常数，梁的横向运动为自由振动；若受周期性外

载荷作用且轴向速度和初始张力均为常数，梁的横

向运动为简谐受迫振动；若不受外力作用但初始张

１２
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力有周期性变化，梁的横向运动为参数振动．

２　两种横向非线性模型的定量差别

随着两组横向振动非线性模型在轴向运动梁

横向运动研究中的广泛应用，两组模型的差别也逐

渐引起关注．

图２　两模型非线性项对横向振动频率的影响随轴向速度的变化

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｎｔｗｏｔｒａｎｓｖｅｒｓａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｖｅｒｓｕｓｔｈｅａｘｉａｌｓｐｅｅｄ

２００７年，Ｃｈｅｎ和Ｙａｎｇ［４１］通过近似解析方法比
较了两端简支边界条件下，两组横向非线性模型描

述的轴向运动梁对初始激励响应的横向自由振动

频率．研究结果表明，当非线性较弱、轴向运动速度
较小或对于较低阶模态时，两种横向非线性模型的

计算结果相差不显著；随着初始振动幅度的增大，

两种横向非线性模型计算的固有频率受到非线性

系数的影响也会增大；当轴向运动速度增大时，两

种模型受非线性系数的影响也会随着增大，尤其当

速度接近临界速度时；对于较高阶的模态，两种模

型受非线性系数的影响也相对较大．如图２给出了
表示非线性项对自由振动频率影响的参数κＩｎ随轴
向运动速度γ的变化情况．图中虚线和实线分别表
示非线性偏微分模型和非线性偏微分积分模型得
到的结果．如图所示，表示偏微分非线性项影响的
参数比偏微分积分大，尤其是当轴向速度增大时，
这二者差别就会更加明显．研究结果表明，沿梁的

轴向对应力积分，从而取应力平均值取代梁上各点

的应力值，使得控制方程的非线性属性减弱．但是
图中所示的两者随轴向运动的变化趋势完全一致．

图３　两组非线性模型横向受迫幅频响应曲线的比较

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｃｕｒｖｅｓｆｒｏｍｔｗｏｔｒａｎｓｖｅｒｓａｌｍｏｄｅｌｓ

２００６年，Ｙａｎｇ和Ｃｈｅｎ［４２］通过直接多尺度方法
比较了两端简支边界条件下轴向运动梁的两组横

向模型在受简谐外激励下的横向响应振幅．研究表
明，远离共振时，两组横向非线性振动模型的数值

结果无明显差别，但是在前两阶模态的共振区域，

两组模型间差别明显．如图３给出了非线性偏微分
模型及非线性偏微分—积分模型在相同参数下的

稳态响应振幅随外激励频率变化曲线的比较，图中

横坐标为解谐参数，表示外激励频率离开轴向运动

梁各阶未扰系统固有频率的距离，纵坐标表示稳态

响应振幅．图中实线表示非线性偏微分模型，虚线
表示非线性偏微分—积分模型．从图中可以明显看
出，代表非线性偏微分模型的实线向右弯的幅度更

大，说明偏微分模型的非线性属性要比偏微分—积

分模型强．
Ｃｈｅｎ和 Ｙａｎｇ［４０］通过近似解析方法比较了两

端固定的边界条件下，两组横向模型描述的受轴向

速度脉动激励的横向响应．研究表明，两组非线性

２２
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横向振动模型描述的轴向运动梁在参激振动中的

失稳区域是完全一致的，但是积分非线性项要比偏

微分非线性项较弱，这是因为认为梁的轴向应力沿

轴向不做变化的准静态假设减弱了非线性项的影

响．如图４显示，虚线表示非线性偏微分—积分模
型结果，实线表示非线性偏微分模型结果．图中横
坐标为解谐参数，表示外激励频率离开轴向运动梁

某一阶未受扰动系统固有频率二倍的距离．比较图
中曲线容易发现，代表非线性偏微分—积分模型的

虚线向右弯曲的幅度较小，因此偏微分—积分模型

的非线性属性较弱．

图４　两组非线性模型次谐波共振响应曲线的比较

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｕｂ－ｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ

ｆｒｏｍｔｗｏｔｒａｎｓｖｅｒｓａｌｍｏｄｅｌｓ

图５　两组Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁横向模型次谐波共振响应曲线的比较

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｕｂ－ｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ

ｆｒｏｍｔｗｏＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍ＇ｓｍｏｄｅｌｓ

计入绕梁中性轴的转动惯量以及剪切变形的

影响，描述梁横向振动的两组非线性模型能够扩展

成更加复杂，同时也更为精确的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模
型．２０１０年，Ｇｈａｙｅｓｈ等［４３］通过 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型
比较了两组横向非线性振动模型对因轴向运动周

期变化引起的参数激励响应的描述．研究结果显
示，对于复杂的梁模型，两组横向振动非线性控制

方程在定量上的差别和 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁模型一
致．如图５所示，图中的 ｅｑ．１１响应曲线表示非线
性偏微分模型结果，ｅｑ．１３响应曲线表示非线性偏
微分—积分模型结果．

通过直接数值方法离散两组横向模型，Ｄｉｎｇ
和Ｃｈｅｎ［４４］验证了此前近似解析方法在外部激励工
况下对两组模型的比较结果，Ｃｈｅｎ和 Ｄｉｎｇ［４５］验证
了多尺度方法分析在轴向速度扰动激励工况下对

两组模型的比较结果．Ｃｈｅｎ等［４６－４８］还通过近似解

析方法比较了不考虑抗弯刚度时，由式（５）和（７）
中退化得到的两组轴向运动弦线横向非线性振动

模型，在参数激励下的稳态响应，得到的结论和两

组梁横向振动模型比较的结论基本相同．
综合上述，在一系列近似解析方法对轴向运动

连续梁或者弦线两组横向非线性振动模型的比较

中，虽然所处的工况不同，但是却有着相似的结论，

即在定性分析上，两组横向模型呈现相同的趋势，

而在定量比较上，两组模型又表现出明显的不同．
就非线性属性而言，非线性偏微分模型比非线性偏

微分—积分模型强，可见，沿着梁的轴向对应力积

分而取平均值，使得非线性性质减弱．考虑到这两
组横向振动的模型在轴向运动连续体研究中的广

泛应用，定量上的不同，就提出一个亟待解决的问

题，即哪一组模型更加有效、更加适用？

３　与耦合模型的横向分量比较

以上对于两组横向非线性振动模型的比较，确

定了模型间存在定量上的区别，却没有给出相对于

不同的运动状态时，两组模型中哪个更有效、更适

用的判定．
Ｄｉｎｇ和 Ｃｈｅｎ［４９］通过直接数值方法比较两组

横向非线性模型对自由振动响应与平面耦合非线

性模型横向分量的比较，以判定哪个模型更加接近

耦合模型的横向分量，并以此为标准，判定两组横

向模型的有效性．经过数值算例的对比，发现当初

３２
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始振幅较小时，短时间内，横向偏微分模型和偏微

分－积分模型对耦合模型横向分量的近似效果都
非常好；随着初始横向位移幅度的增大，横向偏微

分模型和偏微分 －积分模型随时间的响应历程均
开始偏离耦合模型，但是相比较而言，横向偏微分

－积分模型更加接近耦合模型的横向分量；即使在
初始横向位移幅度很小的时候，在经历一段较长的

时间以后，横向偏微分模型和偏微分－积分模型的
时间响应历程均开始偏离耦合模型的横向分量，而

横向偏微分－积分模型的时程始终更为接近耦合
模型的横向分量．如图６给出了受初始位移激励
时，两组横向非线性振动模型描述的轴向运动铜材

料梁中点对初始位移的动态响应与耦合模型横向

分量间的对比．图６以及本文接下来对比两组横向
模型与平面耦合模型横向分量的图中，点均代表对

应平面耦合模型，实线代表对应非线性偏微分－积
分模型，虚线代表对应非线性偏微分模型．从图６
中可以清楚看出，轴向运动梁的横向偏微分－积分
模型要比横向偏微分模型在时程上更加接近轴向

和横向耦合模型的横向分量．

图６　铜材料梁中点的初始响应比较

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

ａｔｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔｏｆａｃｏｐｐｅｒｂｅａｍ

Ｄｉｎｇ和 Ｃｈｅｎ还通过定义类方差的统计指标，
提出将梁上的各个离散点随时间变化的数值解作

为比较依据，定量的比较了轴向运动梁两组横向自

由振动非线性模型与平面耦合模型横向分量．如表
１所示，表中的Ａｌ表示连续体初始位移的幅度，类

方差指标σ１３和 σ
１
４分别表示横向非线性偏微分模

型和横向非线性偏微分 －积分模型对耦合模型横
向分量在整个计算时间范围内的近似程度．观察表
１能够从定量上清楚的发现，两组横向模型与耦合
模型横向分量间的差别均随初始位移幅值的增大

而增大，而且非线性偏微分—积分模型与耦合模型

横向分量间的差别始终相对较小．

表１　轴向运动钢材料梁的非线性横向模型比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｔｗｏｔｒａｎｓｖｅｒｓａｌｍｏｄｅｌｓ

ｆｏｒａｎａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｓｔｅｅｌｂｅａｍ

Ａｌ／ｍ σ１３ σ１４
０．０１ ７．７８６×１０－２ ６．９０６×１０－２

０．０２５ １．２１６×１０－１ ６．９７６×１０－２

０．０５ ２．４５４×１０－１ ７．２９０×１０－２

０．０７５ ３．９１２×１０－１ ８．０１２×１０－２

０．１ ５．２２５×１０－１ ８．７７４×１０－２

０．２ ７．２７７×１０－１ １．４９１×１０－１

Ｃｈｅｎ和 Ｄｉｎｇ［５０］还通过随时间的响应历程以
及类方差的统计指标，定量的比较了静态弦线两组

横向自由振动非线性模型与平面耦合模型横向分

量，得到和以上轴向运动梁文献中相似的结论．如
表２所示，从统计指标可以定量的看出，相比较于
轴向运动梁，运动弦线的两组横向非线性模型都更

加接近耦合模型的横向分量，钢弦线算例中非线性

偏微分－积分模型要比非线性偏微分模型更加接
近耦合模型的横向分量的程度，如表中所列数据，

此结论还不仅仅局限于微幅振动，对于大幅度的横

向振动，也同样适用．
表２　静态橡胶材料弦线的非线性横向模型比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｔｗｏｔｒａｎｓｖｅｒｓａｌｍｏｄｅｌｓ

ｆｏｒａｒｕｂｂｅｒｓｔｒｉｎｇ

Ａｌ／ｍ σ１３ σ１４
０．１ ２．７５６６×１０－２ ９．４２５８×１０－３

０．２ １．０４４７×１０－１ ３．７５２１×１０－２

０．３ ２．１６９８×１０－１ ８．４３６０×１０－２

０．４ ３．５１０６×１０－１ １．５２３１×１０－１

０．５ ４．７６４０×１０－１ ２．４３７６×１０－１

Ｃｈｅｎ和Ｄｉｎｇ［５１，５２］通过直接数值方法比较了不
同边界条件下两组横向模型的受迫振动响应以及

稳态响应时梁的形状与平面耦合模型横向分量的

比较，判定两组横向模型在外部简谐激励时的有效

性．通过算例比较发现，无论两端简支还是固定，横
向偏微分模型向右弯曲的幅度总是最大，也就是说

三组模型中的横向偏微分模型的非线性属性最强，

在数值试验能够取到的参数值的范围内，轴向和横

向耦合的模型的横向分量与偏微分 －积分模型的
受迫共振稳态幅频曲线以及梁的形状总是吻合的

很好；通过比较外激励频率取未受扰动系统固有频

率时的受迫振动稳态下的对应于三组模型的梁的

形状，发现对应于横向偏微分模型的梁的振动幅值

总是最小的，轴向和横向耦合的模型与偏微分－积

４２
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分模型的受迫共振稳态时梁的形状总是吻合的很

好．
如图７和８所示，分别给出了两端简支边界和

两端固定边界下轴向运动黏弹性梁横向受迫振动

工况下，两组横向非线性振动模型的横向响应与平

面耦合模型横向分量响应的对比．图中清楚的显
示，存在周期性外激励时，从时间响应历程上看，轴

向运动梁的横向非线性偏微分 －积分模型始终与
轴向和横向耦合模型的横向分量吻合；暂态过程图

７（ａ）显示，横向非线性偏微分模型在振幅和相角
上与耦合模型都存在较大差别，但是进入稳态阶段

图７（ｂ）后，除了振动幅度有细微差别以外，与耦合
模型也吻合的较好；从外激励频率与稳态响应振幅

的关系曲线图（８）可以看出，非线性偏微分 －积分
模型都要比横向偏微分模型在非线性受迫振动的

稳态幅频响应上更加接近轴向和横向耦合模型的

横向分量．

图７　梁中点的受迫振动时间响应历程比较

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓａｔｔｈｅ

ｍｉｄｐｏｉｎｔｏｆａｎａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅａｍ

Ｄｉｎｇ和 Ｃｈｅｎ［５３］还通过直接数值方法结合快

速Ｆｏｕｒｉｅｒ变换比较了两组模型描述的轴向运动梁

非线性振动频率与平面耦合振动横向部分的运动

频率．研究表明，随着非线性系数和初始振幅的增

大，两组横向非线性模型对应的自由振动梁的前两

阶固有频率和平面耦合振动频率有着相同的变化

趋势，而且非线性偏微分积分模型和非线性耦合

模型基本吻合，但是对应非线性偏微分方程的前两

阶固有频率和耦合模型对应频率的差别逐渐增大；

在振动幅度和非线性系数不大的情况下，随着弯曲

刚度和轴向速度的增大，两组横向非线性模型对应

的自由振动梁的前两阶固有频率和平面耦合运动横

向部分的频率有着相同的变化趋势，而且对应于不

同非线性模型的固有频率基本重合，没有明显差别．

图８　梁中点的受迫振动稳态响应的比较

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

ａｔｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇｂｅａｍ

图９　非线性自由振动频率比较

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅｓｕｂ－ｃｒｉｔｉｃａｌｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

５２
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从图９给出了随非线性系数变化的两组横向
非线性模型与耦合模型横向部分振动频率比较．从
图中可以看出，随着非线性系数的增大，两组横向

非线性模型对应的自由振动梁的前两阶固有频率

和平面耦合振动横向运动部分的频率有着相同的

变化趋势，在非线性系数不大时，两组横向模型的

数值结果与耦合模型横向分量基本重合，但是随着

非线性系数增大到一定数值，非线性偏微分模型与

耦合模型以及偏微分—积分模型间的差别迅速呈

现，并逐渐增大．
Ｃｈｅｎ等［５４］通过有限差分方法比较了两组轴

向运动弦线横向非线性振动模型与耦合模型的接

近程度，得到的结论和梁模型对比中得到的结论完

全相同．
以上的比较都是针对亚临界运动速度状态的．

随着工业技术的发展，工程中对运动速度的要求越

发增高．Ｄｉｎｇ等［５５，５６］通过微分求积方法和有限差

分方法分别比较了经典边界以及混杂边界下两组

横向非线性振动模型描述的超临界非平凡静平衡

位形对平面运动中横向分量的接近程度．
对于简支边界、固定边界及混杂边界条件下，

通过与径向和横向耦合模型的比较，实现从非平凡

静平衡位形的角度比较两种横向非线性模型的有

效性．研究发现，增大初始张力和梁的横截面积或
者减小梁的轴向运动速度将使得系统非平凡静平

衡位移变小，但是，对应于非线性偏微分 －积分模
型的数值结果都更加接近平面耦合模型，而对应于

非线性偏微分模型的非平凡静平衡位移则较其他

两组模型小．从图１０（ａ）给出了简支边界下，微分
求积法比较不同系统参数的钢材料的梁的两组横

向非线性振动模型与平面耦合模型的横向非平凡

静平衡位形．从图１０（ｂ）给出了混杂边界下，有限
差分法对非平凡静平衡位形的模型比较．

另外，Ｄｉｎｇ和Ｃｈｅｎ［５７］还通过超临界振动频率
对两组横向模型进行了对比．研究结果表明，就第
一阶固有频率而言，对应于非线性偏微分模型的数

值结果随着弯曲刚度的增大越加接近几乎重合的

其他两组模型．从图１１给出了不同运动速度下，两
组横向非线性振动模型与平面耦合模型的超临界

局部线性化后四阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断计算简支边界下
固有频率的比较．通过观察发现，对应于非线性偏
微分－积分模型的数值结果和平面耦合模型的数

值结果基本重合，同时，对应于非线性偏微分模型

的数值结果较大一些，而且这种差别随着轴向速度

的增大而增大．

图１０　超临界非平凡静平衡位形比较

Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅｓｕｐｅｒ－ｃｒｉｔｉｃａｌｎｏｎ－ｔｒｉｖｉａｌｅｑｕｉｌｉｂｒｉａ

图１１　简支边界下超临界振动频率比较

Ｆｉｇ．１１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅｓｕｐｅｒ－ｃｒｉｔｉｃａｌｎａｔｕｒａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｕｎｄｅｒｓｉｍｐｌｅｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

为了进一步研究初始振幅和非线性系数对超

临界固有频率的影响，Ｄｉｎｇ等［５８］也通过有限差分

６２
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法结合离散Ｆｏｕｒｉｅｒ变换比较了两组模型描述的轴
向运动梁非线性振动频率与平面耦合振动横向部

分的运动频率．数值研究表明，在超临界速度范围
内，对于不同的弯曲刚度、轴向速度、非线性系数和

初始振幅，非线性偏微分－积分模型的数值结果均
比非线性偏微分模型的数值结果更加接近耦合模

型的数值结果．其中，自由振动幅度对第一阶临界
速度附近的固有频率影响极大，而远离临界速度

时，前两阶固有频率随着初始振幅的增大有减小的

趋势；而且非线性系数和初始振幅对前两阶固有频

率的影响趋势几乎是一致的，因为超临界固有频率

与非线性系数和初始振幅的乘积有直接关系．当初
始振幅足够小时，实际非线性系数对固有频率几乎

没有影响．

图１２　固定边界下超临界振动频率比较

Ｆｉｇ．１２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅｓｕｐｅｒ－ｃｒｉｔｉｃａｌｎａｔｕｒａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｕｎｄｅｒｃｌａｍｐｅｄｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

从图１２给出了固定边界下随初始振幅变化的
两组横向非线性模型与耦合模型横向部分振动频

率比较．从图中可以看出，随着非线性系数的增大，
两组横向非线性模型对应的自由振动梁的前两阶

固有频率和平面耦合振动横向运动部分的频率有

着相同的变化趋势，而且非线性偏微分－积分模型
和非线性耦合模型基本吻合，但是对应非线性偏微

分方程的前两阶固有频率和耦合模型对应频率的

差别却一直存在．这一点与亚临界速度范围内关于

固有频率的结果稍有不同．

４　结束语

随着对轴向运动装置横向非线性振动研究的

深入，两组横向振动模型也得到越来越广泛的应

用．因而对这两组模型有效性、适用性的判定也显
得越发迫切．本文综述了已有文献对这两组横向非
线性振动模型比较的研究进展，发现现有的对比是

在不同工况下、不同边界约束，以及不同速度范围

内，比较两组模型描述的轴向运动梁横向响应与径

向和横向平面耦合模型横向分量的差别．通过定性
比较，分析结果表明，无论是自由振动、受迫振动还

是参激振动工况，也无论两端简支、固定以及混杂

边界，也无论是亚临界还是超临界运动轴向速度范

围，两组横向模型的数值结果均与平面耦合模型横

向部分的数值结果有着相同的趋势；通过定量比较

发现，非线性偏微分－积分模型的数值结果总是更
加接近平面耦合模型横向部分的数值结果．同样的
结论也发生在不考虑抗弯刚度的两组轴向运动弦

线横向振动模型．
虽然已经存在轴向运动弦线和梁的两组横向

非线性振动模型的一些对比工作，但是对复杂梁模

型，如轴向运动 Ｒａｙｌｅｉｇｈ梁、Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁横向非
线性振动模型对比的研究工作还没有展开，而且工

程中还存在一些其他的轴向运动连续体模型，例如

网、板壳等，还不能确定两组横向非线性振动模型

的数值对比中是不是存在其他结论．还有一个问题
尤为迫切，就是仍然缺少决定性的证明工作，例如

实验验证，即通过和实验数据对比，以确定两组模

型的有效性和适用性．
因此，截止目前，相关于轴向运动连续体两组

横向非线性振动模型对比的工作依然是一个开放

性的课题，还有待进一步的研究．
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